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1 はじめに

物理系に対して量子測定を行なうと､その測定結果から物理系に関する何らかの情報が得られ

る｡一方､測定された物理系は測定の影響によってその量子状態が変化する為に物理系のエントロ

ピーも変化する｡従って､量子測定によって得られる情報量と測定された物理系のエントロピー変

化の間には何らかの関係が存在すると考えられる｡古典系に対してはこのような関係は詳しく調べ

られているが 【1,2ト 量子系に対しては殆ど調べられていない｡このような情報量とェントロピー

変化の間の関係は､盗聴者がいる量子通信路の問題や量子計算における誤 り訂正符号の問題など､

最近活発に研究されている量子情報理論においても重要になって くる [3,4]｡そこで､本報告では

まず光子計数過程における情報量とエントロピー変化の間の関係を調べ､その後により一般の量子

測定過程のおける情報量とエントロピー変化の間の関係を調べる｡研究結果の詳細な導出や解析に

関しては､筆者の最近の論文を参照されたい [5,6]｡以下では､量子 Markov過程の基づいた光子

計数過程の理論を紹介すし [7,8]､本報告で必要なエントロピーの定義とエントロピーに対して成

りItとつ関係式を纏めておくlg]C
量子Markov過程に基づ く光子計数過程は2つの基礎過程からなる｡一つは1光子検出過程と呼

ばれ､微少時間dtの間に検出器が共振器内の光子を1個検出する過程である｡ もう一つの過程は

無検出過程と呼ばれ､時間tの間に光子が全 く検出されない過程である｡1光子検出過程が起った

場合の光子系の量子状態の変化を記述する作用素をJ と表わすと､量子状態の変化は次の式で与

えられる｡

Jββー β1=両面
(1)

ここで､i)は光子系の統計作用素である｡ また､微少時間dtの間に 1光子検出過程が起こる確率

は次の式で与えられる｡

Pldt-TrlJi3]dt･

一方､無検出過程における光子系の量子状態の時間発展作用素をS(i)と表わそう｡

i3- βo(i)-
_･〕iiL

n[S(i)P]

このとき､時間壬の間無検出過程が起こる確率は次の式で与えられる｡

p.(i)-TrlS(i)i3].
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量子 Markov過程に従 う光子計数理論では､(S(i)It∈R)は 1パラメータ半群となり､次の関係

式を満足する生成作用素 之が存在する｡

S(i)-explt4. (5)

さらに､微少時間dtの間には検出器が 2個以上の光子を検出することはないという仮定を置 く｡

このとき光子検出確率の規格化条件 R.(dt)+Pldt-1から､作用素 J と2に対して次の条件が

課せられる｡

叫 (i:+i)p]-0. (6)

作用素 J と9(i)を用いると､時間tの間に検出器が m個の光子を検出する "m光子検出過程"は

次の作用素によって記述される｡

A-(i,-fdt-/.tmdt--1･･.ft2dtlS(i-i-)jS(tが l-庸 一 (t2-tl)jS(tl). (7)

そして､m 光子検出過程が起こる確率 Pm(i)とm 光子検出過程が起こった後の光子系の量子状態

βm(i)はそれぞれ次の式で与えられる｡

Pm(i)-nlNm(i)P], βm ( i ) -
Nm(i)A

TrlNm(i)i3]
(8)

一方､検出器によって検出された光子数を参照しない場合､量子状態の時間発展作用素 T(i)は次

のようになる｡

()O
I(i)-∑JVm(i)-explt(i+i)]m=0

(9)

この場合､光子系の量子状態はp- チ(i)i)と変化する｡(6)式からTrrナ(i)j3]-1が成 り立つこと

がわかる｡また､作用素 J､S(i)､T(i)の間には次の関係式が成 り立つo

T(i)-S (i)
･Lt

dTナ (i - T)j S(T) (10)

作用素 T(t‖こよる時間発展は､絶対零度の熱浴と相互作用 した調和振動子の時間発展と等価で

ある｡

1光子検出過程は検出器が共振器内の光子を1個だけ吸収した場合に起こり､このとき共振器内

から1個の光子が消滅すると仮定しよう｡この仮定の下で 1光子検出過程を記述する作用素 J は

次の式で与えられる 【7,8]｡

Jβ-入ai清I. (l l )

実際､回国 - i(ln)(棚 ∝恒11)(n-11が成 り立つ｡この場合､作用素S(i)pのエル ミート

性と関係式 (6)から無検出過程の生成作用素 ∠と時間発展作用素坤)はそれぞれ次のように求め

られる｡

Lβ-I喜n(摘･机 ),

i(i,i-exp(一芸人taTd)pexp(一芸hafa,)
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ここで､本研究では重要ではない光子系の自由なユニタリー時間発展は省略した｡従って､1光子

検出過程と無検出過程における光子系の量子状態の変化は次の式で与えられる｡

P～ Pl=
Trlalap]'

β-βo(i)-
exp(一喜入tala)βexp(-喜入tala)

Trlexp上 人tala)i)]

また､1光子検出過程と無検出過程が起こる確率はそれぞれ次の式で与えられる｡

pldt-入叫轟 p]dt, Ro(i)-nlexp(-入taIa)p]･ (16)

この式から1光子検出過程が起こる確率は光子系の平均光子数に比例することが分かる｡ さらに､

m 光子検出過程が起こった後の光子系の量子状態とm 光子検出過程が起こる確率はそれぞれ次の

式で与えられる｡

βm(i)-
exp(-喜入ta†a)amPalm exp(一喜入taTa)

叫丘Imexp(一入紘Ia)amj)]

p-(i)-L l1-exp(-At)i-nlaf-exp(一人taTa)a-P]
聖 ､ n!

-∑
n=mm!(n-m)!

TTm(1-7,)n-m(nlβ恒)･

ここで､パラメータTTは検出器の有効量子効率と呼ばれ､次の式で定義される｡

pyT-1-exp(-入t).

(17)

(18)

(19)

以下では光子計数過程によって得られる情報量と光子系のエントロピー変化を考察するので､エ

ントロピーの定義とエントロピーの間に成 り立つ関する幾つかの公式を纏めておこう【9]｡確率分

布 Px(i)とPy(k)で定められる2つの確率事象 X とYに対して､エントロピーH(X)､結合エ

ントロピー H(X,Y)､条件付きエントロピー H(KEY)､相互エントロピーH(X;Y)はそれぞれ次

の式で与えられる｡

H(X)ニー∑px(i)lnPx(i),
3

H(X,Y)--∑∑pxy(i,k)lnPxy(i,k),
iA

H(XIY)ニー∑∑pxy(i,k)lnPxy(ilk),3k

H(X;Y,-;;Pxy(i,k,lnl
Pxy(i,k)
Px(i)Py(k)

(20)

(21)

(22)

(23)

ここで､PA,Y(i,k)は2つの確率事象の結合確率であり､Pxy(ilk)は条件付き確率を表す｡また､

各エントロピーの間には次の関係が成り立つ｡

H(X;Y)-H(X)+H(Y)-H(X,Y)

-H(X)-H(XJY)-H(Y)-H(YIX),

H(X,Y)-H(Y)+H(XIY)-H(X)+H(YIX).

さらに､確率分布の間には次のベイズ規則が成り立つ｡

Pxy(i,k)-Pxy(ilk)Py(k)-Pyx(k)i)Px(i)･
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2 無検出過程におけるエントロピー変化

まず､無検出過程における光子系のエントロピー変化を調べよう｡前節の結果から無検出過程に

おける光子系の量子状態の時間発展は次の式で与えられる｡

Po(i)-
exp(一書Tafgera)βexp(一書Tala)

Tr lexp(-TaIa)β】
ここで､T-入tである｡ 従って､光子数の確率分布Ro(n;i)は次のようになる｡

Po(n;i)-(nlPo(i)In)-
exp(-Tn)(nlβln)

∑ncxD=｡exp(-Tn)(nlPln)

(27)

(28)

このとき光子系の光子数に関するエントロピーHo(i)--∑?=｡Po(n;i)lnPo(n･,i)を計算すると

次の結果が得られる｡

Ho(i)-
(
1一丁

;)lnl
皇 (nlPJn)
n=0 exp(-Tn,]

p(-Tn)l-
∑nu-EuT=P.'(-nTpT.'n',nipin('_hTt1pln'･ -(29,

無検出過程における光子系のエントロピーの減少量は△H(i)-Ho(0)-Ho(i)で与えられる｡ 光

子系が熱平衡状態p-志 ∑nu=｡(島)nln)(n18こある場合のエントロピーの減少量は次の式で与
えられる｡

dH(i)-lnt1+可1-exp(-T)D-

兎(1十 h)[1-exp(17-)】
1+可1-exp(-T)]

T兎exp(-T)

1+可1-expト丁)】

(30)

一方､光子系がコヒーレント状態β-let)(al(兎-困2)にある場合のエントロピーの減少量は次

の式で与えられる｡

AH(i)-可1-exp(-T)](1-1n兎)-T兎exp(-T)

･至 等 匝nexp(-Tト 元nexpl-Tn一兎exp州 ･n=0
これらのエントロピーの減少量を時間の関数としてプロットすると第 1図のようになる｡

(31)

3 1光子検出によるエントロピー変化

次に1光子検出過程における光子系のエントロピー変化を考えよう｡1光子検出過程が起こった

場合の光子系の量子状態の変化は次の式で与えられる｡

〟.~→β+
tJ/I(Ir

Tll,ITt,/辛 (32)

従って､1光子検出過程が起こる前後での光子系における光子数の確率分布 p(n)-(nlPFn)と

P+(n)-(nlj3+ln)の間には次の関係式が成り立つ｡

p･(n)-ig p(n･1)I
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図 1:無検出過程における光子系のエントロピー減少量の時間変化 (熱平衡状態 :左図､コヒーレ

ント状態 :右図)

ここで､(允)-n[afaj3日ま平均光子数である｡この関係式を用いて 1光子検出過程における光子系

のエントロピーの減少量 △H十-HIH十を求めると次のようになる｡00
△H'-∑Ⅰ意ln[蒜ln(義)]n=0

∞
p(n)+∑(蕊-1(計,1)p(n)lnP(n,･ (34)n=0

まず光子系がコヒーレント状態にある場合を考えよう｡このとき､P(n)はポアソン分布になり､

△H+-0であることが分かる｡即ち､光子系がコヒーレント状態にある場合には 1光子検出過程

が起ってもエントロピーは不変である｡次に光子系が熱平衡状態にある場合､P(n)-兎n/(1+兎)n

を(34)式に代入すれば次の式が得られる｡

AH･--(1+A,ln(1･ h)+ 兎in- お ni.nlnn(震)n. (35,

次に､光子系が 2項分布状態 (binomialstate･.β-l･Obill(m,P))(4,bin(m,P)l)にある場合を考えよ

う｡ここで､14,bit,(m,P))は次の式で与えられる｡

け1
14,bin(m,P))-∑偏 重 In), p(m,n )-

､n=0

このとき､光子系のエントロピーの減少量は次のようになる｡

pn(i -p)n-m (36)

△H+-Hbil,(p)+F(p;m 11)-F(p;m)･ (37)

ここで,Hbil､(p)とF(m;p)は次の式で与えられる｡

Fbin--Plnpl 1-p,ln(1-p), F(-;p,-nS.(:)pn(1-p)7- 1n(:)I (38,

(35)式と(37)式に対して数値計算を行った結果を纏めると次のようになる｡

コヒーレント状態 Poisson分布 △H+- 0

熱平衡状態 super-Poisson分布 △H+<0

2項分布状態 sub-Poissor1分布 △H+> 0
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ところで､各量子状態における1光子検出過程の前後での光子数の揺らぎを調べると次のように

なる｡

llコヒーレント状態 :(△允)2+-元-(△允)2

2･熱平衡状態 :(△允)i-2h(1+兎)> h(1+兎)-(△允)2

3･2項分布状態 :(△允)2+-p(1-p)(m-1)<p(1-p)m -兎-(A允)2

これらの結果とエントロピーの減少量の結果を纏めると次のようになる｡

コヒーレント状態 (△免)2+-(△允)2 △H+-0

熱平衡状態 (△免)i>(A允)2 AH+<0

これらのことから､一般に1光子検出過程における光子系のエントロピー変化と光子系の量子状態

の光子統計に関して次の結果が成り立つと考えられる｡

super-Poisson状態 1光子検出 → 揺らぎ増大 エントロピー増加

Poisson状態 1光子検出 一十揺らぎ不変 エントロピー不変

ただし､Fock状態 回 に対しては､H -H+-AH+-0である｡

4 エントロピーの減少と情報量

この節では光子検出過程による光子系のエントロピー減少量 △H(i)とm 光子検出過程によって

得られる光子系に関する情報量 Jの間の関係を調べる｡m 光子検出過程が起った後の光子系にお

ける光子数の確率分布は次の式で与えられる｡

(nfj3m(i)En)-
(m+n)!exp(-Tn)(m+nlj)Jm+n)

nT･Trla†m exp(-Tala)amβ]

1 (m+n)!

Pm(i) m!n!
TTm(1-7,)nPin(n+m). (39)

ここで､Pin(n)-(nlj3回 は初期状態における光子数の確率分布であり､Pm(i)は検出器が時間亡

の間にm 個の光子を検出する確率である｡

()〇

pm(i)-∑
n=m

n!

m!(n -m)!

TTm(1-7T)n~m(nIPIn)･ (40)

これらの結果から光子検出過程が起った後の光子系のエントロピーは次のように計算される｡∞ (X)

H(i)-∑pm(i)(-1)∑ (nlPm(i)回 in(棚 m(i)En)rn=O n=0(:X〕 (:×⊃ oo(:x⊃
-∑pm(i)lnPm(i)-∑pi"(n)lnPin(n)-∑∑p(m En )P in(n)lnP(mln), (41)m-0 n=O m=On=m

ここで､P(可n)は光子系の光子数が n個に確定している場合に検出器が m個の光子を検出する

条件付き確率を表わすC,

P(mEn)-
m!(n-m)!

TTm(1-7T)n-m
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ところで､光子系の初期状態におけるエントロピーをH(Kin)､光子計数の結果に関するエントロ

ピーをH(Y.ut)と表わせば､(41)式は次のように表わすことができる｡

00 0く)
H(i)ニーH (Y.ut)+H(Xin)-∑∑p(mLn)Rim(n)lnP(mEn)･ ( 4 3 )

m =On=m

従って､光子検出過程における光子系のエントロピ⊥減少量 AH(i)Eま次の式で与えられる｡

△H(i)-H(Kin)-H(i)
00∝)

--H(Y.ut)+∑∑p(mln)Rim(n)lnP(mln)
m=On=m00∞

-∑∑ p(mLn)Rim(n)ln7n=On=m (44)
次に､m光子検出過程によって得られる光子系の情報量I(i)を求めようOここで､m光子系検

出過程が起こる確率 pm(i)が次のように表わされることに注意しよう｡

∞

pm(i)-∑
n=m

n!

m!(n-m)I
TTm(1-7,)n-mRin(n)

00
-E p(mln)Pin(n)･
n=m

(45)

そして､Pm(i)が出力確率､P(mLn)が条件付き確率､Rim(n)が入力確率に対応することから､相

互エントロピーで表わされる情報量Z(i)は次のようになる｡

I(i)-H(Xin)-H(XinlY.ut)-H(Y.ut)-H(YoutLXin)
0⊂) ∞

--∑pm(i)lnPm(i)+∑ ∑ p(mLn)Pin(n)lnP(mln)m=O m=On=7n

-mf.nimp(-.n)Rim(n,lnl# ]･
(46)

従って､光子系のエントロピーの減少量△H(i)と測定結果から得られる光子系に関する情報量I(i)

は等しい｡即ち､次の関係式が成り立つ｡

△H(i)-I(i). (47)

ところで､光子系検出過程において全エントロピーが増加することは容易に確かめることができる｡

最後に､光子系が熱平衡状態とコヒーレント状態にある場合に光子系検出過程によって得られる

光子数に関する情報量を求めよう｡ 熱平衡状態の場合に得られる情報量は次の式で与えられる｡

I(i)-Tfi云三m=On=0 ()71+
m
m( 一m+1

1+元]nln(mn+n)
+(1+7,兎)ln(1+つ′T兎)-7,免ln元一T(1-7T)兎･

一方､コヒーレント状態の場合に得られる情報量は次のようになる｡

aalnl(n+m)!]
Ic.(i)-∑∑

rn=On=0
m,!n!

(7T兎)ml(1I7,)司nexp(一兎)
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図 2:光子計数過程による熱平衡状態 (左図)､及びコヒーレント状態 (右図)における光子数に

･関する情報量

-nf.響 【(1-7,,h･nexp卜(1-7T,h]-7,元lnh･lT-T(- - (49,

これらの結果をT-入tの関数としてプロットすると第2図のようになる｡ 尚､光子計数過程にお

けるエントロピー変化と情報量に関しては文献 【10]を参照されたい｡

5 量子測定におけるエントロピー変化と情報量

これまでは光子計数過程における情報量とエントロピー変化について考察してきたが､ここでは

もう少し一般的な量子測定について調べる｡そこで物理系 Sの物理量 Xsの測定過程を考えようO

測定過程のステップを簡単に纏めると次のようになる｡

1･測定装置Aをある初期状態 j)lAnに準備する｡

2.測定装置Aを物理系 Sと相互作用させる｡このとき相互作用後の合成系の量子状態は次の式

で与えられる｡

p.suAt-dsA(AFn⑳克)diA･ (50)

ここで､Pis,は測定しようとしている物理系の量子状態であり､usAは物理系と測定装置の相

互作用を表わすユニタリー作用素である｡

3.測定装置Aのある物理量♪A(pointerobservable)の値を読み出す｡

ここでは_議論を簡単にする為に､物理量XsとyAに関して次のようなスペクトル分解を仮定する｡

ks-∑ FL l*S(IL))(4,S(/i)l- ∑ p現 (IL),
FL∈.M FL∈.ん1

♪A-∑ 相 A(〟))(QA(V)I-∑〃EyA(U)･
レ∈〟 〝∈〟
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測定結果 L/が得られた場合の測定後の物理系 Sの量子状態は次の式で与えられる 【11]｡

β.Sut(I,)-
nAl(Is㊨EyA(I,))β.SuAt]

TtsAl(Is㊨EyA(i,))β.SuAt]

また､測定結果 レが得られる確率は次のように表わされる｡

p.Aut(U)-TtsAl(js㊨EyA(U))β.SuAt]･

(53)

(54)

さらに､測定結果 l/が得られた後の物理系 Sにおける物理量xsに関する条件付き確率は次の式

で与えられる｡

p.sut(plu)-TrslE妄(p)A.sut(U)].

ところで､(50)式を(54)式に代入すれば､確率分布 P.Aut(i/)(ま次のように表すことができる｡

p.Aut(,/)-Ttslhs(I,)AIJ,

hs(U)-TrAlLi主A(Zs㊨EyA(U))dsA(js㊧蒐)]･

ここで､Hs(l/)は次の条件を満足する確率作用素測度である｡

hs(〟)≧0, ∑hs(U)-j･
v∈JV

この確率作用素測度11S(U)を用いて物理系Sの作用素 ksop(n)を次の式で定義する｡

(55)

(58)

ksop(n)- ∑unlis(U)-TrA[LliA(I"S⑳夷 )llsA(ÎS㊨PIE,)]･ (59)
L'∈JV

このような作用素は "operationalobservable","unsharpobservable","fuzzyobservable"等と呼ば

れる112]｡これに対して､作用素ksは "intrinsicobservable"と呼ばれるO確率作用素測度hs(I/)

は射影作用素ではないので､"operationalobservabe"はHermite作用素にならない｡

ksop(n)≠[ksop(1)]n

以下では､次の条件を満足する量子測定を考える｡

lxsm,ksop(n)]-0.

(60)

(61)

即ち､"intrinsicobservable"と "operationalobservable"が可換になるような量子測定を考える｡

このとき､(57)式から次の関係式が成 り立つ｡

p.Aut(U)- ∑ PSA(勅 )Pi乞(p).
FL∈ノlイ

ここで､.条件付き確率PsA(L/b)は次の式で与えられる｡

PsA(i,lFJ)-(Os(FL)l17S(I,)悼S(～))･

この式で与えられるPsA(i/lp)が次の条件を満足することは明らかである｡

psA(勅 )≧0, ∑psA(uFp)-1l
L/∈JV'
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initialstate

outputstate

図 3:量子測定過程の概念図

従って､物理量ksの初期状態における確率pi烹(p)-(4,S(FL)Ij3Fn14,S(FL))､測定結果の確率P.Aut(U)､

条件付き確率 PsA(勅 )を用いると量子測定によって得られる情報量 I(YoAut;xiSn)は次のように表

わすことができる｡

I(Poet;x霊,-左右psA(刷 PiS(p,.n[
PsA(I/lFL)
P.Aut(i/)]･ (65,

第3回は量子測定過程の概念図を示したものである占

次に測定結果が得られた後の物理系 Sにおける物理量 xsの Shannonエントロピーを求める｡

このShannonエントロピーは次の式で与えられる｡

H(X.SutlY.et)- - ∑ ∑p.Aut(U)p.Suも(pfu)lnP.Suも(FLIP).
p∈JuV∈JV

従って､SharlnOnエントロピーの減少量は次のようになる｡

△H(X.Suも,xifHY.Aut)-H(Xif,トH(X.SutlY.Aut).

(66)

(67)

また､エントロピー関数 (-xlnx)の凸性を用いれば､量子測定過程におけるShannonエントロ

ピーの減少量 △H(X.Suも,xiflfY.Aut)とvonNeumannエントロピーの減少量 △S(X.Suも,xif.ty.Aut)の
間には次の関係式が成 り立つことが分かる｡

[ks,pis,]-0- △H(X.Sut,xiflIY.Aut)≦△S(x.Sub,xif,lY.Aut), (68)

lks,p.Sut(L/)]-0- △H(X.Suも,xiSnlY.Aut)≧AS(X.Sut,xiflFY.Aut). (69)

ここで､等号が成り立つのは [ks戒 ] -[ks,A.suも(U)]-Oの場合である｡また､各vonNeumann

エントロピーは次の式で与えられる｡

△S(x.sub,xiL71lY.Aut)-S(xif,)-S(x.sutlY.Aut),
S(xzfl)ニーTrslβEllni培｣,

S(x.sutFY.elt)ニ ー ∑ p.Aut(〟)n･slP.Sut(〟)Imp.Sut(U)]･
レ∈〟

GiiiZl
ローmHu

E

nU

1

2

7

7

7

(

(

′i
､

以下では､量子測定過程におけるShannonエントロピーの減少量 △H(X.Sut,xif,lY.Aut)と測定結果

から得られる情報量I(Y.Aut;xif,)の間の関係を幾つかの量子測定に対して調べる｡
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5.1 ビームスプリッタを用いた光子数測定

量子測定の例としてビームスプリッタを用いた光子数の測定を考える｡任意の量子状態j31Fnにある

物理系Sの光子数に関する情報を求めるものとする｡従って､ks-轟 S及びES(n)-Lns)(nsl

である｡ 測定装置Aは真空状態(pfn-lOA)(OAF)に準備されもの仮定する｡また､測定装置Aの

"pointerobservable"は光子数 (9A-緑 A亘yA(n)可 nA)(nAl)である｡物理系Sと測定装置A

の相互作用を表わすユニタリー作用素usAは次の式で与えられる｡

dsA-eXpト0(轟 A-aS亀)】. (73)

このユニタリー作用素は透過率T=cos20(反射率 78=sin20)の損失の無いビームスプリッタ

による量子状態の変化を記述する｡以上のように設定された測定系において､相互作用後の合成系

S+Aの量子状態は次のようになる 【13-15】｡

○く)0く)
β.suAt-∑∑m=On=0 嘉 (芸)m'n画 砺 FnT%&tsasatsn@.-A,(nA.･ (74,

従って､測定装置Aの光子数が m であったときの物理系Sの量子状態と測定装置Aの光子数が

m である確率はそれぞれ次の式で与えられる｡

posut(-,-nsa冨崇aatsapslSnp話芸S篭 -., (75,

聖､ n!
p.Aut(m)-∑n=mm!(n-m)!(7amTn-m

00
(nsIPiSnlns)-∑ PSA(m回Pi烹(n)･ (76)n=0

ここで､条件付き確率PsA(mln)と初期確率分布Pi宝(n)は次の式で与えられる｡

PsA(mln)-
n!

m !(n-m)!
787PTn~m, Pi烹(n)-(nsli3.fllns). (77)

また､この測定系における "operationalobservable"は次のようになる｡

psop(n)-芸 【1+A(eL 1)]ai,aS
(78)

従って､"operationalobservable"は "intrinsicobservable(轟 S)"と可換であることが分かるQ以

上のことから､この測定によって得られる物理系Sの光子数に関する情報量Z(Y.AutlXiSn)は次の式

で与えられる｡

I(yoAut;xifl)-mS.n;.PSA(-Ln,Pis(n,ln[

PsA(mln)

P.Aut(m)]･ (79,

一方､測定過程における物理系Sの光子数に関するエントロピーの減少量 △H(X.Su上,xiSnIY.Au..)は

次の式で与えられる｡

○く)

△H(X.Sut.xifHY.Aut)--∑ pis(n)lnP is(n)
n=0
(:X)()○

+∑ ∑p.Aut(m )(nslp.Sut(m)Ens)ln(nsIP.Sut(m)lns)･ (80)
n=Om=0

- 310-



｢第6回 『非平衡系の統計物理』シンポジウム｣

ここで､行列要素 (nslj3.Sut(m)恒S)が次のように表わされることに注意しよう.

(nsIP.Sut(m)lns)-
PsA(m恒+m)Pi乞(n+m) psA(m恒十m)Pi烹(n+m)

∑ncx'=｡PsA(mln+m)Pi烹(n+m) p.Aut(m)
(81)

この関係式を用いるとエントロピーの減少量 AH(X.Sut,xiSnlY.Aut)は次のように計算ができる｡

00
△H(X.Suも,xif,lY.Aut)--∑pis(n)lnPis(n)

n=0

Imf.nS.PSA(-.n巾 ,Pis(n佃 ,ln[
PsA(mln十m)Pis(n+m)

∞ 00(冗)
- -∑pif(n)lnPif(n)+∑∑psA(mln)Pis(n)lnn-0 m=On=0

-mf.nf.PSA(-Ln)Pis(n,ln[

-I(Y.Aut;xiSn).

PsA(mln)

P.Au.(m)

(82)

従って､測定過程による物理系 βの光子数に関するエントロピーの減少量が測定結果から得られ

る物理系 βの光子数に関する情報量に等しい｡

△H(X.Sut,xiSnv.nut)-I(Y.Aut;xif.). (83)

5.2 非縮退パラメトリック増幅を用いた光子数測定

次に非縮退パラメトリック増幅器を用いた光子数の測定を考えよう｡この場合の測定系の構成

は､物理系Sと測定装置Aの互作用以外はビームスプリッタの場合と同じである.非縮退パラメ

トリック増幅器を用いた光子数の測定の場合､ユニタリー作用素usAは次の式で与えられる｡

LIsA-eXp[0(轟工｢緑 A)j.

このとき､相互作用後の合成系β+Aの量子状態は次の式で与えられる [15]｡

･osuAt-mf.nS.宅蒜 納 車safsASnK舌痛 ans㊨.-A,(nA･･

ここで､パラメータ人とxは次の式で定義される｡

L-tanh20, に-読 (H K-1).

(84)

(85)

(86)

従って､測定装置Aの光子数が m であったときの物理系 Sの量子状態と測定装置の光子数が m

である確率はそれぞれ次の式で与えられる｡

j3oFut(m)-
童mK:iasa塩KI喜asaと鍔

TrS巌mK:喜asa塩K:iasataT]
(87)

poAut(-,-n裏 窓 とm n･1(ns･pEl.nS,-∑psA(-･n,PiSn(n,･ (88)

OO

n=0
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ここで､条件付き確率 PsA(mfn)は次の式で与えられる｡

psA(-ln)- 慧 m n･1

また､この測定系における "operationalobservable"は次のようになる｡

psop(n)-mf.-nhs(-,-蛋 (義 )asai

(89)

(90)

従って､"operationalobservable"は "intrinsicobservable(轟 S)"と可換であることがわかる｡更

に､関係式

(nsfP.Suも(m)Ins)-
PsA(mln一m)Pi烹(n-m)

∑nc=｡psA(mln-m)Pi乞(n-m)

PsA(m恒一m)Pi烹(n一m)

P.Aut(m)
(91)

を用いれば､測定過程による物理系βの光子数に関するエントロピーの減少量 △H(X.Sut,xiSnlY.Aut)
は次のように計算することができる｡

0く)
△H(X.Sut,xiSnlY.Aut)--∑pi乞(n)lnPi三(n)n=0⊂X)00
+∑∑p.hut(m)(nsEP.Sut(m)lns)ln(nsfP.Suも(m)Ins)n=Orn=0

0一〇
--∑piS(n)lnPif(n)n=0

･mfonfopsA(叫n--,Pis(n--,.nl
PsA(mfn一m)Pi三(n-m)

PoAut(m)(:X〕 0()D〇
ニ ー∑pif(n)lnPi三(n)+∑∑psA(mJn)Pi乞(n)lnn-0 m=On=0
-m;.n;oPSA(-Fn)Pis(n,ln[
-I(Y.Aut;xif,).

PsA(mln)

P.Aut(m)

(92)

従って､測定過程による物理系 Sの光子数に関するエントロピーの減少量が測定結果から得られ

る物理系 βの光子数に関する情報量に等しい｡

AH(X.Sut,xiSnFY.Aut)-I(Y.Aut;xif.). (93)

以上の考察では､測定装置 Aの光子数の測定を射影作用素 EyA(m)-JmA)(mAFを用いて記述

したが､光子計数によって光子数を測定する場合には EyA(m)の代わ りに次の確率作用素測度を用

いればよ■い｡

三, n!
EyA(m;｢′T)-∑n=mm!(n-m)i7Tm(1I7T)n一mEyA(n)･ (94)

この場合にも､測定過程による物理系 βの光子数に関するエントロピーの減少量が測定結果から

得られる物理系 βの光子数に関する情報量に等しいことを示すことができる｡
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5.3 位置測定､及び運動量測定

最後に､連続的な値を取る物理量の量子測定の例として､物理系 βの位置の測定を考える｡ そ

こで､任意の量子状態plFnにある物理系 Sの位置に関する情報を求めるものとしよう｡この場合､

ks-is及び E鼻(I)-lxs)(xsEである｡ 一方､測定装置Aの初期状態 pfnも任意とするO勿論､

測定精度は測定装置Aの初期状態に依存する｡また､̀測定装置 Aの "pointerobservable"は位置

作用素 (♪A-盆A丘yA(I)-恒 )(xAl)である｡物理系 βと測定装置Aの相互作用を表わすユニタ

リー作用素usAを次のように仮定する｡

usA-eXp(-iisPA).

このとき､相互作用後の合成系S+Aの量子状態は次の式で与えられる｡

j).SuAt-exp(-iisi)A)(i).Fn㊨i霊n)exp(iisPA)

-Fudxrndx′Fndy蔦dy,(xsfASnlx,S)(yAIPiAnlyL)

×恒 )(x'sl㊤JxA+yA)(xL+yム(･

(95)

(96)

従って､測定装置Aの位置変数が値 rを示した場合の物理系Sの量子状態と測定結果が値rであ

る確率 poAut(r)はそれぞれ次の式で与えられる｡

j3.Sut(,)-
nAl(ÎS㊨EyA(r))A.SuAt]

TrsAl(js㊨EyA(r))β.SuAt]

-蔦 血 rndy.xs,['xs'PEl'ys''r完AIt諾pfn'rA-yA〉](ys., (97)

poll"r)-ru

工
d3:(xsJj31E.恒)(rA-XAlβfnlrA-XA)

dxPsA(申 )Pi乞(I).

ここで､条件付き確率 psA(rEx)は次の式で与えられる｡

psA(申 )-(rA-XA威IrA-XA).

また､位置測定における "operationalobservable"は次のようになる｡

XSp(n)-工
dx(is+I)n(xA屁,lxA)

(98)

(99)

(100 )

この式から"operationalobservable"と"intrinsicobservable"の可換性は明らかである｡次に､物

理系 Sに対する位置測定によるエントロピーの減少量と測定結果から得られる情報量が等しいこ

とを示そう,J連続変数の場合､測定結果から得られる物理系Sに関する情報Bu(Y.Aut;xif,)は次の

式で与えられる｡

I(yoAut･,xiL?1.,-蔦 dx蔦 dyPsA(xfy,Pis(y,ln[P.Aut(I)]･ (101)

また､エントロピーH(XiL?,)､H(Y.Aut)､及びH(X.Sut,Y.u は次の式で与えられる｡

H(XiL?1)ニー dxPi三(37)1nP,烹(.7:),
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H(Y.Aut)--工dxP.Aut(I)lnP.Aut(I), (103)

H(XoSut,yoAut)ニー蔦血rndyPoSul(I,y)lnPoSul(I,y)･ (104)

ここで､相互作用後の量子状態における同時確率分布P.Sue(x,y)は次のようになる.

p.sue(I,y)-nsAl(Fxs)(xsl㊨lyA)(yAl)β.SuAt]
-(xA-yAIj3fnlxA-yA)(ysIj31Fnlys)

-PSA(Sly)Pi烹(y). (105)

一方､位置測定にともなう物理系βのエントロピーの減少量A(X.Sut,xiSnly.Aut)は次のように表わ

される｡

△H(X.Sut,xiSnIY.Aut)-H(XiSn)-H(X.SutlY.Aut)

-H(XiSn)+H(Y.Aut)-H(X.Sut,Y.hut). (106)

位置測定における結合エントロピーH(X.Sut,Y.Aut)は次のように計算することができる｡

H(XoSut,yoAut)-王dxrwdyPsA(Sly)Pis(y)lnPsA(xLy)Pis(y)
-H(XiflトFJ xrudyPsA(xEy)Pis(y)lnPsA(xly)

-H(XiSn,･H(YoAutト Fndx蔦 dyPsA(xb,Pis(y)lnl

-H(Xie)+H(Y.Aut)-I(Y.et;Xif.).

PsA(可y)

(107)

従って､位置測定によって得られる物理系 Sに関する情報量と位置測定による物理系 Sのエント

ロピーの減少量が等しいことが分かる｡

I(Y.Aut;xif.)-△H(X.Suも,xifllYoAut). (108)

ところで､位置測定によって得られる物理系βに関する情報量は次のように計算することができる｡

I(yoAut;xifl)-蔦 血 rmdyPsA(x･y,Pis(y,ln[

-H(YoAut)IFWdxFwdy(xA-yA離 A-yA)Pis(y)

×1n(xA-yALi5fnlxA-yA)

-H(YoAut,+FJ l･蔦dy(xA離 A)Pis(y)ln(xA離 A)

-H(Y.Aut)-H(Yだ).

ここで､H(YiI1)は測定装置Aの初期状態におけるエントロピーである｡

H(羊IT)ニーdx(xAli5.4n恒)ln(xA厩 恒 ).
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従って､位置測定によって得られる物理系Sに関する情報ju (Y.Aut;xiSn)は測定過程における測定

装置Aのエントロピーの増加量に等しいことがわかる｡

I(Y.Aut;xiSn)-H(Y.Aut)-H(YinA)･ (1 1 1)

運動量測定の場合には物理系Sと測定装置Aの相互作用を表わすユニタリー作用素は次のよう

になる｡

usA-eXp(-iPs盆A)･

この場合にも全 く同様にして次の結果が得られる｡

(112)

I(Y.Aut;xiSn)-△H(X.Suも,xiSnv.hut)-H(Y.Aut)-H(堤)･ (113)

以上のことから､幾つかの量子測定過程において､測定結果から得られた情報量が測定された物

理系のエントロピーの減少量と等しくなることが分かった｡このように測定結果から得られる情報

量が物理系のエントロピー減少量と等しくなる為に､量子測定過程が満たさなければならない条

件を一般的に求めることができる｡この一般的な結果やその応用に関しては文献 【5,6】を参照され

たい｡
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