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Abstract

Theperformanceoflow-densityparity-CheckcodesisinvestigatedviamethodsofStatisticalmechanics.Low-density

parity-checkcodesis丘rstinventedbyGallager,whichwasabandonedshortlya氏eritsintroductionduetothelimited

computationalabilitiesandrecentlyrediscoveredbyMacKayandNeal asMNcodes.Intheseco°es,amessageis

encodedtothecodewordwhichcomprisesproductsofthemessagebitsselectedbytworandomly-constructedsparse

matrices.Thetypicalcaseanalysisofstatisticalmechanicsindicatesapracticalpropertyoftheparticularfamily

ofthecodes,whichcouldnotbefoundwithintheframeworkofworstcaseanalysis･Further,decodingaspectsare

consideredbyinvestigatingsolutionsobtainedbyameanfieldapproach,whichisidenticaltothecommonlyused

beliefpropagation.

1 序論

情報の本質を定量的に捉え,それを扱うための理論的な

枠組を数学的に体系化して,現在進行しているデジタル技

術革命の数理的基礎を与えたShannonの論文 ｢通信の数

学的理論｣が発表されてから,半世紀が経とうとしている

【1】.

Shannonの論文以前では,遠隔地の受信者に誤りが発生

する確率のある通信路を通してメッセージを確実に伝えよ

うとすると,どうしても長い時間がかかるはずだと考えら

れていた.メッセージを受借着に正確に伝えるためには,

その代償として通信速度を限りなく小さく押えなければな

らないと思うのが常識だからである.しかし,通信路符号

化に関するShannonの定理は,通信路が持つ固有の通倍

路容量より少しでも小さい通信速度であれば,その通信速

度でほとんど誤りなくメッセージを受信者に伝えることが

できると述べている.この薄情の事実の発見と共に,情報

を定量的に扱える学問として情報理論が誕生したのである.

Shannonによって発見された通信路容量はShannon限

界と呼ばれ,メッセージを加工して受信者に誤りなく伝え

るソフトウェア技術としての誤り訂正符号が達成可能な通

信速度の上限を与えている.ところが,ShannOnの通信

路符号化定理の証明は非構成的で,圧倒的多数の符号が

Shannon限界を達成していることを示唆しているに過ぎ

ない.実際,Shannon限界を達成することが知られている

ランダム符号では,メッセージの長さ〃に対して符号化

と復号化の段階で要求される計算丑が0(ed〃)(αは定数)
にもなってしまい,およそ実用的とはいえない.符号理論

の究極の目標は,Shannon限界を達成する実用的な誤り訂

正符号を構成することにあるはずだが,多くの試みが失敗

したせいで,符号理論の中心的テーマは必ずしもShannon

限界の達成を目標としない代数符号の研究に移ってしまっ

た.ところが,1962年にGallagerによって提案され[2】,

最近になってMacKayとNealに再発見された【3】低密度

パリティ検査符号(LDPC符号)はShannon限界を達成可

能で,かつ実用的な計算量で符号化と復号化ができること
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が判明した【4トこの符号では非ゼロ要素の合計が各行好
価,各列C個になるように作成したランダム行列Csと,
非ゼロ要素の合計が各行各列共にL個になるように作成し

たランダム正方行列qlによって選択された2倍メッセー

ジEのビットで符号語が構成される.通信路で混入する2

倍ノイズをぐと書いて,メッセージとノイズを対等に取り

入れたパリティ検査方程式

Cse+Cnく-CsS+CnT (1･1)

を2倍ベクトルS, Tについて解くことが復号化の操作に

対応している.

本論文では,性能評価に統計力学を用いることで従来

の最悪時解析では不可能だった典型時の厳密な解析をした

[5j.その結果,ある符号は実用上に有利な性質を持ってい
ることを示すことができた.さらに,実用的な計算量の復

号化技術であるビリーフ･プロパゲ-ションを統計力学の

立場で解析する.

本論文は,以下のように構成される.まず,第1章で情

報理論における本論文の位置付けを確認した.第2章で

は誤り訂正符号の簡単な解説のあと,本論文で注目してい

るLDPC符号について,その構成方法を詳しく説明する.

さらに,LDPC符号の復号化の手続きがパリティ検査方

程式(1.1)を解くのと同値であり,それが統計力学の立場

ではスピングラスの基底探索に対応することを指摘する.

LDPC符号が誤り訂正符号として,どのくらい効率的で信

頼性のある通信手段を提供できるかは,結局のところ,こ

の復号化がどれだけうまくいくかにかかっている.続く第

3章では,以下の章を理解するために最低限必要な統計力

学の知識をBa㌍S統計の立場で解説する.その後,第4章

ではまずパリティ検査方程式(1.1)自体が正確に解けるた

めの条件を与え,第5章で復号化の実用的な手段としてビ

リーフ･プロパゲ-ションを用いたときに(1.1)が正確に

解けるための条件を導出する.第6章は結語とし,まとめ

と本論では触れられなかった話題を指摘する.

2 低密度パリティ検査符号

2.1 誤り訂正符号

メッセージを送りたい送信者と,それを受け取りたい受

信者がいるものとする.そして,両者が誤りが発生する確

率のある通信路を通してのみメッセージを送受信できる状

況を考える.簡単のため,メッセージは長さⅣの2倍ベ

クトルe-(El,62,･.･,EN)で表現されているとする.こ
れを1ビット当たり確率pで値が独立に反転してしまう2

倍対称通信路を通して送信する(図1.1).そのため,この

ままでは受信者は1ビット当たり確率1-pでしか正確に

情報を得ることができない.このとき,.送信者はメッセー

ジeをより長い符号語JO-(JIO,J20,- ,JET)に変換して

(符号化)から送信し,受信者は通信路から受け取った符号

語からもとのメッセージiを復元する(復号化)ことが行

われる.このようなプロトコル(通信規約)でメッセージ

が誤って伝わるのを減少させることが可能である.いま,

送信者は2倍対称通信路を通して1ビットのメッセージ0

を送りたいものとしよう.1回0を送信するだけでは,受

信者に正しくOが伝わる確率は2倍対称通信路の定義から

1-pである.そこで,送信の信頼性を高めるために,3回

続けて0をメッセージとして送ったときに,受信者が受け

取ったメッセージの中に0が2個以上あればOが送られた

と推定するプロトコルを考える.この多数決を模したプロ

トコルで送信されたメッセージ0が遠隔地の受信者に正し

く伝わる確率は1-(p3+3p2(1-p))である.このとき,
受信者が正しいメッセージを受け取る確率が1-0(p)から

1-0(p2)に上がっていることが分かる.しかし,全く同じ

情報をやりとりしているのに,この場合は3倍の時間がか

かってしまっている.このように,メッセージに冗長性を

持たせて通信コストを上げるかわりに,メッセージが誤っ

て伝わってしまう危険を下げるソフトウェア技術のことを

誤り訂正符号化法という(図1.2).では,どのくらいメッ

セージに冗長性を持たせて符号化すれば,誤りなく復号化

が可能になるのだろうか?この間選に対して,Shannonは

今から半世紀も前に解答を与えた【1ト

定理 2･1(通信路符号化定理)符号化の冗長度を符号化率

R-N/Mで定義する.このとき,通信路の性質で決まる

有限の臨界値Rc(>0)が存在し,R<Rcなら1ビット当

たりの誤り率を0にするような符号化法がⅣ,〟 - ∞の

極限で存在する.2倍対称通信路では

Rc-1lH2(p) (2･1)

である.ただし,2倍エントロピーを

H2(p)--Plog2p-(1-p)log2(1-p) (2.2)

で定義する.

通信路を既与としたとき,通信路符号化定理2.1で登場

する冗長度の臨界値Rcのことを,その通信路のShannon
限界と呼ぶ.つまり,Shannon限界を越えないようにうま

く符号語を構成しさえすれば,誤りなくメッセージの送受

信を行えることを定理2.1は主張しているのである.

2.2 低密度パリティ検査符号

いま,〃次元の2倍ベクトルとして表現できるメッセー

ジEがM次元の2倍ベクトルJOに多少長めに符号化さ

れて,1ビット当たりの誤り率がpの2億対称通信路を用

いて送信されるものとする.受信された符号語Jは誤り

を含んでいる可能性があるので,元のメッセージを復元す

るように適切に復号化されなければならない.
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1.2:誤り訂正符号

図 1:誤り訂正符号

LDPC符号では,ランダムに作成した2つのスパース行

列CsとCnに基づいて符号語が構成される.行列Csは

〟 行Ⅳ列の行列で,非ゼロ要素の合計が各行∬個,令

列C個になるように作成する.同様にして,行列Cnは

〟 行〟 列の正方行列で,非ゼロ要素の合計が各行各列

共にエ個になるように作成する.こうして,ランダム行

列os,Cnを特徴づけるパラメータK,C,Lを指定する

ことで特定の符号を選択したことになる.通信を行う際,

メッセージの送信者と受信者には,これらの行列が当然公

開されている.さて,符号化では,正方行列Cnの2を法

とする逆行列を求め,行列Cn-1ca(modulo2)を計算する.
このとき,ベクトルJO-cn-1C,i(modulo2)がLDPC
符号の符号語を構成することになる.次に,復号化では,

まず行列Cn と受信した2億ノイズくを含んでいる受信語

Jl-JO+く(modul02)の積を計算してJ-CSe+Cn亡
を求める(図2).そうしておいて,パリティ検査方程式

CSe+Cnく-CSS+CnT (213)

を2倍ベクトルβ,丁について,何らかの手段で解くことに

なる.このときに用いられる近似的探査の技術がMacKay

によって提案されたビリーフプロパダーション(BP)であ

り【4】,後に樺島とSaadによって統計力学的な見地から再
発見され物理的な基礎を与えられたTAP復号化法である

【6ト

LDPC符号のひとつであるMN符号では,メッセージ

Eに含まれているアルファベット0,1の出現確率を任意

に設定することができて,必ずしも0,1が半々の出現確

率を持つとは限らない場合をも想定している【3トこれに

対し,低密度パリティ検査符号を初めて提案したGallager

は,そこまで言及してはいなかった【2ト結局,MN符号
とはGallager符号の自然な拡張になっているが,本質的

な意味においては両者は同一の誤り訂正符号だというこ

とができる.以下,本論文では,低密度パリティ検査符号

(LDPC符号)に表記を統一する.

2.3 低密度パリティ検査符号と希釈スピングラ

ス模型

LDPC符号の復号化では,パリティ検査方程式(2.3)を解
くことになる.LDPC符号が誤り訂正符号として,どのく
らい効率的で信頼性のある通信手段を提供できるかは,結

局のところ,この復号化がどれだけうまくいくかにかかっ

ている.当然のことながら,メッセージの長さⅣ と符号長

〟 が有限の値をとる場合に,パリティ検査方程式(2.3)の
理論的解析を厳密に行うことは非常に難しい.そこで,本

論文ではK,a,L≪Nのもとで符号化率R-N/M を一

定に保ちながらⅣ,〟 → ∞ とした熱力学的極限に対して

解析的に系の性質を調べることにする.さらに,この極限

における非線形多体系の巨視的な性質の導出を得意とする

統計力学の計算技術を利用するために,パリティ検査方程

式(2.3)の求解を,スピ■ングラスと呼ばれるランダム系の
代表的な数学的模型における基底状態探索に対応づける.

1989年にSourlasは実用的な誤り訂正符号として有名な
パリティ検査符号とランダム系の統計力学で研究されてい

たスピングラス模型の数学的類似性を指摘した【7ト本論

文では,Sourlasにならい,メッセージ(,ノイズ(,受信

語とCnの積J,スピン変数S, T を構成している(0,1)

上で表現されたビット系列を(1,-1〉上の表現に変換し,

さらに(0,1)上で定義された足し算を(1,-1)上で定義さ

れたかけ算に翻訳する.すると,パリティ検査方程式(2.3)
はボンドJOに関する〟 元連立方程式

ieTp,EijetL,I,I-蕊,si,.EtL Tj (2･4)
⇔.ETV,(EiSi)jEtL,('jTj)-1 (215)

と同債になる.ここでI(p)はボンドJの第p成分Jpを

構成するメッセージビットの指標の集合,J(p)はノイズ

ビットの指標の集合である.すると方程式(2.5)は,スピ

ン変数Sに関してはK体の相互作用がM 個だけ存在し,

スピン変数T に関してはL体の相互作用がM 個だけ存在

する希釈されたスピングラスの基底状態探索を表現してい

るという物理的解釈が成立する.

スピングラスの理論は,ランダム系の統計力学において

近年活発に研究が進められていた分野である.全結合系と
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2.1:符号化,送信,受信

2.2:復号化

図2:LDPC符号のプロトコル

呼ばれる各スピン変数がそれ以外の全てのスピン変数と相

互作用する模型では,系の巨視的な振舞を支配する自由エ

ネルギーと呼ばれる評価関数を平均場理論に基づいてほほ

自動的に計算する技術が確立されている.ところが,本論

文で扱うことになる希釈スピングラスの理論はまだ未開拓

で,技術的にも非常に困難な間鳥を多く含んでいる興味深

い研究対象である.もちろん,パリティ検査方程式(2･3)の

振舞を調べるのが最終目的には違いないが,希釈スピング

ラス模型の物理的性質を解明することや,そのために必要

となる解析的な手続きを与える処方集を確立することも,

非常に興味のある話題である.

3 統計力学

3.1 Bayes統計

相関を持った事象xとyが同時に観測される結合確率

P(x,y)は,事象xが観測された条件で事象yが観測され

る条件付き確率P(ylx)と事象xが観測される確率P(I)

の積で与えられて

P(I,y)-P(I)P(yfx) (3･1)

と表せる.この結合確率はxとyに対して対称であるの

で,Bayes公式

P(可y)-
P(x)P(y匝)

∑｡P(x)P(yfx) (3･2)

を導くことができる.Bayes公式(3.2)においではP(I)を

事前確率,P(Sly)を事後確率と呼ぶ.Bayes公式(3･2)の

持つ多くの有用な性質を積極的に活用する統計的方法論が

Bayes統計であり,通常の統計学とは違った新しさがある.

3.2 統計力学

一般に,多体系はさまざまな状態を取り得る.その系で

実現可能な状態数は,系の要素数,すなわち自由度〃が

増加するにつれて指数関数的に棒発してしまうので,いっ

たいそのうちのどの状態が有力で,典型的な系の性質に貢

献しているのかが重要な関心事になる.この間亀に,自由

度Ⅳが極めて大きくなった極限を想定することで厳密な

解答を与えるのが統計力学である.

歴史的に,統計力学の方法はほとんど自然界の物質に適

用され,統計物理学と呼ばれる物性科学の1大分野を形成

するに至った.ところが,純粋に数学的な立場で眺めると,

統計力学は大自由度極限を扱ったBayes統計といえる.物

質を構成する分子の微視的な状態を事前に知ることは不可

能であるため,伝統的な統計力学では系の状態に関する事

前知識は存在しないことを前捷にした議論が一般的だった.

これはBayes統計の枠組では,理由不十分の原則が適用さ

れていることになる.ただし,統計力学を人工的な考察対

象が多い情報理論の研究に応用しようと試みるときは,辛

前知識が存在するほうがむしろ自然である.よって,本節

ではBayes統計を意識した統計力学の解説を簡単に行う.

統計力学では,多体系を構成する要素をサイトと呼び,

各サイトを区別するため指標i(i-1,･･･,N)を付ける.

そして,サイトiの状態をスピン変数Siで表現し,全サ

イトの動的変数の億を状態ベクトルSで指定することで,

系の状態を記述する.また,p個のサイトil,･･･,ipの間

で存在するp体相互作用をポンドJ(.1,.･,i,)で表現し,仝

相互作用の形式をベクトルJで指定することで,特定の

系を選択したことになる.このとき,エネルギー曲面の構

造を反映したハミルトニアンと呼ばれる評価関数H(JIB)

を構成できる1.ハミルトニアンの値は,系が状態Sにあ

るときに持つ全エネルギーであると定義されている.

ある特定の系,つまりボンドJを選択したとき,状態

Sが実現される確率P(SIJ)の評価の仕方は2通り存在す

る.系の温度T-1/βが既与のときは,Boltzmann分布

(正準分布)

p(SIJ)-毒 po(S)exp(-pH(JlS)) (3･3)

に従うとした統計に基づく計算が容易である.ここで登場

する規格化因子

Z(J)-∑po(S)exp(-βH(JlS)) (3.4)S
1統計力学ではH(SIJ)という表記が一般的だが,本論文ではBayes
公式(3.2)との対応が明確になる表記を採用した.
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は分配関数と呼ぶ.

逆に,温度とは共役な関係にある1自由度当たりのエネ

ルギ-eが既与のときは,小正準分布

p(SIJ)-毒 po(S)6(H(JlS)-Ne) (3･5)

に従う.このとき,親格化因子

V(J)-∑po(S)6(H(JIS)-Ne) (3.6)S

ち(小正準分布の)分配関数と呼ぶことにする.

この2つの方法は,〟- ∞ の熱力学的極限ではLeg-
endre変換を介した整合性があり,同一の結果を与えるこ

とが知られている.ただし,Po(S)は状態Sに関する事

前知識を表現している事前分布である.結局,統計力学と

は,事前分布po(S)で表現された事前知識に,ハミルト

ニアンH(JIB)で表現した相互作用の影響を加味し,事後

分布P(SIJ)がもたらす巨視的な性質を解明する方法論で

あるといえる.

さて,系の巨視的な性質は秩序変数と呼ばれるいくつ

かの変数によって完全に記述できる.ここでは,秩序変数

Q(S)が見付けられたとしで,その1自由度当たりの億を

qと書くことにする.当然,秩序変数qに対応する系の微

視的な状態βは無数に存在しているかもしれない.統計

力学では,これらの状態をすべて同一の巨視的変数qでラ

ベル付けし直し,非本質的な差異を取り除くことによって,

情報を縮約し見通しのよい議論を行うことができる.

確率分布(3.3)や(3.5)が与えれたときに実現する秩序変

数q'を求めるには次のようにすればよい.小正準分布(3.5)

に従う統計集団を想定したときは,秩序変数Q(S)が1自

由度当たり一定となる分配関数(3.6)の部分和

V(J,q)-∑po(S)6(H(JLS)-Ne)6(Q(S)-Nq)S
(3.7)

を定義する.分配関数を求めるには,まず部分和(3.7)を

計算してから,秩序変数qに関する和

Ⅴ(∫)-
/
dqV(J,q) (3.8)

をとることを考える.ところが,自由度Ⅳが大きいと,分

配関数の部分和V(I,q)は秩序変数qに関して急峻な関数

となる.特に,Ⅳー ∞の熱力学的極限では,ある確定的

な値q'以外ではoとなるDiracの6関数になる.このと

き,分配関数の部分和(3.7)は分配関数の全体(3･6)と一致

する.よって,この秩序変数の億q'を与える状態の集団
が,系の典型的な性質を決定していると考えられる.

さらにこのとき,微視的な状態 Sに関する事後分布

P(SIJ)とハミルトニアンH(JIB)の関係を記述した(3･5)

に対応する,秩序変数qを用いた巨視的な視点からの記述

V(J,q)-explNs(J,q)] (3･9)

が成立する.ここで,S(J,q)は1自由度当たりのエント

ロピーと呼ばれる評価関数で,0(1)の値をとる.q'を求

めるためには,1自由度当たりのエン,トロピー

S(J,q)-ilnV(J,q) (3･10)

を秩序変数qについて偏微分して,鞍点方程式を導出す

ればよい.鞍点解が複数存在する場合には,それぞれにつ

いてエントロピーを計算し,その億が最も大きい解を採用

する.

これに対し,正準分布を仮定した分配関数の方法によ

る処方集は1自由度当たりの自由エネルギーf(J,q)を

求めることが目標になる.まず,βは系がハミルトニアン

H(JIS)に対してどのくらい敏感かを表現していることに

注意する.例えば,β- ∞では極めて系は敏感で,ハミ

ルトニアンH(JIS)の値が最も小さい基底状態しか実現し

ていないことを意味する.逆に,β→ 0では極めて系は鈍

感で,ハミルトニアンH(JIB)は状態の実現確率P(SlJ)

にはほとんど影響を与えない.このときも,小正準分布の

ときと同様,秩序変数qを用いた巨視的な視点からの記述

Z(J,q)-expl-NPf(J,q)] (3･11)

が成立する.このときも,分配関数の部分和

Z(J,q)-∑po(S)expトPH(JIS)]6(Q(S)-Nq)
S

(3.12)

を定義して,秩序変数qの実現に貢献している微視的な状

態Sの事後分布を足し合わせている.分配関数(3.4)は,

ち上うど分配関数(3･6)と同じ役割を果たしている.結局,

系の典型的な性質を議論するためには,1自由度当たりの

自由エネルギ-

f(J･q)--h lnZ(J･q) (3･13)

を最小化するような秩序変数の債q'を求めることになる.

3.3 レプリカ法

ランダムな相互作用Jが凍結して存在するクエンチト

系では,ハミルトニアン自体にランダム変数Jが含まれ

ることになる.小正準分布では,分配関数V(J,q)はラン

ダム変数Jの与えられ方に依存するが,熱力学的極限では

大数の法則によりエントロピー密度はJに依らず平均値

S(q)-;(lnV(J,q)). (3･14)

に等しくなる.この性質は自己平均性と呼ばれ,ポンドJ

の詳細によらないエントロピー密度(3.14)は,系の典型的
な性質を支配している.

エントロピー密度(3.14)の評価はランダム変数V(J,q)

に関する対数の平均評価なので厳密に行うことは難しい.
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しかしながら,熱力学極限では任意の正数αに関する恒

等式

･na-lil-.等 (3･15)

を用いて式(3･14)の右辺をV(J,q)のn次のモーメントに

帰着させ,それを鞍点評価することでこの困難を回避する

ことができる.n次のモーメント(V(J,q)n)Jの評価が,

同じランダムさを共有するn個の同一系全体を1個の系

とみなしたときの評価と同じになるので,この計算技術を

レプリカ法と呼ぶ.

3.4 平均場近似

系の微視的な情報を秩序変数qに縮約せずに,事後分布

P(SIJ)が各サイトごと独立に依存していると見なし,こ

の立場で事後分布

〟
p(SIJ)-rIp(sirJ) (3･16)i=1

を評価するのが平均場近似である.この方法のメリットは,

系の典型的な性質を理解するのに重要な状態の事後分布

平均の導出が計算量的な意味で容易に行えるという点にあ

る.相互作用が-様な強磁性体だと,理由不十分の原則と

系の対称性により,各サイトにおけるスピン変数βの事後

分布は一様で

p(sfJ)-lP(SIJ)]N (3･17)

と書ける.このため,強磁性体の事後分布P(SIJ)は,辛

後分布P(SIJ)の平均場方程式のみで記述できる.ところ

がランダム系では,相互作用はサイト間によって符号も大

きさも違い,それに対応してスピン変数 Siの事後分布も

サイトiに依存する.このため,各サイトごとに異なった

方程式を立てなければならず,系の自由度Ⅳ と同じだけ

の連立方程式を扱うことが避けられない.本節では,やは

りBa㌍S統計の立場から,(特定の)ランダム系において

有効な平均場近似の枠組を概観する.

系がBoltzmann分布に従うのなら,ある特定の状態S

が実現する確率は

p(slJ)-姦 po(S)exp(-βH(JIS)) (3･18)

と評価できる.このとき,ボンドJの成分ごとにハミル

トニアンを分解して

〟

H(JIS)-∑ g(JpIS) (3･19)

31-1

と書いておく.ポンドJの成分Jpの確率分布を評価する

ときに,Jp自身の反作用場を排除した補助的な確率分布

P(SI(Jv≠p))を導入して事後分布を評価していくのが特

徴である.これは,純粋に周りからの影響だけを取り入れ

て事後分布を構成することに相当する.

Boltzmann因子は式(3.19)を利用して

一Ⅳ

exp(-pH(JIB))-Ilexp(-pg(JpIS)) (3･20)〝-1
と分解できるので,右辺に登場するBoltzmann重み

wB(JJS)-exp(-69(JpIS)) (3121)

には,状態Sが既与のときにポンドの第FL成分がん にな

る確からしさという意味がある.

Boltzmann 重 み(3.21) を用 い る と,確 率分布

P(Sl(Jv如))の中でスピン変数の第 k成分の値 Sk

が既与のとき,ポンドの第p成分の値がJI.である確から

しさを与える有効Boltzmann重みが

Weft(J/IISk,fJvfF.))
〟

-■∑ exp(-pg(JpIS))IIp(sil(Jv如 ))
(Si≠た〉 iik

(3.22)

と評価で きる.ただし,P(SiltJv如)) は確率分布

p(SI(Jv如))が既与のとき,スピン変数の第i成分の借

がSiになる条件付きの確率分布である.

有効Boltzmann重み(3.22)が計算できるためには,確

率分布p(Sil(Jv如))が与えられていることが必要である･

ところが,事前分布Po(Sk)が既知のとき,この確率分布

は評価できて,

p(叫 (ん≠p))- 叫 Po(Sk)IIw.庁(JpISk,(Jq≠y))
〝≠〝

(3.23)

と表せる.ただし,ctl.kは規格化因子で

ap-kl-∑po(sk)∩Weq(JpISk,(Jq≠ V)) (3.24)
Sk=土1 1ノ≠FL

を満たしている.

式(3.22),(3.23)は自己無憧着なので,これを有効Boltz-

mann重みWefr(JplSk,tJv如))と確率分布p(skl(Jv≠p))
について解いた後,現実の物理場を表現している事後分布

は近似的に

〟

p(SたlJ)- αkPo(Sk)IIweq(JpISk,(Jv如)) (3･25)
〝-1

と求められる.また系が小正準分布に従うと仮定しても,

Boltzmann重み(3.21)を適当に読み代えることで,同様

の議論が成立する.確率分布に関する方程式(3.22)-(3.25)

は,ポンドJを与えたときの各サイトにおけるスピン変

数の事後分布p(silJ)を与えているが,ポンド分布p(J)

に対して平均を取ると,レプリカ法から導かれる結果を再

現することが知られている.
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4 低密度パリティ検査符号の統計力学

的解析

4.1 低密度パリティ検査符号の統計力学的解析

LDPC符号の性能を評価するには,ハミルトニアン

H(E,(,DIS,T)

∑ D(il,-･,iK;,･1,･･.,,･L)
(il,･･･,iK;jl,･･･,3'L)

･6[-1;J(il,… ,iK;,･1,-,,･L)･Stl- SiKT,･1･･･T,･L]

(4･1)

を定義すればよい.メッセージEを推定するスピン変数と

してβを導入し,さらに通信路で混入することが同然見込

まれるノイズ亡の推定にも別のスピン変数Tを導入してフ

ラストレーションを排除し,系の自明な基底状態がそのま

まメッセージの完全な復号化に対応しているように定式化

した.ここで,テンソルDは,メッセージに関する各指標i

に対してC成分のみ1であとは0,ノイズに関する各指標3'

に対してL成分のみ1であとは0となるスパーステンソル

である.∂はKroneckerの∂関数で,いまの場合は系の状

態を表現しているスピン変数の積 S.1･･.SiKT,ll- ,jLが

受信語JのビットJ(il,･-,iK;jl,･･･,3･L)-ei.･･.fi,I()･l･･･EjL

と異なるときハミルトニアン(4･1)の値が増加するように

定義されている.要するに,ハミルトニアン(4.1)は,ス

パーステンソルβで受信した符号語Jのビットを指定し,

∂関数で系の状態(β,丁)から拾ってきたスピン変数の積
Sit･･･SiKTjl･-TjL が受信したビットを復元し得るかを確

認している誤り検出のための相互作用を表現している.

メッセージとノイズをスピン変数S,Tで推定するとき,

メッセージとノイズが本来持つ事前分布Po(e),Po(く)に
スピン変数の事前分布を一致させたときがBayes最適な

復号化の戦略を与えることが知られている【9】.Bayes最

適な戦略とは,問題に含まれる確率分布に関する最適化操

作を施し,平均的に最適な性能を得るための戦略である.

符号の復号化という枠組におけるこの戦略は,スピングラ

スにおける西森温度の議論[10】と本質的に等価になること

が伊庭によって指摘されているので【11】,以後この事前分

布に関する条件を西森条件と呼ぶことにする.このとき,

スピン変数Sの事後分布は

P.pt(S,TIE,(,D)- (,DLS,T))

(4･2)

と表せる.この事後分布を利用してBayes最適な複号化を

実行するには,まずスピン変数の事後分布平均

(si)opt-∑ siPopt(S･Tは,亡,D) (4.3)
S,

を計算し,メッセ∵ジを

E.Ppt-sign((Si)Opt) (4･4)

と推定すればよい.

Shannon理論では,確率過程として記述される情報源か

ら発生するメッセージEのバイアスfSは既知である.ち

ちろん,既与のメッセージがバイアスfsを持つように加

工したと考えてもよい.この事前知識を用いてBayes最適

な復号化を行うには,意図的に外場

Fs-喜ln(丁霊 ) (4･5)

をかけて,スピン変数Sのバイアスがfsになっている状

態のみ選択すればよい.このとき,スピン変数Sに関す

る事前分布は結局

Po(S)-
(2coshFs)N

eXp
一日■
iiiiiiZ!

烏
Ⅳ
∑

.i

h
Jq

n
川Ⅶ旧旧
相川へ

(4･6)

と書ける.同様にして,ノイズ丁をBa㌍S最適に推定す

るための外場Fnを構成できる.誤り訂正符号の枠組では,

通信路の性質に関する知識は既与とするので,メッセージ

1ビット当たりの誤り率p-1-fnは事前知識として利用

することが可能である.このとき,外場

Fn-.;ln(嘉 ) (4･7)

をかけて,スピン変数Tのバイアスがfnになっている状

態のみ選択すればよい.やはり,スピン変数丁に関する事

前分布は

Po(T)-
(2cosh凡)〟

exp(Fn,S TJ･) (4･8,

になる.

ハミルトニアンが(4.1)で与えられる希釈スピングラス

では,基底状態のエネルギーはOになる.よって,この模

型に統計力学の処方集を適用する場合には,エネルギーが

既与であると仮定する小正準集団を想定し,分配関数を計

算するのが賢明である.いま,ハミルトニアン(4.1)と事

前知識Po(S),Po(T)が既与であるので,分配関数は

V(D,E7T)-∑ po(S)Po(,)6(H(i,(,DlS･,)) (4.9)
Sl

となる.

さてここで,解析的な議論を進めるために,スピン変数

S,Tと符号語Jのゲージを一斉に取り換える.

J(il,･･･,I,03･1,-,九)

- J(il.-･,iK;)･1,･･.,3･L)Eil-･Eif<(jl- EjL-1

S.- Sift

Tj- T3{}

(4･10)

-882-



低密度パリティ検査符号の統計力学的解析

ゲージ変換(4.10)を行うと,ハミルトニアン(4.1)はメッ

セージ吉とノイズ亡に依存しなくなっている.ただし,ゲー

ジを意図的に取り換えたので,メッセージとノイズに関す

る平均は確率分布

P(ei)-fs6(el-1)+(1-fs)6(i.+1) (4･11)

P((,･)-fn6((5-1)+(1-fn)6(Ej+1) (4･12)

を用いることに注意する.

ハミルトニアン(4.1)は,スパーステンソルか,メッセー

ジE,ノイズ亡というランダム変数に依存するので,レプリ

カ法によるエントロピー密度の評価が必要になる.Wong-

Sherringtonにならい,スパーステンソルDに対する拘束

尭件を

∑ D(ih,･･･,iK;,･1,-,,･L)-a
(i2,･.･,iK;3'1,･･･,jL,)

(
∑ D(il,-,iK;5,,I,,･.･,,･L)

くil,-,if(;3'2,･･･,jL,)

-i2∬芸 Y-(L･1,y P(,･-･3･-･,,･K,D (tl･･=･iK.･j･,2･････,i,
(4･14)

のように複素積分表示して和をとると

qa･p･･.･,7-緩 zi〈SFStP-･sJ,opt (4･15)

rα,β,-.,7-緩 yj(T3"3P･-T,"opt (4･16)

が秩序変数となることがわかる【8】.ここで,α,β,- ,7

はレプリカを表す指標,(-･)｡ptはBayes最適な戦略であ

る西森条件における事後分布での平均を表す.

希釈スピングラス模型の有効磁場分布はGauss分布と仮

定することはできない.そのため,平均と分散を指定する

だけでは不十分で,ここでは式(4.15),(4.16)のように多

数の秩序変数を導入しなければならない.レプリカ対称性

を仮定した場合,秩序変数(4･15),(4･16)とそれに共役な

変数毎C,,β,.,.,7,㌔ ,β,…,Tを連続的な確率分布7T(3;),弁(盆),

p(y),i)(9)のモーメントとして表現して

qα,β,-･,7=aq
qct,β,-,7=a卓
rα,β,-,7≡ar
rα,β,...,7=aチ

/
/

/
/

dxd･(I)xL (4.17)

d会Q(会)会l (4.18)
dyp(y)yl (4.19)

dbj)(銅l (4.20)

とおくと,確率分布(4.17)-(4.20)自体を秩序関数として取

り扱えて計算が容易になる.ただし,aq,a卓,a,,a声は

規格化定数,Jは相互作用しているレプリカの個数である.

さらに,積分は区間ト1,1】で行うものと約束する.

レプリカ法の処方集にしたがって計算を進めると,エン

トロピー密度は最終的に

s(汀,弁,p,P)

-妄(lnV(D,i7,,打,倉,p,P))‥D
一芸In2-
一等/
C/血d金町(x)令(金)ln(1+x盆)
dyd9p(y)β(9)ln(1+yg)

Ii/L51dxk可 [自dy,p(yl,]
･lnl1十重xh,ByL]
I/-Lb1- ak,]

･(ln[eFsEkB1(1･ak,Ie-FsekBl(1-ak,])e
･妄豚写(91,]
･(lnleF,(E(1･91,･e-F,(lB(1-91,])く(4･21)

となる (付録 A).エントロピー密度(4.21)は確率分

布(4.17)-(4.20)の汎関数で表現されているので,変分条

件から秩序関数打(I),弁(盆),p(y),β(9)が決定できる.その

結果,復号化のパフォーマンスを測るメッセージEとスピ

ン変数Sのオ-バ-ラツプは

--纏 EiSign(Si,opt,-/dzM sign(I)
(4.22)

と表現される.エントロピー密度(4.21)の変分を率直に実
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行すれば,秩序関数が満足すべき鞍点方程式として結局

汀(I)-dkl弁(戟)
I-tanh C-1

Lnnat
∑+

h<
Q l=1

f

ヽ

し
川"l
l"HⅦ

E

u

E
i
iiiiZ
S

･H～l

(4･24)
LII xIIlyL

a(障rgldxlq(xl,/l* yLP(yl,6(盆頂
p(y)- dbLP(91)
y-tanh

p(9,-/負- xL,/

L-1

(Fn+I
l=1

L-1
∩l=1

i=1
(4.25)

tanh-19Z)))<(4.26)
a:[11出口汀y
lィuLt旧
FOーhHt
肌M
rHHtJHUp

.3.α
L-1
xLIly'
LZl

式(4.24)-(4.27)を数値的に評価してしまう方法がある.本

論文では,本来連続である積分区間ト1,1】を10000個に

分割し,Monte-Carlo法を用いて近似的に積分を実行する

ことで数値的に鞍点方程式の解を調べた.

さて,自明な解である強磁性解(4.28)と常磁性解(4･29)

を式(4.21)に代入してエントロピー密度を計算してみる.

すると簡単な計算から,強磁性解のエントロピー密度

) sferro-FStanhFs･妄 FntanhFn (4･30)
と常磁性解のエントロビ-密度

S,ark-一芸ln2+ln2coshFS･妄ln2coshFn(4･31)
を得ることができる.このとき,解(4.28),(4.29)の安定

性が依然として不明であることを忘れてはならない.とこ

ろが,この差を計算してみると

(4･27)

を得る.

LDPC符号の性能を調べるには,まず鞍点方程式(4･24)-

(4.27)を解析的あるいは数値的に解いて,鞍点条件を満足

する秩序関数7'(I),舟(念),p(y),i)(9)を求める.これらをエ

ントロピー密度(4.21)に代入して極値を評価し,エントロ

ピー密度の最大値を与える秩序関数を用いてオーバーラッ

プ(4.22)を計算することで,Ba;yes最適に復号化されたと

きの典型的な性能を理論的に評価することが可能になる.

4.2 相転移描像

秩序関数は鞍点方程式の解になっているときに物理的な

意味を持つ.ところが,鞍点方程式(4.24)-(4.27)には∂関

数と連続分布が混在した解が存在するので,一般的な談論

を解析的に行うのは非常に困難である.ただし,メッセー

ジにバイアスがないときは強磁性解

7T(I)-6(I-1),令(会)-6(念-1)

p(y)-6(y-1), β(9)-6(9-1)

と常磁性解

q(I)-6(I),令(念)-6(念),β(9)-6(9)

p(y)-(6(y-tanh(Fn))(

(4･28)

(4･29)

が自明な解として例外的に求まる.これらの解が鞍点方程

式を満たしていることは容易に確認できる.しかし,物理

的な意味のある解が別の∂関数や連続分布から構成され

ていない保証はなく,そもそも解(4.28)と解(4.29)の安定

性も不明である.これらの疑問を解決するため,鞍点方程

As- sfe,,.- Spa,a

-妄ln2-1n2[H2(f9,.去H2(fn,](4･32,
となることから分かるように,常磁性解と強磁性解のエ

ントロピー密度が逆転する条件で通信路容量,すなわち

Shannon限界が決定されている.実際,H(fS)-1なので

R-1-H2(fn) (4･33)

となっている.統計力学の処方集にしたがった計井で,情

報理論の基礎ともいえる通信路符号化定理の結果が再現さ

れることは,理論の杢合性や僧頼性の観点からも望ましく,

また極めて興味深い結果だといえる.

メッセージにバイアスがなく,K≧3あるいはL≧3

が満たされるときには,鞍点方程式(4.24)-(4.27)を数値

的に評価すると解(4･28)と解(4.29)が常に共存し,それ以

外の解は存在しないことが分かった.もちろん,復号化は

Bayes最適戦略として知られる西森条件のもと行われたと

仮定している.このとき,強磁性相 (強磁性解のエントロ

ピー密度が最大の札 つまり復号化が成功する相)と常磁

性相(常磁性解のエントロピー密度が最大の札 つまり復

号化が失敗する相)の1次転移が起こる(図3).図5.1は,

常磁性解と強磁性解が起こす1次転移の様子を誤り率pの

関数として描いた.太線と細線は安定解に対応し,太線は

エントロピー密度最大を与えている.

K,L≧3のLDPC符号では,常磁性解と強磁性解に対

応した準安定な2状態が共存する混合状態で系が記述され

ている.この準安定状態のことを純粋状態と呼び,純粋状

態間における状態の推移はエントロピー障壁の存在により

非常に困難になっている.つまり,図3.2において常磁性

解pに対応した純粋状態aから強滋性解Fに対応した純

粋状態bに系の状態が推移するためには,途中に存在する

中間状態 Cを経由しなければならない.ところが,中間状
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3.1:p<pc

二 三 ∴ - _

3.2:pc<p

図3:K≧3またはL≧3のエントロピー曲面

態Cは純粋状態a,bに比較してずっと小さなエントロピー

密度を持っている.すると,中間状態Cは純粋状態a,bを

大きなエントロピー障壁で隔てる役割を果している.障壁

の大きさ△は熱力学的極限Ⅳー ∞ で発散するから,純

粋状態a,bは互いに推移することが困難な準安定な状態で

あることが理解できる.このことは,系の初期状態がどの

純粋状態の引き込み領域に存在したかで,実現される状

態が決定してしまうことを意味する.つまりメッセージに

バイアスがないK,L≧3のLDPC符号では,初期条件

を強磁性解の引き込み領域にとることさえ可能なら,この

符号は発くべきことにShannon限界を達成してしまうこ

とになる.もちろん,メッセージにバイアスがあるときに

は,鞍点方程式(4･24)-(4･27)の自明な解が不明なので,節
析的な議論はあきらめてMonte-Carlo法などによる数値

解析を実行する.図6がLDPC符号の相図である.常磁

性相 (右上)と強磁性相 (左下)の相境界はShannon限界

を除いてレプリカ法で得られた鞍点方程式(4.24)-(4.27)を
Monte-Carlo法で数値的に評価した.図6.1はK,L≧3

のときに常磁性相と強磁性相の間に1次転移が起こる相境

界を評価した.バイアスがない場合H2(fs)-1は符号化
率Rを変化させてShannon限界を示した.バイアスがあ

る場合(□)はK-L-3,L-6のときにメッセージの
バイアスム を変化させてレプリカ法による鞍点方程式を

評価した.この図から,解析的な計算が困難なメッセージ

のバイアスがある場合でも,事実上Shannon限界に匹敵

する情報伝送率で復号化が可能である.〟 ≧3あるいは

L～3を満たすLDPC符号の唯一の弱点は,常磁性解の

引き込み領域を避けて復号化を行う必要があるという非現

実的な要請である.このことは,〟,エ≧3の強磁性相が

混合状態で記述されていることの直接の帰結であり,復号

化を多少工夫したところで解決できる類の性質ではない.

K,L≧3のLDPC符号はバイアスのないときshannon

限界を達成し,強磁性相から常磁性相の1次転移で特徴づ

けられた.それとは対照的に,K-L-2のLDPC符号

はShannon限界の達成は不可能で,異なった物理的な性

質があることが判明した.自明な解(4.･28),(4.29)はある
誤り率で不安定になり物理的な意味を失ってしまうので,

この場合は解析的な議論はあきらめて,Monte-Carlo積分

を用いて鞍点方程式(4.24)-(4.27)を数値的に評価すること
になる.その結果,次のような複雑な相転移措像が得られ

た.まず誤り率が大きい領域では常磁性解が唯一安定に存

在するが(図4.1),誤り率がplに連した段階で,安定だが

エントロピー密度の値はまだ小さい強磁性解が現れる(図

4.2).誤り率がp2になると,今度は常磁性解が不安定化
し,メッセージの復号化に対応していない準最適な強磁性

解が支配的になる(図4.3).やがて,誤り率がp3に達す

るとメッセージの復号化に対応した本来の強磁性解と立場

が逆転し(図4.4),さらに誤り率がスピノーダル点psに
なったときに最適な強磁性解が唯一安定に存在することに

なる(図4.5).このとき,例えば準最適な強磁性解を鞍点

方程式を数値的に解いて評価すると,付録Cに示されてい

るように連続分布で構成されている非自明な解になる(図

6).またK-L-2の場合も,強磁性解と常磁性解のエ
ントロピー密度の値はShannon限界で逆転することに違

いはないが,物理的な意味は全くない.〟-エ-2の符

号は,K,L≧3の符号に比較して,Shannon限界の達成

という意味では性能が劣る.実際,誤り率を上げていくと

最適な強磁性解と常磁性解のエントロピー密度の倍が逆転

する以前に準最適な強磁性解とのあいだで逆転が起こって

しまう.図5.2には,最適あるいは準最適な強磁性解と常

辞性解を誤り率pの関数で描いた.太線と細線は安定解で

太線がエントロピー密度の最大を与えるのは図5.1と同様

で,点線は不安定解を与えている.

図6.2では,メッセージにバイアスがないとき(f8-0.5)

に,メッセージの復号化に対応した最適な強磁性解に加え

て準最適な強磁性解が出現するスピノーダル点pSをレプ

リカ法で得られた鞍点方程式をMonte-Carlo法で数値積

分することで評価した(◇).この線(スピノーダル線)を境
界にして左下の領域では,最適な強磁性解に対応する純粋

状態で系が記述できるので,混合状態の場合に重要だった

引き込み領域の大きさなどを一切考慮することなしにメッ

セージの復号化が実現できる.つまり,スピノーダル線は

実用上の最大符号化率を与えている.そして,この図から

分かるように,スピノーダル点pSはShannon限界pcに接

近していて,実用的な観点からは全く遜色ないといえる.

とりわけ,誤り率がスピノーダル点psに連するまでは最

適な強磁性解が唯一安定に存在しているので,K,L≧3

の符号の場合のように,常磁性解の引き込み領域を避ける

といった非現実的な要請がない点は,強調してもし過ぎる

ことはないだろう.LDPC符号は,むしろK-L-2の

場合の方が実用上有利な性質を備えているのである.

4.3 平均場近似によるレプリカ解析の評価

前節で示されたLDPC符号の相転移措像の正当性は,ハ

ミルトニアン(4･1)からエントロピー密度(4.21)を評価し
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S距
4.5:p<pS

図4:K=2かつL=2のエントロピー曲面

5.1:K,I,≧3の安定解

m

5.2:K,L-2の安定/不安

定解

図 5:鞍点方程式の解

たレプリカ法による解析の信頼性に依存している.本節で

は,レプリカ法による解析の信頼性そのものを評価するた

め,エントロピー密度を全 く別のアプローチで評価するこ

とを考える.このとき,新たに計算したエントロピー密度

の変分条件が,スピン変数の事後分布を与える自己無撞着

な鞍点方程式を導く.この事実を利用して,レプリカ解析

で得られた鞍点方程式に含まれる秩序関数と,スピン変数

の事後分布を与えるパラメータの分布を直接比較すること

で,両者の整合性を示す.

ハミルトニアン(4.1)より,小正準分布の分配関数として

〟
Ⅴ(∫)-∑ n o

s, 〟-1

し‖"
J
l

u

乃E]
約.-ノ
且.E]叫.●■

ん

( N M
H eFsStn eF,'3i=l J'-1
(4.34)

を採用してよい.ただしI(FL)はポンドJの第FL成分 Jl.
を構成するメッセージビットの指標の集合,J(p)はノイ
ズビットの指標の集合であった.このとき,任意の確率分

布 Pp(S,T)について

V(J)-
告0(Jpni∈棚 Sin,･eJ'p'T,･)
pl_-1l Pp(S･T) )

〟 〟 〟

･∑IIPp(S,,)IleFsSiIleF,','S.FL=1 i=1 3'-1
が厳密に成立する.ただし,平均 く･･･)j>を

(･･･)i-
∑S,- npM=ljL(S,,)∑S,npM=lPp(S,,)

P (4･35)

(4.36)

と定義した･いま〟 - ∞ の熱力学的極限で,平均 (-)卓

と積npM=1の操作を交換したとき

芹e(JpIlie叫,SiIl,eJ(p,llmu乃PF.(S,T)o(Jpnl∈叫,SiIl,e,(～,T,･)PFL(S,T)
▲P
Lt川H""JH川
Ⅶ

)P
(4･37)

が成立すると仮定する.このとき,付録 Bにあるように

確率分布 pp(S,T)を新たに導入し,平均 (･･･)ppを

(-･)pp-∑ ･･･pp(S,,) (4.38)
S,

と定義すれば,(4･37)の右辺の平均 く-I)pは平均 (-･)pp
を用いて

e(JpIliEI(.,Sinj∈J(p,
1日■1■ー肌
u
C..I

P/i(S,T) 〈P

l1■川""■
現

(o(JpIlieIfp'StIl,･∈J'p'Tj))pp
(pp(S,T))pp

ー886-



低密度パ リティ検査符号の統計力学的解析

と書き換えられる.ここで,分布p,.,ppはサイトの指標

i,jについて独立な成分の積で近似できて(平均場近似)

pp(S,T)-Il
i∈I(FL)

fp(S,,)= Il
t∈I(p)

(雪空),eqp,(誓塩)
(4.40)

(誓 学),eR ,(誓 飽 )
(4.41)

と表現できると仮定する.このときに,分配関数からエン

トロピー密度を計算すると

hV(∫)
〟

-緩lm(I'JpniEI'p等fin3'eJ'p'm'pj)

一括完,h(iiP )
ipf1,.嘉,1n(

1+mTILiGだF,i

iE;i〃
hlqdL
rn
A,･∑t

dl一〃+ +e-FarI〝∈〟(i)
Ii,SlnleF-pea.,(# )

+e~凡np∈M(i)--IllL-Ir
?4.]42,

を得る(付録B).ただし,M(i)(M(i))はメッセージビッ
トe†(ノイズビットE3･)を含んだメッセージの指標全体の

集合を表す記号である.ここで,エントロピー密度(4.42)

のパラメータm,7hに対する変分条件より鞍点方程式

musk-tanh

mニl-tanh

(

(

∑ tanh~l
i,∈M(A)/〟

∑ tanh~l
z,∈M(I)/FL

1日ー
H一
344lH川l
U

l
川1-ltn
u
R+c
Q
山
･m

IH-1nH一
444lhHはJ川U

＼

J凡+輔

･hpSk-Jp IlmpiIl穐
i∈Z(FL)/k j∈J(FL)

鶴 -JpIlmpi I17允ニj
i∈Z(～) 3'∈J(～)/i

が導かれる.ただし,M(k)/pは集合M(k)からその要素

〝を取り除いた集合を意味する.鞍点方程式(4･43)-(4.46)

が得られたので,これを数値的に評価することでエントロ

ピー(4･42)を最大化させるパラメータmpS.',rhEJ,mL;,
続完 を求めることができる･
このとき,分布pp(S,T),PI.(S,T)のサイトに関する
独立性を特徴づけるため補助的に導入されたパラメータ

mpsi,7hpSi,mL,･,免 と,レプリカ解析の途中で導入さ
れた秩序関数q(x),弁(a),p(y),P(9)の間には密接な関
係がある.実際,各パラメータの値から

mg-tanh

mr-tank

(

(

∑ tanh~1
J/eM(k)

∑
Z,∈M(l)

E

u

凡+弼lhnat

銑富-JpIlmpiIl種 ,･
i∈I(fL) j∈J(FI)

珂-JpIlmpin弔 j
i∈I(FL) j∈J(～)

を計算して

(4･50)

m.5- 3,,疏.9- 会, T,T･-y, 写-9 (4151)
という対応関係を認めれば,パラメータから秩序関数を構

成することができる.つまり,秩序関数の定義されている

区間ト1,1】を有限個の区間lxd,Xd+1](a-0,･-,D)に分

割し,各サイトiにおけるパラメータmfiの億が与えられ

たら,mpSi∈ lxd,Xd'1】を満足するiの個数を調べ,適当

に規格化をして秩序関数の区間lxd,Xd+1]における代表点

の借q(xd)と同一視すればよい.

実際,レプリカ解析で登場する秩序関数との間にある対

応関係(4.51)を用いて秩序関数に対応するパラメータ分布

を構成すると,両者の形状はほぼ-敦していることが分か

る(付録Cの図6).このことから,前節で示した相転移描

像の根拠となるレプリカ解析と平均場近似(4.40),(4.41)
に基づくエントロピーの近似的評価の枠組は無矛盾である

といえる.異なったアプローチによる解析が両立可能であ

ることから,レプリカ解析も平均場近似も信頼性の高い解

析法であると結論できる.

I

0.8

0.6

0.4

0.2

ShJtrDnb仇IrKl一･････.
RSO)i耶亡d) ○

0 0,1 0.2 0.3 0,4 0.5
P

図6.1 常磁性相と強磁性相の間に1次転移が起こる
相境界を評価した･バイアスがない場合H2(fs)-1
は符号化率Rを変化させてShannon限界を示した.
バイアスがある場合(□)はK-L-3,L-6の
ときにメッセージのバイアスfBを変化させてレプリ
カ法による鞍点方程式を評価した.
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p

図6･2 メッセージにバイアスがないとき(f8-0.5)

に,メッセージの復号化に対応した最適な強磁性解

に加えて準最連な強磁性解が出現するスピノーダル

点p.をレプリカ法で得られた鞍点方程式をMonte-

Carlo法で数値積分することで評価した(◇).

図6LDPC符号の相図

5 現実的な復号化技術

5.1 ビリーフ･プロパゲーション

第4章での議論から,LDPC符号が優れた性能を持つ符

号であることが分かった.実際,スピン変数Sの事後分

布平均

(si)opt-∑ siPopt(S,,lH ,D) (5.1)
S,

を計算し,Bayes最適な復号化

E.Ppt-sign((Si)｡｡.) (5･2)

を実行すれば理論上の最高性能を発揮できる.ところが,

このBayes最適戦略は計算量の観点からは破綻している.

事後分布平均(5.1)の評価には0(eαⅣ)(αは定数)の計算
量が必要になっているのである.これは,実用的には適用

できない復号化法であるといえる.そのため,現実的な計

算量でメッセージを推定する復号化法が提案されている.

本節では,MacKayによりBayes統計的アプローチで見出

され,後に樺島とSaadによって平均場近似の枠組におい

て理解されるに至ったビリーフ･プロパゲ-シヨン(BP)

について,その構成法を【6】に基づいて議論する.

本節では,正準分布に基づく定式化を行う.このとき,

ハミルトニアンにはレプリカ解析で出発点にした(4.1)を

少し修正して

H(D,JIB,T)

∑ D(i"･･･,ik;jl,･･･,,,i)J(ii,･･･,ik;,･1,･･･,,･L)
(ii,･･･,ik;3'1,.I.,3'L)

×Sil- SixTJ･1-･TjL

(5.3)

を採用するものとする.今回は,ポンドJに関するラン

ダム平均を実行しないので,ハミルトニアン(5.3)を存在

するポンドに対しての指標〃-1,- ,〟 について書き直
して

〟

H(JIS,,)-∑ 9(JpIS,T)
〃-1
〟

-∑ JprIsiII Tj
FL=1 ieZ(p) j∈J(FL)

とする.ボンドJfLはもちろん

Jp-rIeiIl (i
ieZ(fL) j∈J(～)

(5･4)

(5･5)

のことである.こうしておけば,Boltzmann重みが簡単に

表現できて

wB(Jl.lS,T)-eXP(-Pg(Jl.lS,T)) (5･6)

となる･この系では,2種類のスピン変数Si,Tjが状態を

記述しているので,Jpの確率分布を評価するときにも2

種類の補助的な確率分布

〟

p(sl(Jy如 ))-rip(sit(Jv如 )) (5･7)
i=1
〟

p(Tl(J,如 ))-IIp(T,･l(Jv和 )) (5･8)
)I-i

を導入する必要がある.重み(5.6)を用いると,確率分

布(5.7),(5.8)の中でスピン変数Sの第k成分の借Sたが

既与のとき,ポンドの第p成分の債がJpである確からし
さを与える重みが

Weff(Jl.lSk,(Jv≠pl)
〟 〟

-∑ wB(JpIS,,)rlp(sil(Jy如))IIp(TjL(Jv≠pI)
(Sl≠k), i≠た 3'-1

(5.9)

と評価できる.復号化の枠組では,事前分布 (メッセージ

のバイアス)

po(sk)-芸(1･tanhFsSk) (5･10)

が既知であるので,スピン変数Sに関する確率分布は評

価できて

p(skLtJy≠p))-αpkPo(Sk)rIweだ(JpLSk,tJq≠u))
L,≠FI

(5･11)

と表せる.またここで,補助的に導入した確率分布に関す

る局所磁場を導入して

1+SkmpSた
2

1+S た7hpSた
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などと定義する･ただし,αpt,&pkは規格化因子で

ap-kl-S左1Po'Sk'ugpWeRUv'Stk,{Jq≠V｡ '5･14)
〟 〟

&p-kl-∑ wB(JpIS,T)rIp(siはJv如))rlp(,,･Mv如))
S, i≠た j=1

(5･15)

を満たしている.スピン変数 丁についても同様に議論し

て,m乙lとhLLを定義することができる･結局,平均場方
程式として

mpsk-tanh

mニl-tanh

(

(

∑ tanh~1
Z,∈M(A)/～

∑ tanh~l
z,∈M(l)/FL

hSk･FS) (5･16,

砿 弓 (5･17,

husk=JpieIT ,,kmPi,etL,w pj (5･18)

鶴 -Jp.ETV,mpi,.eJTp,/,穐 (5･19)

を得る(β- ∞).いままでの議論のように,補助的な確率

分布を用いた平均場方程式の構成はTIIOuless,Anderson,

Palmerという3人の物理学者によって初めてなされたと

考えられる.そのため,この種の平均場方程式はTAP方

程式と呼ばれている【12ト

BP では TAP 方程式(5.16)-(5･19)が復号化のア

ルゴ リズ ムを記述 してい る.つ ま り,パ ラ メー タ

m.sk,m;,,琉pSk,鶴 をメッセージとノイズのバイアスに
関する事前知識を反映させた適当な初期値,例えば

mpsk-tanh(Fs),mニL-tanh(Fn),fhpSk-0,鶴 -0

(5･20)

に設定し,TAP方程式を同期的に繰り返し適用していく

ことによって収束させる.そして,メッセージの事後分布

平均を近似的に

-ps-tanh(p
∑ tanh-1hpSi+F
∈〟H

と計算し,最終的なメッセージの推定値として

E.Ppt-sign(m.?) (5･22)

を得る.このとき,スピン変数 Sの事後分布平均の近似

値(5･21)が厳密な事後分布平均の値(5･1)に-敦していれ

ば,BPはBayeS最適な復号化法を与えている.

図7に,第4章ですでに示したレプリカ法による鞍点

方程式の評価と本節で構成したBPによる復号化による

最大情報伝送率の比較を行った.このとき,メッセージは

N-10000の大きさで,TAP方程式による復号化は10

試行の平均で評価した.また,誤差は極めて小さいので誤

差棒は省略した.図7.1ではメッセージのバイアスfSを

変化させたときに,強磁性相 (復号化が成功する状態)と

常磁性相 (復号化が失敗する状態)の1次転移が起こる相

境界を評価した.バイアスがない場合 (+)とある場合 (◇)

のTAP方程式による評価に加えて,バイアスがある場合

の鞍点方程式の評価 (□)が措かれている.ただし,強磁

性相の引き込み領域は非常に小さく,事前知識なしにこの

相を探索することは実質的に不可能になっている.図7.2

ではメッセージのバイアスがないとき(I.-0･5),復号化

に対応した安定な強磁性解に加えて準安定な強磁性解が出

現する線(スピノーダル線)を鞍点方程式(◇)とTAP方程
式 (+)によって評価した.スピノーダル線 (◇)より左下で

は,強磁性解が唯一安定であるので初期条件に関わらず,

TAP方程式によってこの相を探索することができる.つ

まり,これが実用上の復号化の限界を与える.

BPが収束するまでにかかる計算量は経験的に0(〟)で,
十分実用に耐える復号化法であるといえる.この計算コス

トの劇的な削減は,スピン変数Sの事後分布平均を近似

的に評価した結果である.

0 0.1 0.2 0,3 0.4 0.5
P

図7.1 メッセージのバイアスfSを変化させたと
きに,強磁性相(復号化が成功する状態)と常磁性
棉(復号化が失敗する状態)の1次転移が起こる相境
界を評価した.バイアスがない場合(+)とある場合
(◇)のTAP方程式による評価に加えて,バイアスが
ある場合の鞍点方程式の評価(□)が措かれている.

0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.I 0.2 0.3 0.4 0.5
P

図 7.2 メッセージのバイアスがないとき(ム -

0.5),復号化に対応した安定な強磁性解に加えて準

安定な強磁性解が出現する線(スピノーダル線)を鞍

点方程式(◇)とTAP方程式(+)によって評価した.

図7BP
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5.2 ビリーフ･プロパゲ-ションと平均場近似

前節の結果から,BPはTAP方程式(5.16)-(5.19)を(辛

前知識を反映させた)パラメータの適当な初期値から同期

的に更新していくアルゴリズムであることが理解できる.

このとき,TAP方程式(5.16)-(5.19)が近似的に構成した

エントロピー密度(4.42)の鞍点方程式(4.43)-(4.46)と一致

している事実は注目に借する.4.3節の議論を参考にすれ

ば,LDPC符号のレプリカ解析(平均場理論)とTAP方程

式の方法 (平均場近似)の与える結果は同一であると強く

予想できる.レプリカ解析がBa㌍S最適な復号化法に基づ

いていることを思い出せば,TAP方程式によって情報を

縮約して計算量的な節約を行ったBPは,熱力学的極限で

Bayes最適戦略に-敦することになる.実際,図7はBP

の極めて高い性能を示している.つまり,BPは理論的な

保証が存在する有用な復号化技術なのである.

6 結語

本論文では,低密度パリティ検査符号 (LDPC符号)の

Bayes最適な復号化の過程が多体相互作用を持つ希釈スピ

ングラスの基底状態探索に帰着することに注目し,レプリ

カ法と共に平均場理論を適用することで,あらゆるLDPC

符号の性能をその典型的な場合に評価することに成功した.

その結果,従来の最悪時解析では不可能だったK-2かつ
L=2における符号の典型的な挙動が解明され,その他の場

合と比較して実用的上有利な性質があることが判明した.

この符号を用いた場合,最適に復号化を行えば,メッセージ

の復号化が失敗する確率がほとんどないことが統計的に示

されたのである.さらに詳しく調べると,この符号の最大

符号化率はほぼ通信路容量に達し,何の最適化も施されて

いない現時点でも極めて高性能な符号であることが分かっ

た.さらに,現実的な復号化の技術としてBayes統計の立

場から考案されたビリーフ･プロパグーション(BP)が,

統計力学の立場ではランダム系の平均場近似として導入さ

れるTAP方程式によって基礎付けられることに注目した.

このとき,レプリカ解析とTAP方程式を導出した平均場

近似の議論における理論的整合性から,BPがBayes最適

な復号化法にせまる高性能な実用的復号化技術であること

を確認した.また,本論では触れなかったが,LDPC符号

の符号化/複号化の過程には計算量的な一方向性が存在す

る.このため,LDPC符号を利用した公開鍵暗号方式が可

能である.興味深い話題であるが,本論文の主題から逸脱

してしまう感が否めないので,最後に軽く指摘しておくに

止める.
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付録

A レプリカ法によるエントロピー密度の評価

ハミルトニアン(4.1)より,分配関数は㊤関数を用いて

V(J,-Fexp(FSg Si+ Fnf Tj)pale(Jp
と表現できる.本文中にあるように,ここでゲージ変換(4.10)を行うと

V(-,J,-Fexp(Fsg EiSi･ 率 )

IIsiIl
t∈I(FL) 3'∈J(FA)

〟

flo
〟-1 (i∈I(FL) 31∈J(FL)

(A.1)

(A･2)

となり,交換相互作用の形式が簡単になる.もちろん,その代償としてメッセージとノイズの事前分布にランダム変数(,
くが含まれるようになる.さらに,スパーステンソルβを導入して,サイトの指標に注目した表現をとることにすれば

V(e,(,D)

-Fexp(Fsg EiSi.Fn,i (,.T,.)
･ rI l1-D(i.,.･･,iK;,･1,･･,,九)+ D(il,･.･,.X;,･1,･･･,jL)㊤(Sil- SixITjl- T,･L)]
くil,･･･,tL(;Ill,･.･,3'L)

と変形することは容易である.ここで,通常のレプリカ法の処方集に従って

(V(i,く,D)n)‥D

-slEjn(exp(FagElaSlSt,))(exp(Fn,S<jaSl,tP))
･((i1,...,ixq1,...,,.i,重く1+喜D(il････jK;3･1･･･.･jL,(Stq･･･St,K･T3r･･T3,i-1,))D

を計算するのが当面の目標になるが,事前分布に関する項はすぐに求まって

(exp (Fsi eia$lStg) ) -1鋸 f S eXp (FsaS lSl,)I (1- fs,exp (-FsaSlSt,))

などを得る.問題なのはスパーステンソルDの処理であるが,Wong-Sherringtonの方法に従えば

くくil,…,悲.,jL,負(1IiD(il････,iK;jl･････3･L,(Stq･-St,K･T3q･･･T3,i-1,))D
｣Ⅴ

-Ⅳ~1∑口 ∂
D i=1

D{I･i2････7tK;3･1･.I.,3･L〉-C)虹 日,iSl,…,九,D(il･･-･iK;3･･j2･.･･･3･L,-L)
･(i1,...,iKq1,...,,.i,aBl(1+芸D(il,････tK;,1･･･.,,･L,(SIg1A･･StPK･T391A-T,gL-1'〉

(A･3)

(A･4)

(A .5 )

(A･6)

を評価することができる.ただ し

･ -漣 (〈i｡,…,iS l,… ,,i,D(i･12,- ,tK;31･･･.･3･L,-a),516({i1,...,i5,,....,i,D(il･-･,iK;57j2････,jL,-L) (A ･7)
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は規格化定数である.規格化定数N を評価するには,まずKroneckerの6関数が

6(I,=L2汀芸eiA=

と積分表示できることを利用する.すると(A.7)は

N

〟-∑口∂
D i=1 (
∑ D(ij,,･･･,iK;,･1,-

(i2,-,ill;51,-,3'L)

pXd
入

ITRPム
円u〃[1ll:1∑β pX
獣Ⅳ
相

川

/-
i
〃

n
J三.
×〟
∩i=1

li
li

′しん
n相川トト■t
旧
ん

ノ

jL,-a),516(

∑(i2,-,ix･,3'1,-,jL.)

∑ D(il,･-,ix;,･,,･2,･･･,,･L)-L
(il,-,if(;j2,-･,jL.)

D(i,i2,･･･,iK;3･1,･･･,),i)-a
∑ D(..,I.･,iK;,.,I,,-,九)-L(il,･･･.ill;3-2,･･･,3'L)

(L2篭 e-iCA増(L2篭e-iLA･･)一Ⅳ
･∑口上)t=1〟
∩i=1
eiA{D(り2･････tx:jl･･-･jL,)負((..,...,iKq,,…,,.i,eiA,･D"1････.iK:-12･.-･jL,)

(L2篭 e-iCAi)
･∑ nD(il,･･･,iK;3'1,.･･,3'L,)

〟
∩J'-1(L2篭 e-iLAj)
((eiAil･･･eiAiKeiA,'1-eiAjL)D'il･-･iK'jl･''.･''L') (A･9)

と表現できる.さらにZi-ei入̀,yj-eî,などと置いて置換積分 を実行すれば

恥 的 芸 zl'C･1'),51(i& ･-̀L･1')冒(.1 ,…且...,九,((Zil･･･ZiKY3･1I･･Y3･L,D(ill.･･･{K"･1･･-･jL,)

-.* (f芸zl'C･1'),51(f& ･-'L･l')(il,…,iKq1,...,,.i,(1･gil-ZiKYjl･I.Y3･L, (A･10,

を得る.このとき,熱力学的 極限 で は

Il 【1+(Zil-ZiK･Y,･1-YjL)]
(il,･･･,ix;3'1,-I,3'L)

≡eXp

=eXp

[

[

∑ ln(1+(Zil-ZiK･Yjl-･Y,･L))くil,-,iK;jl,･･･,九)

∑ (zil-･ZtK･Yj.･･.YjL)+(高次項)(il,.･･,ill;3'1.･･･,jL.)
(A･11)

と展開して高次項が無視できる.すると

･-.鋸f芸zl(C･1,),81(f& ･-(L･1･)exp((.1,",.K;),…,九,Zil-ZixYjl･･･TjL) (A･12,

となる.さらに

-∑ zil･･･ZiK+(低次項)
(il.1･.,if()

-∑Y,･1- YjL+(低次項)(jl,-,九)
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と展開したとき,熱力学的極限では低次項の貢献が無視できる.よって

･-tB (f票 zii(C･1,),9 1(i& 1-r l,)exp l去 (g zi)碑 ) L]

となる.ここで,恒等式

1-/dq6(
一Ⅳ
∑zi-qi=1

1-/dr6(
〟Ey,I-r31-1

(A .15)

を利用して,∂関数を積分表示すれば

･-/dq6(gzi-q)/dr6(gY3･-r)tS(fZzl(C･1,),51(膵 .-(L･1,)exp(蛋 芸)
-/dq/&exple(萎zi-q)]/dr/&explf(差Y!･-r)]
･帥 票 zl̀C･1'),81(f数 -'L･1')exp(蛋芸)

=/dq/udr/芸exp(蛋芸-q4-rf)a[帽 zl'C･l ' exp(eZi,],*llfgBij-'L･1'exp(-i,]
(A.18)

となる.複素積分を実行すると

〟

∩i= 1 帽 Z;(Col,exp(ez i,]- (蛋 )"

,4 1 lfgSyj-'L･1'exp(fY ,･,]= (蛋 )〟

･ -{q?;t,TF,(explg芸一- rヂ･NCln合一Nln(C!,･MLhヂIMln(L!,]) (A･21,

となるので

を得る.このとき,鞍点条件より

.ⅣC
q=T
q

i--_I-1f･-:-三 ‥三
ML

r=T
㍗

rL-1 qK

テ=(L-1)!気

が成立しているので,規格化定数は結局

･ -(蛋)"(蛋)"exp(蛋芸-qe-rf)
となる.

-893-

(A･22)

(A･23)

(A.24)

(A.25)

(A･26)



村山 立入

規格化走数Ⅳ の計算と同じ方針で,(A･6)を評価できる.実際

((i1,...,iKq1,...,,.(,,ael〈1+;D(tl･-7iK;j17-･,jL,(Stol･･･St,KIT3,1･-T,,i-1,))D
〟

-Ⅳ~1∑H ∂Di=1 ( ∑ D(I,l｡,-.,tK;,･1,･･･,,.i)-C
(tl,-,iK;3'1,-･,3'L)n

x ∩ ∩
(tl,･･･,iK;3'1,-,3'L,)a-1

(il,-,iK;jl,･･･,3'L,)
〈1+言D(i17-･tK;3･l････,3･L,(St,1･･･StPK･T,q･･･T,,i-1)〉

-N-leg/% explîi(
化,iZrLL∬tU､rJ

は

[

pX61.Jf.ーノ〃[日付×
∑D(ij｡,･･.,iK;jl,･

･･,,･L)-C(i2,･･･,tK;3
'1,-,I-L.
)

∑ D(il,-,iK;i,,･,,I-,jL)-L
,iK;3'2,-･,3'L)

｢｣)

･

(81,.

‥,tKql.".,九,e
e

l
(1+芸D(il･･･17iK;3･1.････jL,
'St
:･･･StPK･
T

,
r
･･T

3
,
i-1
)〉

-N-
1

SB
l
(/
%
e-
iC
弓

,
5
1
(/
%
e-
iL̂,I
)

〃
･nt=1(くi2,...,iKq(i2,･･･,iK･,3'1,･･･,3'L)

e-iA･D(i･t2･-･･̀L-･1･･--jL･))
〟∩3'-1(

D(il,-,iK,･j,)･2,-,jL)-L

n e-iA,.D',l･-･iK;,'･j2.･･
(il,･･･,iK;312,･･･,3'L,)

･〈i1,...,iKql,‥.,九,agl(1･喜D(ill-.,tK;jl･.･173lL,'Slr-St,KIT33･I･T3,i-1'〉
-N-1SBl(/% e-iC弓,51(/%e-iL弓
･ Il (e-iAil-･e-i入･Ke-iAjl･･･e-i入iL)D的 ,-,iK'jl･'''･jL'(il,-･,iK;all,･･･,3'L,)

･(il,‥.,iKq1,...,,.i,agl(1･芸D(il･････tK;3･1････,jL,'St,1･･･StaK･T,?..･T3PL-1'〉
となるので, Zt- et入i,Y3･-eî,'などと置いて積分変数を変換すれば

くくt1,...,iKq1,...,,.i,重く1+去D{i17･･･TiK;3･l･･-,3･L,(St,1･･･SlaK･T,gl･･･T,,i-1,))D
-N-1帥 雛 C̀･l'),91(ia ･-'L･ll

x(i1,...,.Kq.,...,,.i,llI(Zil-ZiK･Yjl･･･Y3lL,ael;(1+StP1I.･St,K･T,,1･-T3"]
を得るのはそんなに難しいことではない.規格化定数のときと同様に,熱力学的極限では

n(il,･･･,iK;3'1,･･･,3'L)
=eXp
≡eXp

ll･(Zil･-ZtK･Yjl･･･Y3･L,aBl;(1+SIT･･SI,K･T3,1･･･T,"]
ち,,lz{;31,日
.∑ .Ilk;31'''

1..llnu･.an.1nJXzi笹+l
RHU
n=りん.I.ノ 重言(1+St,1

･..St
,
K
･T,
,
1-･T3

可]

,,.i,(Zil-ZIK･Y3･1･･･YjL,eel;(1･St:･･･StPK･- ,+(高次項)]
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と展開したとき,高次項の貢献は無視できる.すると

(ll,…,iKq1,...,,.i,ll･(Zil･･･ZIK･Y3･1･･･YjL,負;(1･Stq･･･St,K･-,]
〇ゴeXp

≡eXp

=eXp

となる.ただし

∑ zil- ZiKIYjl･･･Y,･L鋸(lest,1･･･S.,K骨 ･tT,TL)agl;(1･St,1-St,K･- ,](il,.･.,iK;3'1,･･･,九)
∑zil･･･ZiK･Y,･1･･･Y,･L

(il,･･･,ix;3'1,-,jL)
A

x∑ ∑ (S.T-S.T)-(S.PK1-S.PK-)(管-･7㌢)-(T,PLl-･T,T)
m=0(al,･･･,叫,.)

皇 ∑ ∑(S.T･･･S.TZil)･-(S.,Kl-･S.TZiK)

mx=てj'l去 .宗 ,芸1'･'-::iTK,こyjl,-･(,,TII･T,,N-YjL,)]

n
Il(1+S.911-S.PKT,:･･･,,?i)α三三1
▼1

=1+∑ S.:･-S.PK,,:･-T,PL+∑ (S.TS,T)-(S.?KIS.?K2)(T,TT,T)･-(T,TT,PL2)
α-1 (α1,α2)

+-+ ∑ (S.?ll-S㌣)･･･(S.ai･･･5豊)(T,;1･･･,,T)-(T,TLl･･･T,T)
(α1,-,叫l)

n

-∑ ∑ (環1-Sty)･-(S.PKl-･乾 .)(T,T･-T㌃)-･(T,?･･･7㌃ )
m-0くα1,･･･,α.～)

と展開したことに注意する.さらに

絹 st,1･･･St- i)K-(i.,;iK,(Stall･･･- 1,･･･(StPi-I- K)+(低次こ

と展開したとき,やはり熱力学的極限では低次項の貢献は無視できることに注目する.

(il,… ,iKT!1,"

=eXp

CとeXp
[去〈

そして,恒等式

∑ (S.all-SITZil)･･･(環-･S.rZ.K)+(低次項)

,,.L,[1･(Zil･･･Zix･YJll･･･Y3lL,ael喜(1･Stq･･･St,K･T3q･･･T," ]

云 ∑ ∑(S.T･･･S.TZ.1)･･･(S,,xl･･･S.,K-ZiN)
7n-0(α1,-,αm)(tl,･･･,iJ()

･ ∑ (T,T-T,PLY,･1)･･･(T,?Ll.-T,?K-YjL)
(jl,･･･,jL)

皇 ∑ ∑
帆-0(al,･･･,α,,.)(il,･･･,iL()

1-./
1=

柏 st,1-S･- i)K (,.lF,.i,;(T3,1I-T,,-Y3･,L)]

dqal,-,αm6

drα1,･-,αm6
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を利用して,鞍点法を適用すれば

n
(il,日,iK;]'1,･.･,jL)
71
-∩ ∩m-0(Ql,･･･,αm)

去〈
:ご e X tr(q ,合 ,I,fJ

ll･(Zil-ZiK ･Yjl･･･Y3lL,負;(1･Stq- Sl,K ･T,q･･･T," ]
/dqal,･･･,α-6(萎S･al･-ギ-Zi-gal,- ･a-)/dral･････a-6(,iT,,1- T3,-Y3･- ra17･-･α-)
∑∑ 空錠

γ1
m-o(al,I-,dm) K!

(exp[g(m!oくα1,5m-0くα1,-,αn)
qaKl,･･.,α巾raLl,･･･,αm
K! L!
n

-∑ ∑ qa1,-,｡meal,-,αm-∑ ∑rα1,･- ,αnヂal,･･･,αm7n-0(α1,-,a,A) m-0(α1,-,α.～)n N A 〟

+∑∑ 払 ,-,αn∑ s.?1･･･S.p-Zi+∑ ∑ 転,-,am∑ T,?1- ,,叫Yj
7n-0(α1,･･･,α.,.) i-1 Tn-0くctl,.･･,αm) 3'=1 (A･36)

となっている.ここで,さらなる工夫が必要になる.秩序変数が多数出現したので,それらを無限自由度を持つ関数で

表現する.このとき,レプリカ対称性を仮定して秩序関数汀(x),弁(会),p(x),P(会)杏

てall.･･･a--q/dxq'3'xL
qal･-,α--4/dig(金)会I

ral･････a--r/dyp(y)yZ

raユ,-,叫,.=r
/
dbP(9)91

が満たされるト1,1】上の分布関数として導入する･このとき

皇ご覧芦生芦-蛋芸m!o(:)/負dxkq(xk,xT/,Bdy,p(yL,yL-7n=0(al,.･.,叫..)
-蛋韻-(xk,rIdy,p(y,)

L

i=1

n n
∑ ∑ qal,･-,αmeal,･-,αm-ge∑
m=0(α1,-,αm) m=0

-qe
二 ,_I;

(1･kBlXkgy,)n

血 d盆q(I)弁(盆)xm怠れ
血diq(x)舟(念)(1+ xa)～

mS.{al,; am,eat,-･I- 墓 ギ 1- ･St- i-填zi/ dik(a,mS .i- (al,; am,St,1-IS1,-

-填 zi/ d a k(痩 (1ISt,a,

ー896-
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などが成立する.すると,式(A.4)は結局

(V(i,(,D)n),,D
sl;Sれ芦適(fsexp(FsaSlS･,)I(1-fs,exp(-FsaSlS･j〉

･,91(fnexp(FnaflT3,) I (1- fn,exp(-Fna! 1T3,))一Ⅳ
･Ⅳ~lnEII-il
×extr(打,弁,p,β)

-qeN/
+卓∑i=1

(帽 zl'C当,51(ia･-'L･1'〉

(exp[縄S/雛 q(I,,/自dy,p(yt,(1･垂xLl*lyL)～)
血d盆q(I)弁(会)(1+x会)n-rヂ
zi/d2%(a,agl(1･Spa,

と書ける.ここまで整理できたら,状態和をとって

N
∑nsl-S'ti=1

/dyd9p(y)P(9)(1 +y9)n
〟

+ヂ∑Y,I
3-=1 /d96(9,負(1IT399,

(fsexp(Fsa$lSt,)I(1-fs,exp(-FSaelSt,)).*(f芸Z{'?･l')
･exp憧zi/dkk(a,負(1+S･,a,]

(拍 2,a(az,(鼻(eeF･g(1･iL,･e-EF･自(1-aL,〉)i)"

などどすることができる.レプリカトリックを認めると,簡単に分配関数の対数のランダム平均

妄 (lnV((,T,Dq,a,p,P))H,D

-{q?TF,tp轟 expl-NC(/血daq(x冊 ,ln(1Ixa,n 斗 ML(/ dydgp(- In(1+y 9,n - 1〉

･去〈筈/LBldx司 [自dy,p(y,,]lnl1十重 1Xhg yL]n-1〉]

･(/LB ldakk(ak,]((leFse
C

∩ d916(9Z)
rlこil

C C

H(1+ak)+e-FeeIl(1-ak)
k=l k=1

a a
eF,.(n(1+91)+e-F,EIl(1- 9L)i=l J=1
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が求まるので,エントロピー密度は

1万(lnV(D,(,T,〟,令,p,P))糾,D
一芸ln2-C/dxd会7T(I)令(会)ln(1+x釜)-筈/dyd9p(y)β(9)ln(1+y9)

Ig/LBldxkq(xk,目白dyLP(y,,]ln[1+kelXkg yL]
I/Lgldkk " ik'](ln[eFsekgl'1･会k'･e-Fsek91'1-ak'])e
Ig/[自伽摘,]仲 (,4(1･9t,Ie-FTくIE(-91,])I

となる.

B 平均場近似によるエントロピーの評価

ハミルトニアン(4.1)より,小正準分布の分配関数として

〟
Ⅴ(∫)-∑no
s,〟-1 i∈Z(IL) 3'∈J(FL)払 si,.ER,T,･)垂 eFsSi,* l eF.Tj

(A･47)

(B.1)

を採用してよい･ただしI(～)はポンドJの第p成分JJLを構成するメッセージビットの指標の集令,J(p)はノイズビッ
トの指標の集合であった.このとき,任意の確率分布Pp(S,T)について

M

V(J)-∑IleS,〟-1(
JpII sii∈I(FA)E]
約.4J
･j)

N M

n eFsS'IleF,'ji-1 3'-1
nT=10(JpIli∈I(p'Si∩ ,eJ(.,Tj)
rlpM=1Pp(S,,)

芹｡(Jp n ieI(～,S i∩ ,･eJ(p',i)
P/i(S,T)

が厳密に成立する･ただし,平均 (･-)タを

ト･)♪-

npM=lPp(S,,) Tl晋
∑ts,)IIpM=1Pp(S,,)fJpl=l/I
M NM∑H1?p(S,T)IleFsS'ロ eF,''

S, FL-1 i-1 3-I

∑S,･･･nT=1Pp(S,,)
∑S,npM=1ろ▲(S,T)
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と定義した.このとき

㊤(JpIlieI(～,Sin,･｡J(p,,,･)Pl.(S,T)
e(Jpni∈I(～,Sin,･｡J(～,T,.)
i(S,T)
e(JprliEI(p'Si∩,eJ(I,,i)
P(S,T)

-(負((軌･△p))iM
-∩〝-1〟
-∩〝-1

く

く

㊨〟P/A
㊤〟Pl.
)凍 1+
)px
〟∑∑
m-0(FAl,-･,FAR)

(△I.I- △ 仙 ) ♪

e(Jpnet(I,Si∩,･eJ(I,Tj)
P(S,T)

(普)p･ - ( 守 ) p

となるが,すべての次数m に対して熱力学的極限で

∑ (p1,...,Pm)(△pl･･･△ 仙 )卓
ー 0

〟ー00

i ln(舵 )p-去 In重 く! )i

が成立することを仮定すれば

が導かれる.ただし

と略記した.さらに

嗣

u

n.FE]叫
.●ノ

哉E

]
51.●●

ん

(

0二p
O

PfL-Pl.(S,T)

･p-掌 璃 )i

e(Jp∩.∈I(～,SirI, ｡J(～,Tj)
i(S,T)

PFL(S,T)-

e (Jpn i∈I (p ,SiIl,･eJ(I,
)

巧
P(S,T)

n v如 PV(S,T)
∑S, n 叩叫Pv(S,T)

を定義して,Pp-PJl(S,T)と略記すると

(!)i-F絵 盤
が成立する.このとき,(B.2)は

〟

Ⅴ(∫)-口〝-1

方

.

tLt相川""Ⅳlー現

∑S,Opn v如 Pv ∑S,OpPp
∑S,PpIIv和Pv ∑S,PpPp

(o(Jprli∈I'p'Sinj∈J(〟 ))pp
(pp(S7T))pp
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となる･ただし,平均 (-)ppを

(･･･),I-∑-p.(S,,)
S,

と定義した･そして分布P,.,PF.がサイトの指標i,jについて独立な成分の積で近似できて(平均場近似)

pp(S,,)- Il
i∈I(IL)

Pp(S,,)- rI
i∈J(〟)

(

(

1+SimpSi
2

1+Si境
2

)

)

∩
j∈J(FL)

∩
j∈J(FL)

1+T3･mニj

と表現できると仮定する.このとき,(B.14),(B.15)杏(B.12)に代入し,エントロピー密度を計算すると

lnV(∫)

育

〟
〟

nC]
･1

( +JpIlieI(I)mpSiIl,･eJ(p)mLj

一括左,ln(響 )
一指je;p,ln(誓塾)

EtI.
凡
e

e

L

｢ー

n

n

I

l▲-

〃
∑

向

〃∑舛

1IE:
11Ⅳ

+

+

仁学)Ie-F･peg(i,(i=
(響 )Ie-F-peg(,.,(

穐2
])
.■J句12
]F
nu

(B.13)

(B･16)

を得る.

C 秩序関数とパラメータ分布

K-L-2,a-4の場合に臨界点(スピノーダル点pa)近傍で求まる秩序関数をレプリカ法(左)とTAP方程式(右)

で数値的に評価した.レプリカ法による評価では,各々の秩序関数を区間ト1,1】を1001個の短冊に分割したヒストグ

ラムで表現し,1ステップ1000000回のMonte-Carlo法で鞍点方程式(4.24)-(4.27)を100000回繰り返し評価して収束さ

せた.TAP方程式による評価では,N-10000(M -20000)の系に対して西森条件を考慮した初期条件から10000回

TAP方程式(5117)-(5･20)を繰り返し,収束解を求めた.
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1.2

0.8

0.4

｢-1 -0.5 0 0.5 1

6.1:秩序関数 汀(3:)

lr E∵E X E∴k ‖

6.3:秩序関数 弁(金)

1｢

6.5:秩序関数p(I)

r l

6.7:秩序関数 j5(会)

1.2

0.8

0.4

｢
-1 -0.5 0 0.5 1

6.2:パラメータ分布 p(mS)

｢ 1

6.4･.パラメータ分布p(あS)

･I l0.5 0 0.5 1

6.6:パラメータ分布 p(mT)

r

6･8:パラメータ分布p(軌丁)

図6:秩序関数とパラメータ分布
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