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非平衡緩和法の量子臨界現象への応用
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1 はじめに :非平衡緩和法とは

モンテカルロ法は､多体系を統計力学的に扱う最も効率的な手法であり､臨界現象の研究に

も広く用いられてきた｡しかし､転移点の近傍で平衡状態のシミュレーションを行うと､臨界

緩和と呼ばれる現象のために扱える系の大きさには限界があり､有限サイズ補正の評価が解析

を複雑にしていた.本稿では､これらの困難を克服した非平衡横和法【1,2】という一般的な方

法を紹介し､量子臨界現象研究への拡張法【3,2】を説明するo

この方法を図式化したのが図1である｡完全秩序状態から磁化のモンテカルロシミュレー

ションを始めると､無秩序相では磁化が指数関数的に減表し､秩序相では有限に残るのに対

し､転移点の直上のみで幕的な減衰が起こる｡ この減衰の様子から系の転移点が求められ､さ

らに減衰の指数から臨界指数が評価できる｡ 以下で説明するように､十分大きな系を取れば､

測定を行う範囲では無限系の振舞と一致するので､有限サイズ補正は考慮する必要がない｡ま

た､原理的に平衡化が不要なので､計算機のメモリーに収まる限りは､いくらでも大きな系が

扱える｡1サンプルの計算時間は系の体積に比例するが､系が大きくなるとゆらぎが小さくな

り､サンプル平均の個数が少なくて済むので､大きな系を用いても総計算時間は増えない｡

2 非平衡緩和法の導出

この方法の定式化の出発点は､鈴木の動的有限サイズスケーリング理論【4】:

m(9,L,i)-L-β′vfscl(9-gc)Lljvp A] (｡

である.ただし､gは臨界現象を特徴付けるパラメータ (温度､相互作用の強さなど)､Lは

系の1辺の長さ､tはモンテカルロステップ数､.gcは転移点､βは自発磁化の臨界指数､I/は

相関長の臨界指数､△は動的臨界指数である｡この式にはβ,V,gc,△の4つの自由パラメー

タが含まれているので､以下のような手順を踏んで効率的な解析を行う｡
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図 1:非平衡緩和法の概念図｡完全秩序状態から出発 して､自発磁化をモンテカルロステップ

数に対して両村数プロットした時の､(a)秩序相､(b)転移点､(C)無秩序相での振舞｡
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まず､転移点直上にある無限に大きな系では､式 (1)は以下のように簡略化される【･5]:

m(gc,i)～i~入,A-β/(△L/) (･2)

転移点gcは自発磁化が幕的に積和する点として決まり､同時に複合指数 人も求められる.こ

の方法は､転移点や静的臨界指数がよく知られた系の動的臨界指数を求める方法として用いら

れてきたが､臨界現象がよく知られていない系に応用された【11のは最近である｡

式 (2)だけでは､未知の臨界現象を調べる道具としては十分ではない.そこで､一般のgに

おける無限に大きな系の振舞を考えると､式 (1)は以下のような形になる【6】:

m(9,i)-t一㌦ cl(9-gc)tP],IL-1/(△,,) (3)

この式に現れる複合指数FLと式 (2)から求められる複合指数 人の問には/3-A/FLという関係

があるので､自発磁化の臨界指数βは非平衡嬢和のデータのみを用いて求められる｡また､転

移点直上にある有限の大きさの系では､式 (1)は以下のように書かれる【7】:

m(gc,L,i)-L-β/yfse(llJ~△) (･1)

これより動的臨界指数△が求められ､また相関長の臨界指数〝は〝-A/〟で与えられる｡

式 (4)は､非平衡積和法における有限サイズ効果の現れ方を示している｡出発点の完全秩序

状態には､無限系と有限系の違いはない｡綾和が始まると､徐々に無秩序な島が成長するが､

島の大きさが系の大きさに比べて十分小さいうちは､まだ無限系の一部を取 り出したものとみ

なせる｡有限サイズ効果が見えてくるのは､島の大きさが系の大きさと同程度になった時で､

亘れを特徴付けるのがクロスオーバー時間i･～LAに他ならないO-横糸の局所的なスピン

更新では△Ft32が期待され､十分大きな系を取れば無限系とみなせる計算が可能である｡

3 量子臨界現象への応用

熱ゆらぎのエネルギースケールには下限はないが､量子ゆらぎにはブランクスケールという

下限があるので､有限温度量子系の普遍性は同じ対称性を持つ古典系と同じになる｡従って､

統計力学的な観点から非平衡綾和法の応用対象として興味深いのは､熱ゆらぎが存在 しない基

底状態で､量子ゆらぎの強さを変化させた時に起こる ｢量子臨界現象｣である｡

非平衡嬢和法と量子モンテカルロ法 【8】を組み合わせることで､量子臨界現象が解析できる｡

量子モンテカルロ法で扱えるのはあくまで有限温度の系で､大きさIJD､逆温度β-1/(kB'r)
の量子系が､大きさLD xβ (一般には､虚時間方向と美空間方向の相関長の減衰率の比を表

す指数Zを用いてLDxβZとなるが､一棟系ではZ-1)の古典系に射影される.平衡系の計

算では､温度をギャップよりも十分低 くしないと有限温度の振舞が見えてしまうが､非平衡緩

和法では､シミュレーション温度の違いはクロスオーバー時間の違いに帰着 し､十分大きな系

で β RjLに取れば､無限系の量子臨界現象が調べられる. この方法論は非常に一般的で､原

理的には任意の量子モンテカルロ法のアルゴリズムと組み合わせることができる｡

本稿では､世界線法と組み合わせた場合を紹介する. トロツタ-数をM とすると､β/M -

const.,M/Lz-const.に固定 しても､普遍性は元の量子臨界現象と変わらない. しかし､転

移点は普遍量ではないので､一般にはβ/〟 の値に依存する｡元の量子系の転移点を求めるに

は､複数のβ/Mに対する転移点の値をβ/M1 0の極限に外挿する必要がある. 一方､連続

時間アルゴリズムと組み合わせれば､転移点は 1組のシミュレーションで求められる｡ ただ

し､通常用いられるループアルゴリズムでは､転移点を正確に決めるには緩和が速すぎ､また

秩序相でも指数関数的に緩和 してしまうので､実際の応用には工夫が必要である｡
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図 2‥1次元S-1/2非対称 xYモデルのx方向の磁化の非平衡緩和｡全スピンがx方向に

揃った状態からシミュレーションを開始した.(a)L-4096,(b)IJ-64の系の計算結果.

4 応用例 :1次元S-1/2非対称ⅩYモデル

具体的な応用例として､ 1次元β-1/2非対称XYモデル :

71--∑ S?S.l l-g≡ s.yS.y.1, S-1/2t I
(･EJ)

の量子臨界現象への応用 【3,6】を示す.このモデルの基底状態は､g>1ではy方向に､g<1

ではx方向に自発磁化が生じるが､ 3方向の磁化を系の秩序変数だと思い､gを`̀温度"だと

思うと､.qc-1を転移点とする秩序一無秩序相転移に対応する.このモデルの臨界指数の厳密

解 【9】は､β-1/4,I,-1である｡L-4096,β/M-1,2M/L-1の結果を示すが､この系の

転移点は対称性のみで決まるので､β/〟1 0への外挿は必要ない｡

4.1 転移点の推定

まず､x方向の磁化の非平衡績和の様子 (1サンプルのみの結果)を示す (図2a)｡磁化と

モンテカルロステップ数を両対数プロットすると､9-1を境に､凹凸が明瞭に変化しているO

このわずか3×103ステップの計算 (パソコンで数日程度)で､gc-1.000士0.002と評価でき

るo 次に､クロスオーバー時間を見るために､L=64の系の結果 (4096サンプルの平均)を

示す (図2b).L=64でもl';t32×102なので､L=4096ではクロスオーバー時間は10('の

オーダーになり､このシミュレーションは無限系の振舞と同一視できる.

4.2 複合指数人の推定

計算の精度を上げるため500サンプルを平均 し､各時刻で複合指数人を求めてl/tに対して

プロットしたのが図3aである｡非平衡緩和法の一般的な応用では､各時刻における値を1/tで

外挿して高次補正を除く解析が重要になる【1,2】が､周期的境界条件を用いたこのシミュレー

ションでは､高次補正は無視できるほど小さく､時刻による指数のゆらぎが収まる範囲を推定

値の誤差とみなす評価法で､入-β/△L,-0.1153土 0.0005が得られた.厳密解と組み合わせ

ると△-2･1.68士0･010となり､この値は誤差の範囲内で2次元イジングモデルの動的臨界指

数△-2.165土0.010【10】と一致している｡どちらもfrccfermionmodel(I,=Iは共通)だが､

臨界指数βは違うので普遍性は異なり､動的臨界指数の一致は自明ではない｡
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図 3:1次元 S-1/2非対称 xYモデルの(a)転移点gc-1における指数人の時間依存性 と､

(b)式(3)による9-1.0225-1.128のデータを用いたスケーリングプロット｡

4.3 臨界指数βの直接推定

最後に､式 (3)を用いて臨界指数 βを直接評価するogcと人の値を用いて､さまざまな

9に対する(glgc)tPをmrtAに対 してプロットした時､同一曲線上に並ぶようにFLを調節

する｡9- 1.0225- 1.128のデータを用いたスケーリングプロット (図:3b)から得られた

IL-0･47土0.01(β-A/IL-0.245j=0.005)は､厳密解β-0.25と良く一致 している｡
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