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拡散律速反応のダイナミクスに対する Smoluchowski理論の改良
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1.はじめに

溶液中の化学反応で,もしも,反応物分子同士が衝突すれば必ず直ちに反応が起きるとしたら,

反応速度は分子が溶液中を拡散して遭遇するまでの過程で決まる｡このような ｢拡散律速反応｣は,

溶液反応のダイナミクスに対する分子運動の効果を研究する上で重要な位置を占めている【1,2】｡

これまで,拡散律速反応のダイナミクスは,拡散方程式に基づくSmoluchowski理論 【3】で解析

されることが多かったが,ピコ秒程度の短時間領域では,この理論が必ずしも実験をうまく説明し

ているとは言い難し｢.ここでは,反応の電子的な過程や熱的な過程から拡散過程を明確に分離し

て議論するために,いくつかのモデル系における計算機実験を参照系としながら,Smoluchowski

理論のもっている問題点を明確にし,それを改良するための試みについて述べる｡

2.蛍光消光反応

代表的な拡散律速反応として,エネルギー移動による蛍光消光反応があげられる｡溶媒S中に蛍

光分子Fと消光剤 Qとが溶けている-｡平衡状態に達した後,ある瞬間にパルス光を照射してFを

F*に励起する｡F*は,通常ある寿命で蛍光を発してFに戻るが,励起状態にいる間にQと衝突

すれば,エネルギーをQに渡してしまい,蛍光を発さずに失活してしまう｡この,F*+QIど+Q

の過程が消光反応で,F*の寿命が無限に長い場合の速度式は次のように書ける｡

dlF']
dt--k(i)lQHF*】 (1)

ここで,【A】は化学種Aの濃度をあらわし,k(i)は反応速度定数であるo拡散律速反応の速度定

数は,ナノ秒以下の領域で時間に依存することが理論的 [1-3]にも実験的 【4]にも知られている｡

Qの近くにいるF'から消光されていくため,Q-F*の分布が時間とともに変化していくのがその

原因である｡このような過渡効果を解析するのが,本稿の目的である｡

QがF*に比べて大過剰に存在するか,あるいはQは繰り返し反応できるとすれば,式 (1)は

一次反応となるので,F*の生き残り確率 S(i)が次式のように書けるo

s(i)-貰 鵜 -exp卜Q]Ltk(T)dT] (2)

3･Dong-Bar°s-And∫e(DBA)モデル

蛍光消光反応を理想化したモデルとして,Dong,Bar°s,andAndre(DBA)のモデル [51がある

(図1)｡このモデルでは,S,F,F*,Qはすべて質量と直径とが等しい剛体球であるとする｡まず,
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-成分剛体球 N粒子系の分子動力学 (MD)シミュレーションを行う【6,7].系が平衡に達した後

のある時刻をt-0として,剛体球に適当にS,F*,Qのラベルをつける｡その後 Qと衝突した

F事は必ず Fに変化するとしてMDを続け,F書の濃度変化を追いかける｡F*は S,F,F*と衝突

しても反応を起こさないから,一つのF+から見ればQ以外の球はすべて溶媒 Sと同等である.

そのため,Qの濃度は重要だが F*の濃度はあまり重要ではない｡
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図 1:DBAモデル｡
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図 2:F*の生き残り確率の時間変化｡● :

DBAモデル MD(♂ -0.7856,〟 -500,

NQ-50).破線 :Smoluchowski理論o

このような計算機実験では,拡散過程以外の効果が結果にまったく影響しない｡また,反応半

径や拡散係数といったパラメータが任意性なく独立に決められるので,アジャスタブル ･パラメー

タの入り込む余地がなく,理論に対するテストを行うのに最適である｡

p'-pg3-0･7856(pは剛体球の数密度,Jは直径)で N -500,NQ-50の場合について,
結果を図2に示す｡この条件は,少し密度が低めの液体だと思ってよい 【7,8]｡摩擦係数 亡と剛体

球の自己拡散係数 Dsとの関係はDs-kBT/mEである(mは剛体球の質量)oEは普通の液体で

は0.1-0.5fs程度の大きさだから,ここで示した結果は数 ps程度に相当するOただし,本稿に

示す理論と計算機実験との比較は,10ps程度まで傾向に変化がないことを確認している｡図2に

はSmoluchowski理論の結果もあわせて示した｡この理論が DBAモデルを説明できないことは

明らかである｡

4.Smoluchowski理論

Smoluchowski理論 [113]では,半径 R-Jの F*を原点に国定し,大きさがなく相互作用し

ない Qがその周りを拡散しているとみなす.F*一Q相互作用はなく,t<0で Qの分布は一様

n(r,t<0)-noであるoQの濃度分布 n(r,i)は球対称で,拡散方程式に従うとする｡

∂n(r,i)
∂t -D∇2n(,,i) (3)

F*を固定して考えているので拡散係数 β は相対的拡散係数であり,それは,F*とQの自己拡
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散係数の和で与えられるとする占 この仮定はF*とQの運動に相関がなければ正しい.

反応は,F*によるQの吸収で置き換える｡実際の反応では,Qには変化はないしF書もFに

かわるだけで系から消えてなくなるわけではないが,反応が生じればF*とQとのペアはなくな

るので,それを｢消失｣と考える｡F*が消えるとみなすのもQが消えるとみなすのも同等である

が,原点に固定した F*は,実は多数の F*に関する平均像なので,Qが消えることにする｡た

だし,Qは実際には系から消失はしないので,無限に遠方ではQの平衡分布が保たれているとす

る.つまり,n(∞,i)-no-【Q】である.

Qは,r-Rの位置まで来れば,必ず F*に吸収されるoこの条件を式にあらわすと次の｢完全

吸収型境界条件｣になるというのがSmoluchowski理論の非常に重要な仮定である｡

n(R,i)-0 (4)

こ れ は ,｢距離 r-Rでは Qは直ちに吸収されてしまうので存在できない｣という意味である.

反 応 速度はQの吸収速度で与えられ,それと式 (2)からF*の生き残り確率が得られる｡

k(i)n0--4qR2jr(R,i)-4打R2D響 ,=R-4qRD(1･蓋 )no (5)

5. 仮 性の効果

通 常,中性分子間では相互作用が小さく,ポテンシャルを無視した Smoluchowski理論が有効

に はたらくと考えられている｡DBAモデルはまさに,Smoluchowski理論と一致することが期待

されているモデルだが,実際にはそうはなっていない｡

ここでは,Smoluchowski理論と一致するようなモデルをシミュレーションで作り出してみる

【9]｡拡散方程式が導かれる運動方程式は,慣性項のないLangevin方程式である[10]｡

o=-Ev(i).型 (6)m

R(i)はガウシアンの白色ノイズである｡ブラウニアン･ダイナミクス(BD)の方法lll]で,式

(6)に従って大きさのないQ分子を運動させ,固定したF*分子と反応させる｡先のDBAモデ

ルのMDシミュレーションと比較できるように,NQ-50の場合についてBDシミュレーショ

ンを行った｡図3に示したように,この結果は,当然ながらSmoluchowski理論と一致する｡

次に,BDシミュレーションに用いる運動方程式を,式(6)ではなく,慣性のあるものに代える｡

警 ニーEv(i)･型 (7)Fiil

左辺の慣性項があるため,速度自己相関関数4,(i)-<V(i)･V(0)>/<V(0)･V(0)>の減衰には

有限の時間(時定数1/()が必要になるO従って,4,(i)が完全に減衰していないtE<3-5の領域

で,式(6)を用いた場合との差異が現れることが期待される｡

Qの運動に慣性のあるBDシミュレーション[9,12]の結果を図3に示した｡結果は,短時間だ

けでなく,¢(i)が減衰した後のtE竺10付近でも,慣性のない場合と大きく異るOこれは,慣性

効果が単に分子運動を変化させる以上の効果を生じさせていることを示唆している｡
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図3:F*の生き残り確率の時間変化｡□ :煤

性なしBD｡1:慣性ありBD｡○:FTPモ

デル MD(♂-0･7856,〟-500,〃Q-50)
｡破線 :Smoluchowski理論｡点線 :SCK

理論｡実線 :Harris理論｡

図4:Half-rangeMaxwell分布近似o

6.境界条件の改良

これからSmoluchowski理論を改良すべき点について述べて行く｡しかし,F*を原点に固定し,

大きさのないQがその周囲を運動していて,反応半径 Rに達した Qが F*に吸収されることを

反応のモデルとすることには変更を加えない｡

衝突によって生じる反応の速度は衝突頻度によって上限が押さえられているが【13】,Smoluchowski

理論では,k(i-0)が無限大になってしまう｡このSmoluchowski理論の問題点は,n(R,i)-0

の境界条件に由来するoこの条件を用いると,r- R に Q分子は存在しないにもかかわらず,

そこで Q分子が吸収されてしまうが,それが可能なのは分子の流束 j(r,i)を見積もるために

Fickの法則を使 うからである｡j(r,i)は,より精密には位相空間の分布関数 f(V,r,i)を用い

て,j(r,i)-/vf(V･r,i)dv と書くべきであるon(R,i)-0ならば当然 f(V,R,i)-0だから
j(R,i)-0となり,r-Rで分子の吸収は起こり得ないOただし,分子運動に慣性がなければ
Fickの法則は正しいので,そのような特殊な場合に限って n(R,i)-0を満たすときでも吸収が

起きる｡先に示した二つのBDシミュレーションの差異は,主にこの間題に関係している｡

Harris[14,151によれば,衝突すれば必ず吸収されるという条件は,｢F*に衝突してくるQ分

子はあるが,跳ね返っていくQ分子はない｣と表さなければならない｡その条件は, V,をQの速

度の動径方向成分として,次の式で与えられる｡

I(vr,0,R,i)-0, vr-誓 (8)

I(V,<0,R,i)はゼロではない｡それだけの分子がr-Rに存在するからこそ吸収が生じる.

このような,速度分布まで考慮に入れた境界条件を取り扱うために,Langevin方程式から導か
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れるFokker-Planck方程式 【10】を出発方程式にする.

∂f(V,r,i).__ ∂f(V,r,i)
∂t ∂r -(£ ･lvf(V,r,i)]I(誓

∂2f(V,r,i)
∂v2 (9)

この式を使うことで,境界条件だけでなく,分子運動に対する慣性効果も考慮することができる｡

初期条件を,速度分布に関してはMaxwell分布,空間分布に関しては一様として,無限遠点では

変化が生じないとし,r=Rで上の境界条件を用いてFokker-Planck方程式を解けばよいo速度

定数は流束の動径方向成分j,(r,i)から次の式で与えられる.

k(i)no-亮 R23'r(R,i)--4qR2/vrf(V,R,i)dv (10)

Fokker-Planck方程式を式 (8)の条件の下で解析的に解くことはできない.しかし,k(i-0)は

簡単に求めることができる【161.i-0,r-Rで,V,>0の分子はいなくなるが,V,<0の分子

は初期分布のままMaxwell分布しているから,次の結果が得られる｡

k(0)-如R2垣竺=kc.11 (ll)汀̀m

これは,平衡の衝突頻度から見積もられている速度定数の上限値 k｡｡lll13,17]そのものである.

7.Harris理論

t>0にいてFokker-Planck方程式を解くために,Harrisl15】はhalf-rangeMaxwell分布近似

を用いた(図4)｡この方法では,分布関数を次の二つの成分の和で与えられるとする｡

I(V,r,i)-2n+(r,i)F(V)0(V,)+2n_(r,i)F(V)0(-V,) (12)

ここで,F(V)は平衡のMaxwell速度分布で,0(x)はxが負のときゼロ,正のとき1のステップ

関数である｡全密度 n(r,i)と動径方向の流束j,(r,i)は次のようにかける.

n(r,i)-n+(r,i)+n-(r,i)-N(r,i)

i,(r,i)- 慧 n.(r,i)-n-(r･t)】-

V,のゼロ次と一次のモーメントの時間発展をFokker-Planck方程式から書き下す｡

aN(r,i)
∂t ,

∂M(r,i)
∂t

慧 [讐 誓 +三M(r,i)]

--EM(r,i)-;2kBT∂N(r,i)7Tm ar

(15)

(16)

式 (15)は球対称の連続の方程式である｡式 (16)は拡張されたFickの第一法則で,左辺がゼロな

らFickの法則になる｡初期条件と,境界条件は次の通りである｡

N(r,t<0)- no, M(r,t<0)-0

-127-
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N(∞,i)-no,M(∞,i)-0

N(R,i)-n-(R,i), M(R,i)--n_(R,i), N(R,i)--M(R,i)

式(15)と式(16)を解いて得られたN(r,i),M(r,i)のプロファイルを図5に,k(i)とS(i)の時

間変化を図 6と図 3に示した.近似のため,k(0)はわずかに kc｡11よりも大きくなる.

S(i)は,慣性のあるBDシミュレーションを再現している｡
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図 5:Harris理論によるN(r,i)とM(r,i)
の時間変化｡
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図6:k(i)の時間変化o破線 :Smoluchowski
理論｡点線 :SCK理論｡実線 :Harris理論｡

8･Smoluchowski-Collins-Kimball(SCK)理論

境界条件 (19)を拡張Fick則 (16)に入れると定常状態で次のようになる｡

kintn(R･i)-4打R2警 (響 ),=R
kint- 2kc.ll

式 (20)は,Collins-Kimball型条件 [18]として知られている.n(R,i)-0の代わりに式 (20)を

用いて拡散方程式から速度定数を求める理論は,Smoluchowski-Collins-Kimball(SCK)理論とい

う.kintは｢真の速度定数｣intrinsicrateconstantと呼ばれ,接触対の反応速度定数であると考え

られているが,実際には衝突頻度と関係していることがHarriS理論からわかる.

SCK理論において kintが kc｡11の 2倍になることは,速度分布と関係がある｡SCK理論では,

分子の速度分布はいつでもどこでも完全なMaxwell分布である｡一方,Harris理論ではr-Rに

おけるV,>0の分布はゼロでV,<0のみがhalf-rangeMaxwell分布しているoしかし,どちら

の分布でも衝突を生じる分子はV,<0であるものだけだから,N(R,i)が同じなら,SCK理論で

はHarriS理論の半分の衝突頻度しかないことになる.反対に,N(R,i)が同じ場合に二つの理論

が同じ速度定数を与えるためには,SCK理論ではHarris理論に比べて倍の効率で反応が生じる

と見なさなければならない.これが式 (21)の意味であるoところで,SCK理論ではk(0)- hint
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となるが,これが物理的に許されるよりも大きいことはいうまでもない｡これは,慣性を無視し

た拡散方程式の適用限界を超えた短時間現象を解析しようとした結果生じた欠陥である｡

SCK理論とHarris理論の差異は,境界条件の効果を含まない,分子運動のみに対する慣性効

果を反映しているC図6を見てわかるように,二つの理論の速度定数はtE>3でほとんど一致す

る｡このことは,速度自己相関関数の減衰の程度からみてごく自然である｡

9･Fixedtestparticle(FTP)モデル

Harris理論はLangevin方程式から導かれるFokker-Planck方程式に基づいているので,慣性

のあるBDシミュレーションの結果を説明できるのはある意味で当然である｡次に,Qの分子運

動がMDシミュレーションで与えられるような,より現実に近いモデルを考える｡

Harris理論では,F*-Q相互作用はなくQの初期分布は一様であるoもしも二体間の直接の相

互作用ポテンシャルだけで初期分布(平衡分布)が決まるなら,DBAモデルの初期分布は一様分布

のはずだが,実際にはそのようなことはあり得ない｡一般に,液体中では動径分布関数9(r)が分

子の最近接距離付近で大きな値をとり,振動しながら減衰していく【7,8]｡動径分布関数の形は主

に斥力的な相互作用の多体的な効果で決まっていることが知られており,剛体球系の9(r)も図7

に示したように通常液体と同様の形をしている｡つまり,DBAモデルでは,Qの初期分布が一様

ではなく,N(r,t<0)-9(r)noで与えられなければならないoF*-Q間に真の意味で相互作用が

なく,a(r)-1であるようなモデルを作り出すには,F*-Q間に斥力的な相互作用(分子の形と大

きさ)があってはならない｡そこで次のようなモデルを考える[161｡溶媒 Sと消光剤 Q とは物理

的に同等の剛体球である｡励起分子 F*はS,Qと直径の等しい球であるが,空間中に固定されて

おり,F*-S,F*-Qの相互作用は引力斥力とも-切なく,S,QはF*の中を自由にすり抜けていく

ことができる｡このとき,F*とQとに重なりが生じればF*が系から消滅するとすれば,DBA

モデルと類似のMDシミュレーションでF*の生き残り確率を得ることができる｡このようなモ

デルを,固定テスト粒子 (FTP)モデルと呼ぶ(図8)｡

このモデルのシミュレーション結果は,図3に示したように慣性のあるBDシミュレーション

と誤差の範囲内で一致する[9]｡従って,Harris理論は,Q分子が現実的な運動を行う場合でも有

効であることがわかる｡また,この結果は,Q-Qの相互作用がこの程度の濃度ではあまり大きな

効果を及ぼさないことを示している｡

流体の密度がさらに高くなった場合には,FTPモデル MD とHarris理論との間に微妙なず

れが生じる [9,161｡Q 分子の速度自己相関関数が高密度では非指数関数的になるので [7,8,20],

Langevin方程式が現実のよいモデルになっていないためである｡この場合,記憶の効果を持つ一

般化 Langevin方程式を理論の出発点にする必要がある｡筆者が拡散律速反応に取り組むように

なったきっかけはこの問題なのだが,この稿の目的から少々ずれるので,その詳細は文献に譲る

【9,161｡

10.平均カポテンシャルの効果 ～Harris理論の拡張その 1～
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01 2 3 4
r/cF

図 7: 剛体球流体の動径分布関数(〆 -

0.7856,〟 -500)｡

F*＼ 〇 〇 〇 〇闇 なi

;== =:i =?
V== = 享 ==

図 8:FTPモデル｡

FTPモデルとDBAモデルの相違点は,F*の運動とF*-Q相互作用である｡このうち,F書の

運動に関しては,Smoluchowski理論の場合と同様に,相対的拡散係数をF*とQの自己拡散係

数の和であるとして,それに相当する摩擦係数と換算質量 〝とを計算に用いることで理論に取り

入れることができる｡しかし,F*の運動の効果だけではFTPモデルとDBAモデルの結果の差

異を説明することは不可能であり,F*-Q相互作用の効果を考える必要がある 【20】｡

先にも述べたように,DBAモデルのQの初期分布は,直接の二体ポテンシャルから得られる

一様分布 N(r,t<0)-noではなく,N(r,t<0)-9(r)noで与えらるOつまり,直接の二体ポ

テンシャルの代わりに,9(r)noが平衡分布になるような有効ポテンシャル(平均力のポテンシャル

potentialofmeanforce,PMF)を用いる必要がある.非平衡状態におけるPMFについてはまだ

研究が進んでいないが,ここでは,PMFが時間に依存せず,非平衡状態でも平衡状態と同じであ

ると仮定する｡

V(r)--kBTlogg(r) (22)

PMFをポテンシャル関数とし,上に述べた方法で F*の運動も考慮に入れて R)kkeトPlanck方

程式を立てれば,Harris理論と全く同じ手順で速度定数と生き残り確率を計算することができる

[20】｡式 (15)はm を〃と置き換えればよい｡式 (16)と式 (17)はそれぞれ次のように置き換え

ることになる｡

aM(r,i)
∂t -1M(r,i)-; 警 [誓 ㌘ +這 警 N(r,i)] (23)

N(r,t<0)-a(r)no, M(r,t<0)-0 (24)

境界条件 (18),(19)はそのままである｡これらの式は数値的に解く必要がある｡図 9に,この拡

張 Harris理論で得られた k(i)を示した.k(i-0)は PMFを考慮しない場合の9(R)倍になる
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が,定常状態の速度定数に対しては,PMFの効果はあまり大きくない｡時間の短いときには最近

接の濃度が反応速度を決めるが,長い時間になるとg(r)の谷の部分がポテンシャル障壁となって

反応を遅くする方向にはたらくからである｡

図10に示したように,この理論で,DBAモデルのシミュレーション結果を再現できる｡

拡張 Harris理論とポテンシャルを考慮した SCK理論との関係は,ポテンシャルのない場合と

全く同様であるOつまり,kintが式 (21)で与えられれば,長時間で二つの理論は一致する.

′0

4

tte
q
J
(Jh

0 2 4 6 8 10

g(

図9:k(i)の時間変化｡破線 :Smoluchowski
理論(PMFあり:上｡なし:下)｡点線 :SCK

理論(PMFあり)｡実線 :Harris理論(PMF

あり:上｡なし:下)0

0 2 4 6 8 10

g(
図 10:F*の生き残り確率の時間変化｡● :

DBAモデル MD｡破線 :Smoluchowski理

読(PMFあり:下｡なし:上)｡点線 :SCK

理論(PMFあり)｡実線 :Harris理論(PMF

あり:下｡なし:上)0

ll.反応の透過率 ～Harris理論の拡張その 2～

実際の実験系では,衝突すれば必ず直ちに反応が生じると見なせる系は少ない｡従って,理論

を実際に応用する場合には反応の透過率の効果を見積もっておく必要がある｡

ここでは,非常に単純化したモデルとして,F*とQとが衝突すれば確率 αで反応が生じるよ

うな場合を考える[17]｡r-Rにおいてn-(R,i)/n+(R,i)-1/(1-α)であり,n_(R,i)のうち

αだけが反応を生じさせる｡これを式にすれば次のようになる｡

言霊N(R,i)ニーM(R,i)
式 (19)の代わりにこれを用いれば速度定数を計算することができる｡

SCK理論との対応関係は次のようになる｡

kintニ ラ笠 kcoll

(25)

(26)

kintとα とが比例しないことに注意が必要である.kintはN(R,i)と反応速度との関係を表して

いるのに対し,αは n-(R,i)と反応速度との関係を表している｡
12.まとめ
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Smoluchowski理論は,そのままの形では,液体中における中性分子間の拡散律速反応速度を説

明することはできない｡それは,完全吸収型境界条件を用いていること,ポテンシャルを無視し

ていることが原因である｡このうち境界条件の問題は,実は分子運動の慣性が無視されているこ

とに由来している｡ポテンシャルに関しては,二体間の直接の相互作用ではなく,液体中の多体

の効果を反映した平均カポテンシャルを考慮する必要がある｡これらの問題点を改良すれば,反

応を吸収に置き換えるというSmoluchowski理論の基本的な枠組みを用いて,モデル系における

計算機実験の結果を説明できることを示すことができた｡
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