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散逸のあるKerr媒質による光子数の量子非破壊測定

筑波大物理*

遠藤幸夫 (YdkioENDO)千, 有光敏彦 (ToshihicoARIMITSU)辛

l 導入

量子非破壊測定(QuantumNon-DemolitionMeaSuremも,以下QND測定)とは,被測定量に
共役な物理量の不確定さを増加させるという犠牲を払う変わりに,/被測定量の自由な時間発展

を乱さないような測定である【1日3トこれは,重力波検出における量子限界を克服するために,

Braginskyが1974年に提案した概念である.光に対するQND測定の研究は,1980年頃から始

まったが,当時は,｢QND測定が可能となるHamiltonianはどのようなものであるか?｣という
ことを議論の中心にしていた.そのため,それらは,物理的実現性にあまり注意が払われてい

ない 【41.物理的実現性を考慮したものの一つとして,井元らが提案した光子数のQND測定が

あげられる 【5ト これは,signal光 (被測定光)とprobe光とを光Kerr効果によって相互作用

させ,probe光の位相にsignal光の光子数の情報を持たせる.そして,干渉計を用いてprobe光

の位相を電流として測定し,signal光の光子数を破壊せずに読みとるというものである.ここ

では,光Kerr媒質は入射光を全く吸収しないものとして扱って,光子数のQND測定を考えて
いる.

ところが,我々が目にする測定装置は,全く光吸収のない媒質は存在せず,必ず入射光の強

度の一部を吸収する.つまり,物理的実現性を考えるのであれば,少なくとも光Kerr媒質によ

る散逸の効果を考慮しなければならない.そこで,井元らは,入射光の一部のみを通過させる

損失板 (lossplate)を便宜上考え,それを用いることで,媒質による散逸効果を取り入れた【61.
この損失板は,簡単に散逸効果を表す意味で有効的であるが,系のダイナミックスをきちんと

与えていない.

一方,Non-EquilibriumThermoFieldDynamics(NETFD)【7日9】は,非平衡散逸系を正準
演算子形式の場の理論として記述できることが知られている.そこで我々は,井元らが提案した

光Kerr媒質による光子数のQND測定問題を,散逸のあるKerr媒質の問題に拡張し,NETFD

の体系で定式化した.その結果として,井元らが提案した測定装置では散逸による測定精度の

限界が現れるため,光子数のQND測定は不可能であることが示せた.

2 散逸を考慮しない場合のQND測定

まず,signal光とprobe光とを相互作用させるKerr媒質の部分を考察する.散逸効果を考慮

しない場合,全系 (signal光とprobe光)のHamiltonian(A-1)は

H-Hs+Hp+HI,
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である.添字S,pはそれぞれsignal系とprobe系を表し,正準交換関係を満たす生成消滅演算子

α†,αを導入すると,

Hs-LJsa!as, Hp-wpa去ap, (2)

HI-人a三asaLap, (3)

である.人はKerr効果の強さを表す定数である.このHはsignal系とprobe系に関して対称で
あることがわかる.

signalの消滅演算子as(i)と光子数演算子hs(i)のHeisenberg方程式は,

孟as(i)- -i(ws･ 入醐 )as(i), (4)

孟hs(i)- 響 as(i)･a!(i)宣誓 -o･ (5)

で与えられる.(5)より,signalの光子数免S(i)は運動の恒量である.また,Hの対称性からprobe
光の光子数免p(i)も,(5)でS- pと置き換えたものを満たすので,運動の恒量である.そのた

め,(4)の右辺のhp(i)は,時間について定数となるので積分できて,

免S(i)-免S,

as(i)- ase-i(ws十人hp)i,

ap(i)- ape~i(wp'人為S)t

ー
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である.(6)からわかるように,被測定量のsignalの光子数は,Kerr効果の影響を受けない.ま

た,(8)から,probe光ap(i)の位相は,hsを含むことがわかる.
ここで,signal光,probe光は媒質入射時(i-o)でcoherent状態を考える.

aslαS)S - αsTas)S, αS-国 eiOs,

aplcyp)p- αp向)p, αp-rapJeiOp.

as(i)玩)a-αse~i(LJs十人殆p)tlαS)S.
(7)を桓S)Sに作用すると

(ll)

となる.つまり,Kerr効果は,媒質入射前の光の固有状態 (coherent状態)を変えないことが

わかる.ただし,固有値の位相が変化する.同様に,probe光の固有状態も変えないことが示せ

る･(･･･)spを,signalの状態Jcts)Sとprobeの状矧 毎)pについての期待値を表すことにし,signal
光の光子数の期待値,分散を求めると,

(hs(i))sp-桓sl2, ((△hs(i))2)sp-桓sf2･ (12)

を得る.

以上より,Kerr効果は媒質入射前後で光の固有状態を変えないため,被測定量･hs(i)に影響
を与えないこと,さらに,probe光ap(i)の位相から,被測定量免Sの情報が取り出せることが示
せた.
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3 signal光と散逸的Kerr媒質

ここでは,signal光と散逸的媒質のみに注目して,signal光の時間発展を考察する.また,

signal光は時刻t/に散逸的Kerr媒質に入射し,時刻t′+吊こ媒質から出射するとする.
NETFDでの時間発展生成演算子は,hat-Hamiltonianで与えられる.また,非チルド演算

子とチルド演算子の2種類の演算子を導入することで散逸的現象も演算子形式で扱えることが

知られている[7日9].signal系のhat-Hamiltonian (A-1)は,

hs- LJs(a!as一艇 S)+,底,

HsニーKsl(1+2兎S)(a!as+紘 )12(1+h･･)asas-2hsa朝
一2rJshs,

である.ただし,Hsはsignal光の散逸項である.また, rcsは,Kerr媒質による振幅の減衰率を

表し,兎Sは,温度Tの媒質と熱平衡状態にある光子のPlanck分布(kB-1);

元8-(ebS/T-1)~1,

を表す.非チルド演算子とチルド演算子は,それぞれiE準交換関係が成り立つ.

[aβ,a!]-1, [丘詞 ]-1･

また,非チルド演算子とチルド演算子は,同時刻で可換である.

NETFDでのobservableAのHeisenberg表示,Heisenberg方程式は,

A(i)≡ethlAe-ikt, 孟A(i)-ilH(i),A(i)1･

(15)

(16)

で与えられる.t′_<i≦t′+tlに対する,signalの生成消滅演算子a三(i),as(i)のHeisenberg方
程式は

孟a!(i)-,il2iKr9(1+hs)a8(i)I(us一項 1+2兎･9))a!(i)], (17)

孟as(i)--iltu3-両 1.2兎･Jlas(申 2iKs痛 (i)], (18)

で与えられる.ここで,(18)の両辺のエルミート共役(†)をとってみても,(17)にはならない.

このことからも,散逸現象を表すためには2種類の演算子が必要であることがわかる.(17),(18)
を解くと,

a!(i) - eiwst[(-･hsa.i+(1+hs)as)e~Kき̀e-t''+(1+兎S)(a.仁 hs)eK,恒tl], (19)
as(i)-e~'lUsL[((1+兎B)a･,-r-LsaDe一項 ~り 一兎S(a･,-aDe項 10], (20)

となり,散逸を考慮した場合の生成消滅演算子を得る.
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(19),(20)より,t'≦t≦t′+tlでのsignal光子数免S(i)は,

hs(i)- [(1+兎S)a!-(1+兎S)as°(1+,hs)as一兎sa!]
+トhsa!+(1+兎S)hs]十 hsas･元sa.!]

+e2Ks(叫 [(1+兎S)a仁 (1+兎S)as]十 hsas+毎 Ts]
+e~2K.(叫 ト hsasf+(1+兎S)as°(1+兎S)as一兎sa!]･ (21)

を得る.

ここで,signal系は,i-Oでcoherent状態

転 αS)a, α8-回 eiO,

とする.ただし,NETFDでは,一般にcoherent状態を次のように定義する.

asZPs,Ts)3-031Ps,Ts)a, asIPs,Ts)8-骨Ps,Ts)S,

(22)

(23)

(20)を(22)に作用すると,有限温度系では,散逸があることにより,i>Oではcoherent状態で
はないことがわかる.しかし,絶対零度系では,

as(i)rcks,αS)a-ase~"S(t~t')e- iwst極,αS)a-αse~Ks(i-tJ)e~iuSllas,α.,).,. (24)

であり,散逸があってもcoherenも状態は保たれる.

(･･･)Sを,signalの状態転 αS)Sについての期待値を表すことにし,signal光の光子数の期
待値,分散を求めると,

(免S(i))S- 国 2el2KB(i-t′)十兎S(i),

((△･hs(i))2)S - 桓sE2e-2KS(i-t')+2兎S(i)lαsJ2e~2KB(i-t')

+兎S(i)(元S(i)+1),

兎S(i)≡,hs(1-e~2㍍S(t-t′)),
を得る.ただし,

(27)

とした.物理的には,(25)の右辺第-項は散逸によるcoherent光の減衰を,また第二項は (

黒体幅肘による)incoherent光の増加を表す.さらに,(26)の右辺第一項,第三項は,coherent

光,incoherent光の揺らぎを,第二項は,coherent光とincoherent光の相関を表す.

4 Kerr効果の影響

散逸的Kerr媒質にprobe光を入射し,signal光の光子数が,probe光との相互作用の影響を

受けるかを調べる.また,時刻t′≦t≦t′+tlの間だけ,signal光とprobe光は相互作用するも
のとする.
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signal系とprobe系とのhat-Hamiltonianは

Hd-Hs+Hp+HI,

であり,

Hj-a,9+iH,･, (forj-S,p)

k,9-LJj(ai･a,･司aj),
Hj--a,･[(1+2元,A)(a,T･aj+a,玩,,)-2(1+兎,･)a,a,1-2元,･a,ta,tト 2K,･hj,

HI-誓(a!asaLap一編 iap),

lヽ■/
)

)

)

9

0

1

2

2

3

3

3

iH川lU
lヨ

lHI
U

nu1川U

である.a,･は光子jの散逸の効果を,hIはKerr効果を表す項である.Ks,Jtpは,それぞれKerr

媒質によるsignal光,及びprobe光の振幅の減衰率を表す.J荊ま,Kerr効果の強さを表す定数
である.Jts,rep,V乍 はKerr媒質に関わる特性であるため,signal光とprobe光が相互作用して
いる時間(t′≦t≦t′+tl)以外ではすべて0になる.さらに,兎,･は,温度TのKerr媒質と熱平衡

状態にある光子jのPlanck分布(kB-1)

兎j- (eu,''T--1)-1, (ford -S,p)

である.signal系,probe系の生成消滅演算子は正準交換関係が成り立つ.

la,･,a,t/i-6,･,j ′ , [丘,･,可 ,]- 6j ,i , , (ford,j′-S,p)･

signal光の光子数 免S(i)のHeisenberg方程式を求めるとt'≦i≦t′+tlに対しては,

hs(i,-(4rZ,-1([(rp､+fpか 2(1･hs,as]･[(rp･fp,as-2hsa!]
+e2代srp(i-t')[(rp+fp)a仁 2(1+兎S)as°(rp-fp)as+2元sa!]
+[(rp-fp)a!+2(1+兎S)as]･[(rp-fp)as+2元sa!]

･e-2榊 ′'[(rp一朗 +2(1･hs,as°(rp･fp,as-2hsasf])･

ただし,

rp=[1･i(1･2癒 p- (芸 hp)2]1'2,

fp=(1･2hs,･ i芸 允p,

np= np- np･
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である.(35)から,hs(i)は,Kerr効果の影響を表す∨乍を含む.このJFは必ず允pの積として
現れる.允pは,probe系の任意の状態に対して,期待値Oを与える･そのため,signal光子数の
高次の期待値を考える範囲では,Kerr効果の影響は現れない.

障刻l(≧i/+tl)でのsignal系の生成消滅演算子を求めると,

a!(i)-ehpteiJf"alト(2W l(信 rs)at･(rs)-i(1･兎p)ap)e-Kprstl
･((2rs)ll(fsIrs)aL-(rs)-i(1+兎p)ap)eKprstl]7

(39)

ap(i)-e-iwpte-ivI"a[((2rs)-1(fsIrs)ap-(rs)~崩 )e-Kprstl
-i(2rs)-1(fs-rs)ap-(rs)-lhpaDeKprstl]7 (40)

を得る.ここで,Nsはsignal光の光子数のKerr媒質中での時間平均を表わす物理量である.

･3 - 去L,t′'tldt(坤 )･hS(i))
(8rZ)-I(Al･Al+
e2Ksrpt1-1. 1-e-2J'sIIptlFCsrptlー~̀■ FCsrlptlA3〉･ (41,

Al-2((r三十fp2)a!as-2(1十兎S)fpasas-2兎sfp壷 !+4元S(1+兎S)asaD,
A2-[(rp+fp)a!-2(1+兎S)as°(rp-fp)as+2兎sa!],
A3-[(rp-fp)a!+2(1+兎S)as°(rp+fp)as-2兎sa!]･

E
Ht
Rl
u

ー
hu

2

3

4

4

4

4

JHⅦ用Hr
ifl
U

rHu1相川p

ただし,

である.(39),(40)より,probe光の位相からsignalの光子数の情報が得られることがわかる

ここで,signal,probe系はt-Oでcoherent状態を考える.

転 αj)i, α,･-la,.LeiOj, (ford-S,p). (45)

ただし,

ajlP,･,Tj)i-/OjlPj,Tj)i, a,.lPj,Tj)i-7,TIPj,T,･)i, (46)

である.(40)を(45)に作用させると,有限温度系においてはt>Oでcoherent状態ではなくなっ
ていることが示せる.しかし,絶対零度系に対しては

ap(i)[αp,αp)p-αpe~Kptle-i-pie-ivl(ゐS/2'Ns)lQp,αp)p, (47)

であり,媒質入射前にあったcoherenも状態が,媒質出射後にも保たれることがわかる.ただし,

固有値の絶対値と位相が変化する.同様に,signal光についても絶対零度系に対しては,coherent
状態が保たれることが示せる.
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(･･･)spを(45)についての期待値を表すことにし,signal光の光子数の期待値,分散を求め
ると,

(免S(i))sP - 困 2e~2"･(トt')+兎S(i),

((△免S(i))2)sp-困 2e~2尺.(t-t')+2元S(i)lasL2e~2㍍3(i-t')
(48)

+兎S(i)(兎S(i)+1), (49)

を得る.ただし,これらの式は,probe系の任意の状態に対して成り立つ.また,光子数の期

待値とその分散は,相互作用のない場合 (Kerr効果のない場合)の期待値(25),分散(26)と一
致する.

以上より,絶対零度近似では散逸的Kerr媒質は,その前後で光の固有状態を変えないこと

がわかる.また,被測定量hs(i)はC一致のレベルでは散逸的Kerr媒質の影響を受けないこと,さ
らに,probe光a,(i)の位相から,免Sの情報が取り出せることが示せた.

5 散逸的Kerr媒質によるQND測定

以下では,probe光の位相からsignal光の光子数を読みとる部分,つまり,実験装置系につ

いて考察する[5]･

5.1 実験配置

図1に,実験装置系の配置図を示す.配置図にあるMl,M2の鏡の反射率は1である.signal

図 1:井元らが提案した測定装置図

光asは,図の左側から光Kerr媒質に入射し,右側に抜ける.一方,probelaser光aはビームス
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プリッター1(以下,BSl)で,光路1,光路2に分けられる.光路1のprobe光apは,Ml,光Kerr
媒質,M2の順に通過した後,ビームスプリッタ-2(以下,BS2)において光蕗2のreference

光αγと合流する.全系は,probelaser光に対して,干渉計になっていて,光路1,光路2の位相

差を測定できる.実際には,まず,光電効果を用いる光検出器で,probe光とreference光を電

流Iに変換する.電流Iから,位相差を測ることができ,その結果signalの光子数を読み出すの
である.

5.2 ビームスプリッター

干渉計に設置されたビームスプリッタ一について考察する.まず,BSlの周辺を考えることに

する.probelaser系の消滅演算子をaとすると,BSlは反射率月(透過率1-R)で,aをprobe
光apとreference光a,に分離する.その際,BSlの空いたポートから真空状態のquantumnoiseb

が混入する･BSlから出力されるprobe光apとreference光a,は,probelaseraとquantumnoise
bから次のユニタリー変換によって表わすことができる.

ap-J亮a+vm b, a,--ノ｢二頂a+､庸b. (50)

この入出力関係は交換関係を保存し,エネルギー保存則 (入射光子数の和は出射光子数の和)

を満たす.

BSlに入射するprobelaSer入力系αに対しては,正準交換関係

la,a†一-1, 【丘,al]-1,

が成り立つ.また,その状態はcoherent状態であるとする.

lch,αa)a, αα-桓諦oa,

ただし,

alPa,Ta)a-PalPa,Ta)a, 句Pa,Ta)a-霊園1,7a)a･
である.

BSlの空いたポートから混入するquantumnoise系bに対しては,正準交換関係

[b,bI]-1, [b朝 -1,

が成り立つ.また,その状態は絶対零度の真空状態

LO,0)a,

であるとする.NETFDでは,number状態を次のように定義する.

bfblm,n)a-mlm,n)a, 坤 m,n)b-nlm,n)a.

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

次にBS2の周辺を考えることにする.BS2で,Kerr媒質を通過した後のprobe光apとrefer-
ence光αrとが合流する.このBS2は,反射率:透過率=1:1の半透鏡である.BS2通過後,下
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向きに進む光をf,右向きに進む光をgとする.I,gはそれぞれ光検出器Dl,D2で検出され,
その光子は電流に変換される.それら電流の差を実際の測定量 (電流I)として検出する.BS2

から出力されるfとgは,probe光apとreference光a,から次のユニタリー変換によって表わすこ
とが できる.

f-義(ar-ap),9-義(ar+ap)･ (57)

光検出器8 1での様子を考察する.光検出器は,その原理に光電効果を用いるものとし,理

想的に光子1個が入射すると電子1個を発生するものとする (変換効率は1である).検出時間

Tの間に,光検出器Dlに入射する光子数はflfなので,発生する電流は,(e/T)f†Jである.た
だし,eは電子の電荷とした.光検出器82についても全く同じ装置を考えると,発生する電流

は,(e/T)91gである.測定される電流Jは,二つの光検出器からの電流の差が現れるように制御
する.測定される電流の演算子は

I- : (f ff - gfg ) ･ (58)

と表すことができる.

5.3 電流演算子

BS2通過後の光はそれぞれ光検出器により光電子に変換され,それらの差が電流Jとして測

定される.ここでは,その電流演算子Jを実際に求めることにする.

測定装置系を組み入れて考えた場合,光に対する全系のhat-Hamiltonianは

H - Hs+Hp+HI+H,
- Hd+H,,

で与えられる.ただし,hdは(28)で与えたhat-Ham iltonianであり,

hr-wp(aIar一掬),

(59)

(60)

である.ここで,reference光はエネルギー散逸を受けない,もしくは,散逸の影響はprobe光

に比べて無視できる程度であるとした.reference光について時間発展を解くと,

a,(i)-a,e~i(wp汁 q/2)

を得る.ただし,干渉系の配置を調節して位相を7T/2だけずらした.
電流演算子の定義式(58)に(39),(40),(57),(61)を代入すると,

I - ≡(ft(i)I(i)A (i)9(i))

一三(a!(i)ap(i)･aL(i)ar(i))

-;((eKprstl十e- all)(e-iJPNSaか e盲JfNsaLar)
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-rs-1fs(eぺprstl-e-KprStl)(e~i舟 sapat+eiV7,"SaLar)

･2rs-1(eKprSll- Kprstl)(e-iJTF"shpa抑 vI"a(1+7-tp,afar)),
(62)

となる.測定では,光検出器で検出した電流Jからprobe光の位相を読み取り,signal光の光子
数hsを測定する.

今考えている光のエネルギーは,媒質の温度に対応する熱エネルギーよりも十分大きいた

め,絶対零度近似が成り立つ.

n3･-0･ (63)

(62)から絶対零度近似での電流演算子Jは

J=竺
T

である.ただし,

[eKptlrsOeiJb soa去ar- KptlrsOe~iJAv80apaf

-rtol(eKpElrsO-e~仰 .,)eivI"soapo,r], (64)

･8- 去 L,t'十lldLlh8-ria(11e-2KsrPt)asas]

･去/,t′十tldtlhs巧 b(1-e-2KsrpoL)h･,as]
1
2

W p -

(免S+h～S)+Wpasa"
1-2rcstlrpO-e~2ぺStlrpO 苔 (-2FCstl)i.H

Tr払 ,kt.(k+2)!2Jtstlra'

rso-1･蛋 允8,
.J季〈

rTd =1+2元云np･

とおいた.

Kerr効果は十分弱い

～乍(hs)S≪ 1.
と仮定して,全系に対する期待値を(-)で表すと,電流演算子Jの期待値は,

(I)-2三e-KptlT

Tl=

R(1-R)(･ha)a～乍Tl(hs).9,

1-e-2f'･･tl

2Jt,,tl '
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(68)

(69)

(70)

(71)
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である.一方,Kerr媒質中(t′≦t≦t′+tl)のsignalの光子数(35)で絶対零度近似をとると,

hs(i)-hs-
1- el2KSrPO(i-t')

rl〆)

くhs(i))-e-2Ks(トt')(hs)S.

αβαβ) (72)

(73)

を得る.期待値をとると

である.

(70)と(73)から,測定値として得られる電流と,被測定量のsignal光子数との関係が得ら
れる.

scalingfactorl/tは,

(hs(i))-l/i(I),

e-2rcs(トt')ercptl T 1

77 C2R(1-R)∨乍(免a)a

(74)

(75)

であり,既知の定数で表されている.(74)から,実験により電流の測定値くす)を得ると,Kerr媒
質入射時と出射時の間の任意の時刻でのsignalの光子数(免S(i))がわかることが結論づけられる.
また,電流演算子の分散を求めると,

((△I)2)-L/tT2r112

77=

R+(1-R)e2Kptl
4R(1-R)F(ha)a

1-e-2Jtstl

2FCstl )

+(W + rl)(,hs).,

W-k!.謹話 (-2Kstl,i-'1,

ただし,

(76)

を得る.これから,測定値である電流の分散と,被測定量のsignal光子数の分散との関係を求
めると

1/t2,((△I)2)-((△免S(i))2)

(7-'lR+(1-R)e2Kptl
4R(1-R)F(ha)aI(- (1-ne-2に8̀t-'',)(hs,a), (79)

である.(79)の右辺は,測定値の電流からsignal光子数を読み取る際の測定精度を表す.また,

この関係式から,電流の分散((△J)2)を測定すれば,Kerr媒質入射時と出射時の間の任意の時
刻でのsignalの光子数の分散((△hs(i))2)が,ある測定精度でわかる.媒質中に散逸がない場合
(Jts- fCp-0)の関係式を表すと,測定精度は,

T2 ((△J)2)

e24R(1-R)F(ha)≡
-((△hs(i))2)-

4R ( 1 - R )F ( .rvta ) a

(80)

である.これから,媒質中に散逸がない場合は,probelaSerの光子数を十分大きく取れば原理
的には誤差はOにすることができることがわかる.
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5.4 測定精度の解析

ここでは,例として,Kerr媒質通過勘 -t′+tlのsignalの光子数免㌢t(≡ hs(t′+tl))の測定
を考えて,その測定誤差の解析を行う.

簡単のため,BSlでの反射率をR-1/2とし,signal光とprobe光の減衰率は等しい(fC,-PCp)

ものとする.このとき,(79)は,

ut2,((△I)2)-((△免TLt)2)

rl-2
R+(1-R)eX

4R(1-R)F(免a)a･(W ･7(1- ne-3,) (hs,a),

ワニ 等 7 W-k!.読 (-I,k'1,

x-2JCstl.

である.今,媒質の長さを決めるとtlが決定するので,xは散逸の強さを表すパラメーターと

考えることができる.signalの光子数が (hs),-50,Kerr効果の強さがダニ10-4の場合を考え
る.このとき,縦軸に測定誤差,横軸にxをとったグラフが,図2である.グラフでは,上か

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

図2:縦軸は測定誤差,横軸はT.

ら順にProbelaser光子数が (瑚 a-100,200,500,5000の場合を示した･図2より,probelaser
の光子数を十分大きく取れば測定誤差を小さくはできるが,散逸を考慮すると,測定誤差 (読

み出し誤差)をOにすることはできない.つまり,散逸のため測定精度に限界(散逸による量子

限界)が現れる･従って,井元らが提案した測定装置では,この散逸による量子限界が現れる

ため,光子数のQND測定は不可能である.
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