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サンプル間の量子相関を用いた状態推定

林 正人 1 京都大学大学院 理学研究科 数学教室

概 要

量子系で独立な複数の同一状態が与えられたときの状態推定問題を扱う.本稿では,状態
間の量子力学的相互作用を用いることによって,その相互作用を用いない場合と比較してど
れだけ推定誤差が少なくできるか考察する.

1 はじめに

量子力学系で観測を行ったときに得られる 測定値については,確率的にしか予言できないこ

とは良く知られている.この測定結果 Wに関する確率分布 P(dw)は,行った測定 M と測定対

象である物理系の(測定直前の)状態 pに依存して P(dLJ)-P(dwlp,M)のように定まる･こ

のように,量子力学が統計的側面を持っている以上 量子力学の本質的理解のためには,数理統

計学と量子力学を融合させた理論体系の構築が不可欠である.また同時に,光通信システムを始

めとする量子力学に従うシステムから得られる情報の限界を追究するにもこのような理論体系

は必須である.

このような問題を扱う分野は量子推定理論と呼ばれ,対象とする物理系が量子力学に従うとき,

我々が知りうる情報の限界を統計学の立場から論ずる分野である.具体的には真の状態がある

パラメトリックな集合(些撃墜)S:-ipo∈S(71)lO∈0)2に属することだけが分っているとい

う想定の下で,未知パラメータ0の値を観測データから推定する問題を扱う.ここで,もし族 S

とともに測定 M もあらかじめ指定されていると仮定すると,確率分布 po(dw)-P(dLJIpO,M)
に従うデータ LJを見て 0を推定するという単なる確率分布のパラメータ推定の問題になって

しまうのだが,量子推定の場合には,指定されるのは族 βのみであり,測定 〟 については βの

推定という目的のために最も適したものを求めることが必要となる.このような研究は1960年

代の後半に上述の光通信システムの受信過程の最適化に関連して Helstromによって始められ

た【l】･

本稿では,独立かつ同一な未知状態 peの複数 (n個)のサンプルに対する推定問題を扱い

nぅ ∞ のときの漸近的評価を扱う.そして,サンプル間の量子相関を用いずに,個別に各サン

プルを測定した場合と,相関を用いて複数のサンプルに対して一括測定を行った場合とを比較

する･前者を非量子相関推定(Non-QuantumCorrelation,NQC推定)と呼び後者を量子相関推

走(QuantumCorrelation,QC推定)と呼ぶことにする.･なおNQC推定ではそれまでに得られ

た測定値から次のサンプルに対する測定方法を選択できるという問題設定で考える.本稿では

誤差評価の方法としておおむね平均2乗型の誤差評価を行う.大偏差型の評価については【8】を
参照のこと.

le-mailaddress:masahito@kusm･kyoto-u･acJP

271を対象となる物理系に対応するヒルベル ト空間 (表現空間)とし,S(7L)で 7i上の密度演算子の集合を表す
とする.
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以下,本論文の構成について述べる.§2では状態推定を扱 う際に必要な基本的概念を導入す

る.§2.1では先に定義した状態族 βを具体例を見ながら考えることにする.そして状態の推定

には測定過程が不可欠であるが §2.2では量子系での測定に関する定式化を与える.次いで,§2.3

では具体例を見ながら量子系での測定について考えることにする.§2.4では前節までの議論を

踏まえて NQC推定を定式化する.さらに §2.5では QC推定の定式化を与える.

§3では本稿の主題の1つである NQC推定量の漸近評価を行う.まず §3.1では如何なる量を

評価することが NQC推定量を漸近的に評価することになるか考える.その帰結として NQC
型下限 C㌻QC(C)を導入する.§3.2では先に導入した NQC型下限を下から評価する下限とし

て,SLD型下限とRLD型下限を導入する.この2つの下限には一長一短があり,両者よりも優

れた下限を§3.3では導入する.また §3.4では NQC型下限 を上から評価する量を導入する.

次に§4では QC推定量の漸近的評価を行う.§3と同じように QC型下限 ¢C(G)を導入す

る.§3での議論がかなり応用できるので,§3に比べると§4はかなり短縮できる.

そして§5では前節までの議論を踏まえて,いくつかの具体例について,NQC型下限 Ce"QC(a)

及びQC型下限 CeQC(G)を計算する.まず §5.1.1では§2.1で導入した状態族 Sc,Nについて上

記の議論を展開する.さらに§5.1.2では状態族 長 に対して同様の議論を展開する.そして §5.2

では量子2準位系について同種の議論を行う･ただしそこで述べられる(26)の証明は重要であ

るが省略した･そして§5.2.1では§2.1で導入した状態族 長=γ｡についてさらに詳しい議論を展

開する･§5･2･2でも§2･1で導入した状態族 S4-0についても同種の議論を展開する･これらの例

を通じて状態族の種類によっては量子相関を用いると,推定誤差をかなり縮小できることを確

認する.

2 問題の定式化

2.1 状態族の例

状態族の例を挙げる.Spin1/2系などの量子 2準位系では状態は以下のようにパラメトライ

ズした状態族を考えることができる.

S(C 2,-〈 p(S ly,I,:-;(yl二zxi yl'jxi) -去 Ⅰ+xJx･ yJy･zJzfx2･y2+2 2≦ 1〉 ･

同じ状態族を次のようにパラメトライズすることも考えられる.

S(C 2,- 〈- ‥- 串 sTnroceo-si冒 lr霊 )lo<- r<- 1,0≦0<2T,0≦ ¢ < う ･

さらにSの部分状態族として以下のような状態族も考えられる.密度演算子の固有値が既知で

ある場合はこの状態族の推定を考えることになる.

S,=,0‥-〈p(,0,O.¢)lo≦o<27T,0≦4,<7,)･
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そのほか以下のような状態族も考えられる.
(-o∴ )

に対応する物理量の期待値が 0である

ことのみが既知である場合の状態推定では以下の状態族の推定を考えることになる.

S4-0:-〈p(,.C,¢)lo≦r≦1,0≦0 <2可 ･

またコヒーレント状態に熟ノイズが加わった場合では以下の状態族を考えることになる.なお

lα)はコヒ-レント状態を表すことにする.

sc‥-〈p":-義 /ce瀕 ra)(αld2alEEC,N ,0)･

また,ノイズの大きさNが既知である場合は,以下の状態族の未知パラメータEを推定する問

題に帰着する.

Sc,N:-(pE,N圧∈a)･

2.2 量子測定の定式化

次にNQC測定及びQC測定の具体的な記述に入る前に表現空間7t上の量子測定について触

れておく.測定過程は図式的に書 くと以下のようになる.

入力状態 測定器 測定値

p= ,[画 > LJ

爪 爪

S(～) n

図1

したがって,測定値 W の確率分布は入力状態 p∈S(71)と測定器 M によって決定されるので

PpMで表すことにする･ここで 0 を測定値が取 りうる値の集合としたとき測定値が B⊂0に

含まれる確率はPpM(B)で表わされる･さらに,確率分布ppM に関して,量子力学の定式化から
以下の条件が要請される.

PATl.(1_A)p2(B)-入PpT(B)+(1-A)Pp,M(B)
1≧∀入≧0,∀pl,P2∈S(71),foranyBorelB⊂0･

(1)

量子力学の定式化では表現空間が 71で表される物理系での量子測定は(1)を満たすもので表さ

れるが,逆に(1)を満たす量子測定 〟 が実装可能とは限らない.しかし,本稿では定式化の単純

化のため,(1)を満たす測定が全て実装可能との仮定の下で以下の議論を進めるとする･

このとき以下の定理が知られている酢
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定理 1任意の(1)を満たす表現空間が 71となる物理系の測定 Mは以下に定義するPOVMM′
で以下のように表すとことが出来る.

ppM(B)-TrpM'(B), ∀p∈S(71),foranyBorelB⊂0･

なお,正作用素値測度の定義は以下で与えれる.

定義 2条件 を満たす以下の写像 M'を測定値集合として 0 を持つ 71上の正作用素値測度

(Positive-Operator-ValuedMeasure,E壁 辿)と呼ぶことにする･

M :♂(0)1βS+a(71) (2)

なお,β(0)を0上のBorel集合族とし,Bs+a(71)を7t上の有界な非負定借な自己共役作用素の

集合とする.そして(2)の写像に課される条件は以下で表される･

｡M(0)-0,M(0)-I

o毒M(Bi,-M(891Bi)･ (3,
(3)の左辺では弱収束を仮定する.そして測定値集合として 0 を持つ 71上の POVMの集合を

ノu(0,～)で表すことにする.

なお,表現空間が 71となる量子測定を扱う際,条件 (1)を満たす量子測定として扱うよりも,7t

上の POVMとして扱った方が理論展開が容易になる.したがって,本稿では我々は量子測定と

言えば 71上の POVMを表すこととする.そして一般に各pOVMを M'ではなくMで表す

ことにする.なお,任意の Borel集合 B⊂Rに対して M(B)が射影すなわちM(B)-M(B)2

となるPOVMのことを射影値測度(Projection-Valued-Measure,里竺坦)と呼ぶことにする･

2.3 量子測定の例

次に物理的に良く知られている量子測定が先ほど導入した POVMとしてどのように書き表

されるか考えることにする.例えば spin1/2系などの量子2準位系での物理量

に対する測定は以下で書き表されるPOVMで与えられる.

･ 雄 S ) , (臣 言 臣 ), ( 一 三 日 ( -ll-ll ) ,(;,-臣 ( : : ) I

一般に物理量 (自己共役作用素)Xに対応する測定はXのスペクトル分解 (すなわち以下の条

件を満たす Rに値を持つ PVMEx)で与えられる3.

/A
xEx(dx)-X.

3x が自己共役作用素である場合はこのようなPVMExは一意に存在する.証明は日合 ･柳【5】を参照のこと･
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特に表現空間 71が L2(A)である場合は個数演算子 ∑,:=.nln)(nlに対応する測定は個数測定

と呼ばれ以下では N と書 くことにする･なお§2･1で与えた状態 pE.Oに対して個数測定 N を行

うと期待値 鳳2のポアソン分布が得られ,状態 po,N に対して同じく個数測定 N を行うと期待

値 Ⅳ の幾何分布が得られる.

今述べた測定は各 Borel集合 B⊂0に対して,M(B)が射影になる(射影性を満たす)もの

であった.しかし,一般には §2.2で定義された測定は必ずしも射影性を満たすものばか りでは

ない.

例えば pvM の凸結合で与えられる POVM は必ずしも射影性を満たすとは限らない.以下

では物理量 X 1,...,Xdの測定 Exl,- .Exdの凸結合として表される POVM のことを物理量

X 1,...,Xdの ランダム測定 と呼ぶことにする.

しかし,ランダム測定以外にも以下に述べるヘテロダイン測定のように射影性を満たさない

測定で重要なものも数多く有る.

ここで紹介するNaimarkの拡張定理は一般の POVMがPVMから構成することが出来るこ

とを示している.証明は[4,5]を参照のこと･

補題 3任意の POVM M ∈Ju(0,71)に対して,以下の条件を満たす ヒルベル ト空間 7ioと

7Lo上の密度演算子 poとpVME∈Ju(0,71⑳710)が取れる.

TrpM(B)-Trp⑳poE(B), foranyBorelB⊂0,∀p∈S(刀)･

3つ組 (710,p.,E)のことを M の Naimark拡張と呼ぶことにする.

表現空間 71が L2(A)である場合で,以下の Cに値を持つ POVMH で与えられる測定がヘ

テロダイン測定として知られている.

H(B):- 壬/B回(αld2α･

なお§2･1で与えた状態pE.N に対してヘテロダイン測定 H を行うと期待値 E,分散 N+1のC上の

ガウス分布が得られる･このヘテロダイン測定HのNaimark拡張は(L2(A),LO)(OF,Ep,a)で与え

られる･なお EP,eは 巧 R)⑳L2(A)上の2つの物理量 P‥-p⑳Io+Ⅰ⑳Po,a‥-Q⑳Io-I⑳Qo
の同時スペクトル分解を表すことする.(i,か ま可換であるので同時スペクトル分解が存在する.)

ヘテロダイン測定 H はハーフミラーを用いて以下のよう実験すれば可能である.

p 周
･ゝ .

直

図2
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E]は物理量 P を直 は物理量 Qを測定する測定器を表す･図2では Naimark拡張の poと
して,コヒーレント状態 IO)(Olを用いたわけであるが,さらに poとしてコヒーレント状態では

なくスクイズド状態を用いることも可能である.そのようにして構成される POVM のことを

スクイズド状態を用いたヘテロダイン測定 と呼ぶことにする.

2.4 NQC推定の定式化

先にも述べたように本稿ではNQC推定とQC推定の2つの場合に別けて推定誤差を評価す

ることが目的であった.そのために,以下ではNQC推定及びQC推定の両者の問題設定を数学

的に定式化することにする.

NQC推定では各単一のサンプルに対する測定のみ可能とする.ただし,k番目のサンプルに対

する測定はそれまでに得られた k-1個の観測値から決定することが可能であるとする.なお,

異なる測定から得られた測定値は別の測定値と見なすことにする.そしてつぎの段階は得られた

n個の測定値からパラメータの推定値を与える関数を構成することになる.n個のサンプルが準

備されたとの仮定の下ではk-1個の測定値 LJl,… ,WL･_1からk番目の測定 Mk(LJl,… ,LJk_1)

を与える関数の列fn:-tMk)芸=1と,n個の測定値 LUl,.‥,Wnから推定値 Tn(LJl,･･･,LJn)を与

える関数 乱 の双方を最適化することが要求される.なお,最適化の対象となる (氏,㌔)の･こと

をNQC推定量 と呼ぶことにする.NQC推定を図式的に書 くと以下のようになる.

n個のサンプル 測定器 測定値 データ変換

図3
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2.5 QC推定の定式化

一方 QC推定では,同一な未知状態の peが n 個,独立に準備されるとの仮定の上で考え

る･そして,量子状態 poの n 個のサンプルが独立に準備された状態をp雷n:-eiBi霊β
n

で表されると仮定して議論を進める4.ここで n 個のサンプルからなる物理系の表現空間は

7t⑳n:-u⑳･･･⑳71で表されるとする.したがって我々が取 り得る選択肢は表現空間 71⑳n上
E===ヨ====コl

†t
の量子測定 Mnの最適化と測定値から推定値を与える関数 Tnの最適化の2段階に分けられる.

しかし,測定値集合を推定値からなる集合となるPOVMを考えると,2つの最適化プロセスは

統合できる.すなわち,(Mn,Tn)の組の代 りに Mn｡(Tn)-1∈Ju(Rd,7t⑳n)を考えるわけであ

る･したがって,最適化の対象となるのは71⑳†l上の推定値の集合 (この場合は Rd)を測定値集

合として持つPOVMM となる.以下では Ju(Rd,71⑳n)の元 MnのことをQC推定量 と呼ぶ

ことにする.また§2.4で定式化したNQC推定量はQC推定量に含まれる.例えばNQC推定量

(Cn:-(Mk)芸=1,Tn)は以下に定義するQC推定量 M(Cn,Tn)として表される.

〟(島,㌔)(β):-
/T,:1(B,@Mk(wl,… ,LJk_1)(dLJL･),∀B⊂Rdon7t⑳n.

QC推定を図式的に書 くと以下のようになる.

n個のサンプル テンソル状態 (一括)測定器 測定値-推定値

伽

⑳

伽

⑳

伽

⑳

･
･
･

⑳

伽

3 NQC推定量の漸近的評価

以下ではNQC推定量について考察する.

図4

4ここで,Bose統計やFermi 統計を考慮した定式化も考えられる
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3.1 NQC型下限 Co"QC(G)の導入

0でのNQC推定量 (Cn,Tn)の平均2乗型誤差Vo(fn,Tn)は以下の dxdの実対称行列とする･

vei,3'(fn,T):-/-I/(Tl(wl,- ,Wn)-Oi)(T3'(wl,･･･,Wn)-03')peCn(dwl,- ,dun)･ (4)
E = = 烹 ==コl

†一

ただし PCE71(dLJl,… ,dLJn)は以下で定義される確率測度とする.

pef"(dwl,… ,dLJn):-TrpeMl(dul)･-TrpOMn(LJl,- ,Wn-1)(dLJn)･

以下では推定量の漸近的な誤差評価を行う.このためには単独の推定量 (島,㌔)ではなく,推

定量の系列 f:-((fn,Tn))ncD=1について考える必要がある･以下,しばらくは問題の単純化のた

め,未知パラメータが 1つの場合に限って話を進める.すなわち(4)で定義される量が単なる実

数である場合について考える.まず,推定量の系列 Cを漸近的に評価する方法として,単純に考

えられる1つの方法として以下に定義する量の評価が考えられる.

vo(C)‥-五品 nve(fn,Tn). (5)
n1〇0

しかし,常に推定値として Oo を与える推定量を考えると,0-00のときは VTe(C)は 0となる

が,このような推定量は全 く意味がない.単純に VC(f)だけの最適化ではこのような弊害があ

る.従って,このような弊害を避けるため以下に定義する量の最適化を考える.

∇eo(C):-ell聖.VC(C)･ (6)

確かに∇C｡(C)については,先はどのような推定量について 0になるということは起らない･

しかしノ ラヾメータ数が複数あるときを考えると(5)及び(6)の右辺は定義されない.その場

合は,

veo(f):-既 nlimnnVTe(Cn,Tn)･ (7)

が収束すると仮定L Ve｡(f)を評価の基準とすることが考えられる.

しかし,VC｡(C)を評価するといっても,dxd対称行列全体は仝順序集合ではないのでそのま

までは評価は困難である.例えば,1番目のパラメータに対してのみ多 くの情報を与え,他のパ

ラメータにはほとんど情報を与えない測定も考えられる.逆に2番目のパラメータに対しては

良い精度で推定できるが,1番目のパラメータに対しては全 く情報を与えない推定量も考えられ

る.しかも,このような2つの推定量に対してはdxd対称行列全体で定義される順序

(A≧B ⇔ A-Bが非負定借行列)では優劣の判断は出来ない.そのような状況に対応

するため,何らかの形で VC｡(C)を全順序集合 (例えば実数全体)に写してその上で評価を行う必

要がある･その方法として適当な重み行列 G(Gは dxdの正定借対称行列)を用いて以下の量

Coo(G,C)を定義し,Ce.(G,f)の最小化を考える5.(この量の定義については(7)の収束は仮定

5本稿では trでパラメータに関する traceを表し,Trでヒルベルト空間 γ に関する traceを表すことにする.

-687-



研究会報告

しなくともよい.)

cc.(G,C):-石高 前石 ntrGVe(fn,Tn).
019on1〇o

したがって以下では次に定義するNQC型下限Co"nQC(G)について考えることにする.

cc".QC(G):-inf(COO(G,C)匿は NQC推定量の系列)･

なお古典的な場合すなわち状態族 Sの全ての元が互いに可換である場合は,後に定義するSLD-

Fisher情報行列 Joの逆行列でVe(f)が下から評価でき,しかも,最尤推定量と呼ばれる推定量

の系列でその下限が達成される.この場合,各パラメータに対して最適な測定が共通に取れるの

で,各パラメータに対して同時に最適な推定量が構成できることになる.しかしながら,一般に

量子系では各パラメータに対応する最適な測定が互いに非可換であるため上記のように Ve(f)

に適当な重み行列を掛けて traceをとったものを最小化する戦略が取られる.

また先ほど定義した Co"QC(a)に関して以下の補選が成立する･

補遺 4NQC型下限 Ce"QC(G)について以下の式が成立する.

ce"QC(a)-inf(trG(Jo")llM は 71上のPOVM

-inf(trGVTe(M)rM は Cでの任意の局所不偏推定量 )･ (8)

証明は§Aを参照のこと･なお JeTは確率分布族fTrpeM()rO∈0)の 0-00での Fisher情

報行列を表す.そして Rd を測定値集合にもつPOVM M ∈ルー(Rd,7i)で以下の条件を満たす

ものをβ-β｡での局所不偏推定量 と呼ぶことにする.

LxiTrpeoM(dx,-Oi, /RdXiTrgJe=O｡M(dx,-63･･

co"QC(G)については,適当な正則条件のもとで以下の定理が成立することが知られている[6].

定理 5以下の等式を満たすNQC推定量の系列 f:-(fn,Tn)ncx3=1が取れる.

cc(a,C)-Co"QC(G), ∀0∈0.

3･2 SLD型下限 CoS(a)とRLD型下限 CoR(a)

次に問題となることは CC"QC(G)の計算であるが,CO"QC(G)の評価に関して以下の2つの定
理を得る.

定理 6(10)で定義される SLD-Fisher情報行列 JCを用いると,以下の評価式を得る.M をC

での局所不偏推定量としたとき,以下の不等式が成立する.

Vo(M)≧(Je)-1
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そして CC"QC(G)について以下の不等式を得る.

cc"QC(G)≧Cos(a):-trG(Jo)~1

なお,SLD-Fisher情報行列 Jo及び対称対数微分 (旦辺 )Loは以下で定義される･

Jo;i,,･･･-;(TrLe:iPoLo;,IILO:,･peLe:i)
ape

aOi 2=! (Le:iPe ' poLe;i).

ここで,対称対数微分 (SLD)Loは(ll)を満たす自己共役作用素として定義される6･なお,peが

退化しているときは一般には (ll)を満たす自己共役作用素 LO一意には存在しない･しかし,LO

の取 り方に任意性が有っても,JC;i.,･は一意に定まる･

証明 M ∈Ju(Rd,7L)を任意の局所不偏推定量 とする･ このとき,任意のベ クトル a-

(al,- ,ad),a-(bl,･･･,bd)をとる･そして Xk‥-IRdXiM(dx)とお く･このとき,

/Rd(gaiXi-gaiXk ) M(dx,(ga iX i 一重aiXk) 2 0

より,

/Rd(iaiXi) 2M(ix,≧ (套aiXk ) 2

を得る.そしてシュワルツの不等式 と局所不偏性条件 を用いると以下の式変形を得る.

･r( (gaiXk)2pe)･Tr((ibiLi)2pe)

同

t膚相川u

同

卜
膚
t
u

l
I2

同

t膚
相川u

川

円

Ⅷt膚川u
>
一

(套 aibi)

2

♂

∑aiX嘉
i=1 )(g biLi) I(童 biLi) (gaiX k))pe) ) 2

(12)

(1 3 )

従って (12)及び(13)より,以 下を得る.

a･ve(M,a･b･J eb- (i (gaiXi)2 ･T rpcM(dx,) Tr((g biLi) 2 p撞 aib二) 2 ･

6ただし(ll)を満たす自己共役作用素は一般に存在するとは限らない,以下では存在するとの仮定の下で議論を
進めろ.
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ここで b:-Je-laとすると,

すなわち,

を得る.従って(9)を得た･

同様に以下の定理を得る.

a･vo(M)a･a'Je-1a>_(a'Je-1a)2,

a*ve(M)a≧a*JC-1a

定理 7peが非退化のとき,(15)で定義される RLD-Fisher情報行列 Jeを用いると,以下の評

価式を得る.〟 を局所不偏推定量としたとき,以下の不等式が成立する.

ve(M)≧(J-3)~1

そして Co"QC(G)について以下の不等式を得る･

cc"QC(G)≧Con(G):-inf(trGVlv‥実対称行列で ,Ⅴ≧(J-e)-1･〉

=T,GRe(JC)-1+TrLv膏Im(J-e)-1J司.

なお RLD-Fisher情報行列 jo及び対称対数微分(旦辺 )LOは以下で定義される.

JC;i,,･:-Tr(Le;i)'poLe:i
Le;i:-PC-1

(14)

なおここでは(16)で定義した LO:iについてTr(Lo;i)*peLe:i<∞ との仮定をおくことにする･

証明 (14)の証明は(9)の証明とほぼ同じようにして出来るが考えている内積の形が異なるの

で若干の変更が必要である.XM は(9)の証明と同じように定義すればよいが,a,bについては

任意の複素ベクトルとする.そして(12)に対応する部分は以下のように書き直される･

/Rd(iaiXi一章aiX k ) M(dx,(巨 i 一重- ) ≧ 0

よ り ,

/Rd(gaiXi) (童d )M(叫 ≧ (童aiXk ) (童- )
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を得る.そして(13)と同様にして,シュワルツの不等式と局所不偏性条件を用いると以下の式変

形を得る.

･r((童琉 )pe(

≡(Tr(g司 po(

-(童wi)2･

d
∑i=1aiXk))･Tr((童申Li)pe(童biLi))
♂
吉biLi

(18)

以下は先ほどと全 く同様の議論を繰 り返すことにより(14)を得る. □

po及び各 凱 =C.～(i-1,- ,d)が互いに可換であるときはSLD-Fisher情報行列 JoとRLD-
Fisher情報行列 Joは互いに一致するが,一般には両者は一致しない.

次に以下で作用素のなす空間LZを定義する･

LZ:-(xLX は必ずしも有界とは限らない u 上の線形作用素で TrX*px <∞ となるもの･)

この定義の下で L芸からL芸への線形写像Dを以下の条件を満たすものものとして定義する･

;(D(X)p･pD(X))-lX,p]･

このとき以下の定理を得る【3】.

定理 8LO･.1,･･･,Lo:dで張られるL…Cの線形部分空間Tp'Cが先に定義した作用素 Dの作用に関

して閉じているとき,(D不変であるとき)ceR(G)≧oes(G)を得る･

3･3 RLD型下限 CoR(a)と SLD型下限 CeR(G)の統一

しかし,定理8の条件を満たさない場合については2つの下限 CoR(G),CeS(G)には一長一短が

有り必ずしも片方が良いとは言えない.そこで両者を統一するために以下の量を考える.まず

線形空間InvD(Tp'e):-∑nn=lDn(Tp'e)⊂L30を考える･この空間はTp'Oを含むDの作用に関し

て不変なL30の部分空間の中で最小なものとなる･以下では InvD(Tp'e)の次元が有限であると

の仮定の下で議論を進める･そしてInvD(Tp'e)の基底Ll,･-Le を取る･ここでLlからLdは

Le:1,- ,LO:d と一致し,なおかつpeLiは自己共役作用素とする.そして以下のようにjeIを走
義する

JeI:i,,.:-Tr(Li)'poL,･･

以下では行列 JoI:i.)のことを最小 D不変 RLD-Fisher行列と呼ぶことにする･このとき以下の

ことが示せる･任意の測定 M ∈Ju(Rd,7i)に対してJeM･Iを以下のように定義する.

Jo%I:-/Rdlt"(I)l,M(I"rpoM(dx)･

llM(x‖まTrpoLiM(dx)の確率測度 TrpeM(dx)に関するRadon-Nikodym微分とする.
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補題 9 このとき以下の式を得る.

jeI≧JoM･I.

証明 ここで確率変数Xi(I):-=;-1(JC"･I):,ll,"(I)を定義する･すると,

/RdXi(I)x,'(I)- M(dx)-(Je",I)-1'i'j
/Rd

Xi(I)i,M(a:)TrpeM(dx)-63･

となる.ここで定理7の証明と同様にして(21)より,

[/RdXi(I)xj(x"rpeM(dx)]≧[(Jet)-1'i'j]
を得る.従って(20)及び(22)より(19)を得る.

したがって,以下の不等式を得る.

ce"QC(G)≧CCH(G):-inf(trG(PJP)~1FJ:exe実対称行列で 克 ≧J)･

(19)

なおPはInvD(Tp'e)からTp'e)への射影とする･ここで与えられた下限CCH(G)はCeS(G),CeR(a)
より優れた下限を与えていることが確かめられる.

3.4 NQC型下限 Co"QC(a)の上阪

次に Co"QC(G)の上限を求める.補遺4によりCC"QC(G)は(8)で与えられるが,(8)での M
に課す条件をもう少し強くして,以下の量を考える7.

COU(G):-inftrGVo(M)
〟 は βでの任意の局所不偏推定量でかつ対称対数微分の

線形和で表される複数の物理量のランダム測定となっている.

Hayashil7]によるとcoU(a)は以下のように計算できる.

coU(G,-(trJ万 甲 2･
さらにCCU(G)≧CO"QC(a)となるが,ここで等号成立するための必要十分条件は以下で与えら

れる[7】･

(∑,1=1a3'LC;,I)pe(∑ ,1=la,'Lo:,･)

∑プ=1∑f=1aia3'Jo;i,メ
(∑,1=lU'Lo:i)po(∑ ,1=lU'Lo;,･)

∑,1=1∑.1=1bib,'JC;i.,･
∀a-(a1,...ad),∀b-(bl,.‥ bd)∈Rd.

7ランダム測定の定義については§2.3を参照のこと.
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4 QC推定量の漸近的評価

次にQC推定量の漸近的性質について評価する. n 個のサンプルに村する推定量 Mn∈

Ju(Rd,7t⑳n)の平均 2乗型誤差 VC(Mn)は (4)と同じように以下のdxdの実対称行列で与
えられる.

vei･j(Mn):-/Rd(0'iI0i)(aj-0,')TrpoM(dÔ)･

さらに§3.1と同じように,以下では推定量の系列 f :-tMnk)宗=1の漸近的評価を行う.なお

Mnりま nL･個のサンプルからなる系,すなわちu⑳nL.上の測定とする.(言い換えるとMnりま

Ju(Rd,71⑳nL-) の要素となる.)そして前節と同じような理由からQC型下限 CeQC(a)を以下の

ように走義する.

coQC(G):-imf(cc(G,F)‥-転 藍 nktrGVO(Mnk)LF叫 C推定量の系列〉･

そして CeQC(a)について以下の補遺が成立する.

補題 10以下の等式が成立する.

cOQC(a)-生型 nCe"QC,⑳n(a).
nl o〇

ただしCe"QC.@n(G)は状態族 ipo@nIO∈0)のNQC型下限とする.

証明は補選4と同様にすると良い.この C㌘C(G)については定理 5と同様にして,適当な正則

条件のもとで以下の定理が成立することが知られている[6】.

定理 11以下の等式を満たすQC推定量の系列の列7m:-(MAk)X=1が取れる.

limCC(G,7m)-CoQC(G),∀0∈0.m-+〇0

なお 状態族 ipe@np∈0)の SLD-Fisher情報行列をJeOn,RLDIFisher情報行列をjeOnとする

と,以下の等式を得る.

Jeen-nJeOl,Je@n-nJe@1.

従って,定理6,定理7,補遺10及び(24)を用いると,以下の不等式を得る.

ceQC≧cos(G),CeQC≧ceR(a).

さらに状態族 ipe@nlO∈㊤)の最小 D不変 RLD-Fisher行列をjeI･⑳nと書くと,

jeIl⑳n- nJeI･⑳1

となることから以下を得る.

ceQC(G)≧CCH(G).
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5 例と計算

この節では今まで展開されてきた理論を用いて§2.1で与えられた状態族についてCOQC(G),Co"QC(G)

を計算する.

5.1 熟ノイズが入ったコヒーレント状態族

5.1.1 部分状態族 長,〟

まず始めにノイズの大きさが既知である場合のコヒーレント状態の推定問題,すなわち状

態族 Sc.N :- (pel+C2i.Nle∈ R2) の推定問題を考える. この場合 D 不変となり,CeR(G)-

2(N+圭)91+～/91?-922-932となる【2,3]･ただし G を Gニ

トライズした.

91+92 93

93 g1-92

さらにヘテロダイン測定 H を用いたときの2乗誤差はVe(H)-

)

とパラメ

(".'1 N O.1)で与え

られ,CeR(Ⅰ)-trvo(H)となり,CO"QC(I)-CeR(Ⅰ)を得る.

さらに一般の重み行列 Gについてはスクイズド状態を用いたヘテロダイン測定8を用いるこ

とにより,CoR(G)は達成される.従って,一般の G>0についてCo"QC(G)-CoQC(G)-CeR(G)
となる.この式は,量子相関を用いても推定精度が上がらないことを示している.

5.1.2 状態族 長

次にノイズの大きさも未知である場合のコヒーレント状態の推定問題,すなわち状態族 長 :-

(pet.C2i,C3le∈R3)の推定問題を考える･この場合についてもD不変となり,CeR(G)-2(N+圭)91

+Jg卜922-932+N(N+1)9.となる.ただしGをG-

ライズした.さらにこのとき 【10】での議論を用いると,C

′′
L

N
♂

91+92 93 0

>ー
hu

釣
o

Gq
rH-

CO▼

2♂一
O

1ハy
0

90)

とパラメト

CeR(G)となることが示せ

る.(証明略)また,このときサンプル間の量子相関をうまく利用するとC『(G)を達成する QC

推定量が構成できる･例えば,以下のようにp8%を測定すれば良い･まず p錆にサンプル同士

をうまく相互作用させて,以下のように時間発展させると良い.

聯 ripv6川 ⑳p.TN-1･

そして,1番目のサンプルに村してはヘテロダイン測定 H を行いその測定値をそのままEの推

定値とし,残 りの n-1個のサンプルに対しては個数測定 N を行い平均値を N の推定値とす

れば良い.

例えば n=4のときについては次の図5のようにハーフミラーを組み合わせた測定を行えば

よい.

8スクイズド状態を用いたヘテロダイン測定の定義については §2.3を参照のこと.
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プ匝l

PE.N Po,N
r′

巴l

イ

｣＼
PE.N P>象,N po,〟

･′

こ＼

Pv旬.N
1

イ

PE.N
⊥＼

Po,〟

･ゝ

P2E･㌍

す回

一画

斗回

図5

ここで 匝 恒 個数測定を,[亘]はヘテロダイン測定を表すとする･

そして,サンプル数 n が 2の巾乗のときは同様の量子相関を用いた測定が構成できる･従っ

て,このような測定器の列の極限を考えると,漸近的に複素振幅 E- 01+02iとノイズの大きさ

N- C3を互いに情報を失うことなく同時に測定できる.したがって CeQC(G)-Con(G)を得る･

5.2 量子2準位系での状態推定

量子2準位系では条件 (23)を満たすことが確かめられ,

ce"QC(G)-CCU(G). (25)

を得る.同様に条件(23)は部分状態族でも満たされるので(25)はS(C2)の部分状態族でも成立

する･またS(C2)ではTp'CがDの作用に関して不変であるため,RLD型下限 CeR(G)が CCH(G)
と等しくなる.さらにその RLD型限 CoR(G)はサンプル間の量子相関を許すことにより達成で

きる.(証明略).従って以下の式を得る.

C㌘C(G)-C『(G).
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さらに,CoH(G)の導出過程を振 り替えると,Tp'C がDの作用に関して不変でRLD型下限CeR(a)
が達成可能な状態族ではその部分状態族での下限 CCH(G)は達成可能となる.従ってS(C2)の

部分状態族では以下の式が成立する.

coQC(G)-CCH(G). (27)

以下ここで述べた内容について具体的なS(C2)の部分状態族について計算することにする.

5.2.1 部分状態族 Sr=,0

ここでpe-p(,0.号,0)-圭

0㍗≡d･
r山

とパラメ

同
相川u

屈

0

i)

(rl. rlO)
のとき につ い ての み 考える .このときLO- ro

となる.そこで先ほどと同じように重み行列を G=

ライズすると,この部分状態族は D不変であることから(27)

ceQC(G)-Con(G)-

を得る･さらに条件(25)より,

cc"QC(G)-CCU(G)-

2(91+rov官苛 ｢ 召)

(

よ

91

り

(
-1 0

01

+92 93

93 91-92

(柿 +茜=万福)2

を得る.さらにこれらを用いて,VC(f)-
(
I+y I

.Z I-

ro2

y)
取りうる範囲の境界はNQC推定の場合以下の式で表される

1+V/r.4(y2+Z2)+1

一方,QC推定の場合,境界は以下の式で表される.

X=1+Jr.4(y2+Z2)+r.2

とパラメトライズするとVC(7)の

これらの境界は y一軸 と2-軸との回転に関して対称である.

次にJ君の取り得る範囲の境界を先ほどと同じパラメトライズの下で考える.NQC推定の

場合,境界は以下の式で得られる.

x-普,y2+Z2≦宮

一方,QC推定の場合は以下の式で記述される.

r.2･(1-i)2(y2･Z2)

1-ro2
,y2+Z2 <建~4

ともに γ｡-1のときには両者が一致することが確かめられる.
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5･2･2 部分状態族 S4-0

先ほどと同じように,ここでpo- p(,o･昔･O) l
l2≡

ときはCCH(G)-COS(a)となる･ここで 毒 -I

(

と

1

γorlO)
のときについてのみ考える.この

なる座標系で考える.従って,先ほどと同じ

ように重み行列 Gをパラメトライズすると,以下の式を得る.

ce"QC(G)-CCU(G)- っ弱+り弱
2F
nuceQC(G)-cos(G)-291.

vTo(F)の取りうる範囲の境界は§5.2.1と同じようにパラメトライズして考える.NQC推定の場

合は(28)で QC推定の場合は (29)で記述される.

x -1+節 . (29)

JoMの取り得る範囲の境界についてもNQC推定の場合は(30)で QC推定の場合は (31)で記
述される.

弓 , y2+Z2<1 (30)

x-1一府 , y2+Z2<1. (31)

なおこのモデルの場合 QC型下限 COQC(G)を(r,00)で局所的に達成させるには n個のサンプ
ルに対しては物理量

堤 ):-Leo⑳Ⅰ⑳ - ⑳I+I⑳Le.⑳ ･･･⑳I+･･･+Ⅰ⑳I⑳ ･･･⑳玩 ･ (32)

と物理量

(L(n))2‥-(Jtn))2+(JLn))2+(qin))2

を同時に測定すればよい.そのような測定から得られるデータを適切に処理することによって

構成される推定量を考えるとCeQC(G)が達成される.なお qin),JLn),C,in)6ま(32)と同様に定義
することとする.

6 結論

本研究を通じてサンプル間の量子相関を用いることによって推定精度が向上することがはっ

きりした･今後 NQC型下限 CO"QC(G)及びCoQC(G)を求めるより一般的な手法を確立する必
要がある.
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A 補題4の証明

補題4の証明 始めに以下を示す.

ceTQC(G)≧inf(trG(JoT)11lMは 71上の任意のPOVM 〉･ (33)

NQC推定量 8-(fn,Tn)について考える.COO(G,f)<∞ とすると,Ooの適当な近傍で以下

の式を得る.

lim E昌(fn,Tn)-Ol･
n---･}(:〉0

このとき,Eb(Cn,Tn)を以下のように走義した.

Ei(fn,Tn):-十･･/Ti(wl , . ･ ･,un)PoCTl(dwl,- ,dun)･
⊆==烹==コl

†1

以下 Gが対角になる座標を取って考える.そして,以下の定義を行う.

(An,e(f));.:-
∂Ei(fn,Tn)

aO3' (♂)

(34)

n個のサンプルに対して,再帰的な測定の系列 Cnを行ったときに得られる,確率分布族の0-00

での Fisher情報行列をJCS.nで表すことにする･Cram6r-Rao不等式の証明と同様にして,

･vei･j(cn,Ti,]i･j≧ ls(An,e(8,,冊 ,-1;L'･t(An･o(" f']i.i

を得る･さらに【6]より,以下の条件を満たす 71上のPOVMCn(0)が取れる.

三Jef71-Jot-Ì0'

従って,

n∑Gj.iVei･j(fn,Tn)≧∑ G,･.i(An,e(C))tit(JeSTt'3')-1:L''L(An.e(C))f (35)i,i i.i.A:.I
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を得る.さらに,任意のa∈Rdについて,

∑al(An,C.+af(f))f'Gj,i(An.C.'at(f))i.all-∑a'Gl.kaL･
i,i,Ll,l

盟

¥

∂Ei(Cn,Tn)
∂βJ

dEg.+at(Cn,In)
dt

(34)より補選 12が使えるので,

lim lim
ll0n一〇〇

k,I

G,.,,･-∑ (a')2G,･.,･

Gj,,I-∑ (al)2G,･,,･･
J

dEgo+at(8.日Tn)
dt

-(al)2≧0.

従って (a∈R刊aII-1)はコンパクトであるから,

05.藍誹 Fl,吉 a,(y (An･o(8,,f'G3･.i(An.e(C))i･) - Gt,L･) all

･ivfaH-1,( ; (

>lim lim
~tlOnlcnia∈叫HaH-1)

任意の nについて (JeCJe')~1

dESo+at(Cn ,Tn)
dt

･t,)2G3･･j- ; (a,I,2G3･･j)20･

は正定借行列であるので,

05.藍 ∑ _(Jefn'e')-1'k'L(An,e(f))f'Gj.i(An,e(f))工 ∑ Gt,L･(JoCǹe')-刷 ≧o
i.3'､A:.t

を得る.従って(35)を用いると,

limlimO一Con1∝･
>lim lim~elConlcx)

>limlim
∂1βpTlう∞

Ll.I

n∑G,･,iVoi,''(En,Tn)i,i

∑ (Jefn'3')-1:Ll.t(An.e(f))iG,I.i(An,e(f))tit
i.31,k,I

∑Gl,Ll(JefJO')ll;kl'lLt.I

･箆inf(trG(Jo")-1tM は u 上の任意のPOVM )

-inf(trG(JOT)-1M は u 上の任意のPOVM

(36)

(37)

従って(33)を得た.なお(37)の最後の等式はモデルに適切な正則性条件を課せば成立する.本

稿ではそのような正則性条件が成立していると仮定して議論を進める.さらに 〟 を任意の測
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定借集合 n上の任意の測定とする.そして,確率分布族 iTrpeM(･)IO∈6号の最尤推定量をTn
とすることにする.そして,同一の測定 M を n個のサンプルに対して行う測定をM xnと書

くことにすると,以下の式を得る.例えば刑を参照のこと･

nlimnnVo(Mxn,fn)-(JC")-1

従って(33)で等号が成立する･

次に以下の(38)を示す.

inf(trG(JOT)~1M は 71上の任意のPOVM

-inf(trGVe.(M)lM はOoでの局所不偏推定量 )･ (38)

M を任意の局所不偏推定量とする.するとCram6r-Rao不等式より,

ve(M)>_(JeM)-1

逆に M を任意の測定値集合 n上の任意の測定としたとき,以下の2つの条件を満たす 0から

Rdへの写像 Tがとれる.

o(M,T)は0.での局所不偏推定量 , ova(M,T)-(JoM)ll

従って(38)を得る. □

補遺 12実数から実数への1回微分が連続な関数の列 fnを考える.I.の近傍で以下の条件が

成立するとする.

limfn(x)-ax･nlcx〇

このとき,

･iT.sxTPliT.snup(普(I,)2Ia2≧0

を得る.

証明 補選を証明するには x｡の近傍で

lim fn(x)-Il1一こ>〇

となる関数列 fnに対して,

･iT.SCTP lip.snup 豊 ( x o ) ≧ 1
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となることを示すと良い.これを示すには,

limfn(I)-0nう〇o

となる関数列 fnに対して,

･iT)SXTPlip.sSp i (x o ) ≧0
(39)

を示すとよい.以下では(39)が成立しないと仮定して矛盾を導 く.すなわち以下の条件を満た

す閉区間 【C,d]が存在するとする.

9(I)･･-lip)S:p豊 (I),∀xElc,d]

さらに補選13の(40)が成立するような 【C,d]の閉部分区間【a,b]を取る.このとき,

la,b]-Un--1〈吋 a,b車(I)<-三〉･

ここで十分小さな ∂>0を取ると,

Ml:-P((x∈【a,b]lg(x)<-6))>0

ただし 〝は Lebesgue測度とする.

vn:- (吋 a,b峰 (I)<一芸, ∀- ,n)

とすると,

p(uncx'=1Vn)>_Ml

となる.したがって,十分大きな Ⅳ を取ると,

M2:-FL(Vn)>0

となる･m >N とすると条件 (40)より,

撲(x,dx-Lb,､帆 砦(I,dx･/vni (x,dx≦措 (I,dx-一等
従って

6M2
lf-(b)-I-(a)I≧rr

ここで m ぅ ∞ を取ると矛盾を得る.
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補遺 13Rの開部分集合 Uで以下の条件を満たすものが存在するとする.

･〈鳩 (可 ≧ 0∀ご∈U)<-

このとき,以下の条件を満たす Uの閉区間【a,b]と正の整数 Nが存在する.

豊(I)≦O,∀xEla,b],∀n≧Ⅳ･ (40)

証明 背理法を用いて示す.すなわち,任意の Uの閉区間 ta,b]と任意の正の整数 N に対し

て,以下の条件を満たす n≧N とx∈【a,b]が取れる.

豊 回 ,0･
従って,以下の条件を満たす閉区間の列 U⊃【al,bl]⊇【a2,b2]⊇-･と整数の列 nl<n2< ･･･

が取れる.

豊回 ,0,∀xEh･,a,･]･

xo∈∩,y=lla,･,a,.]≠めとすると,

豊(x｡),o

となり矛盾. [コ
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