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非線形性が強い力学系では､古典軌道が不安定となり､カオス現象が現れる｡この性質により､非線形

性は､エルゴード性や不可逆性の起源など統計力学の基礎との関係から注目されている｡しかし､このよ

うな考え方は､古典系でのみ正当であり､量子系-自然に拡張されないと考えられる｡というのも､量子

系では不確定性関係のため､軌道という概念を元々持ちにくい上､状態を記述する波動関数が細かい位相

空間構造を創れないからである｡最近になり､古典極限でカオスになる系に少数の振動子 (冗長な自由度)

を接触させることにより､量子系であっても､(厳密な意味でないにしても)カオス的な振舞をさせられる

ことが分かってきた｡本発表では､冗長な自由度によって表面化した擬似カオス性を動力学的な観点から

解析するため､deBroglie-Bohm流の量子力学の解釈に伴う量子軌道を用いて視覚化することを提案する｡

また､本研究の動機となった量子宇宙論との関係も適宜紹介する｡

1 Introduction

非線形性が強い力学系では､カオスと呼ばれる不規則性が現れる｡力学系におけるカオス現象は､積分

の喪失や古典軌道の不安定性といった性質によって説明される｡このカオス性は､エルゴード性や混合性

といった統計力学の基礎付けに関わる性質との関連からも重要である｡詳細については､Ref.【llの1章を

参照されたい｡

非線形性のそのような役割は､量子系-自然に拡張できないものと考えられる｡例えば､カオスのモデ

ルとしてよく知られている力学系､キック回転子を考えてみよう｡ハミルトニアンは､

⊂)O
Hk(q,P;i)-去p2+ kcos(q)∑6(i-nT) (1･1)n=1

と表される｡ここで､q､pは､それぞれ､角変数､および､作用変数である｡従って､q∈【0,2打)｡第二

項は､i-nTの時刻のみ激力として働 く非線形ポテンシャルであり､定数 kは､その強度を調整するパラ

メータである｡離散化された時刻t-nTにおける力学変数 (qn,pn)≡(q(i- nT+0),p(i -nT+0))に

注目すると､キック回転子のダイナミックスは､

qn+1- qn+rpm

pn+1- Pn+ksin(qn+l) (1･2)

という法則に従うマップ系に帰結され､K =kTが Kc,-0.9716.."より大きい場合には､カオスが観測

される｡この力学系の自然な量子化として､

@(i)-U(i)@(i-0) (1･3)

o(峠 Texpト u otdshk(S,】 (1･4,
を考える｡つまり､式(1.1)を形式的に量子化したハミルトニアンによって､初期波動関数◎(i-0)がユニ

タリ時間発展する量子系を考えるのである｡この波動関数 ◎(i)の時間発展は､数値計算によって容易に調

べることができ､㌢表現で見て波動関数が局在化してしまうのが分かる(【2]の Fig･9)｡古典分布関数の広

が り方との比較により､この局在化現象は､量子的な干渉性の影響が効き始めるEhrenfestタイムスケ-
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ル以降顕著になることが分かる｡量子化されたキック回転子は､非線形性が強くともエルゴード性を示さ

ない典型例となっている｡

さらに､波動関数の振動的な性質から､量子状態の回帰性に関して､一般的なことが主張できる｡

1)densitymatrixで記述される状態 (purestateでもよい)が､孤立系のためエわレギー準位Enが離散化

されている場合､その densitymatrixは almostperiodicityを示す｡また､エネルギー準位 Enを租視化

して得られるエントロピーもalmostperiodicityを示す｡[31

2)時間周期的なポテンシャルを持つ系において､1周期の間に起こる波動関数の位相のズレを擬エネル

ギーと呼ぶことにする｡その擬エネルギー準位が離散的になっている場合､波動関数はalmostperiodicity

を示す｡国

ここで､almostperiodicityとは本来の周期性を拡張した概念であり､tの関数A(i)において､

∀E,]Te,JA(i+Te)-A(i)l<eforallt (1.5)

を満たすTeの集合 tTe)が有限な隙間しか作らない (relativelydense)場合､｢A(i)は almostperiodicで

ある｡｣と言う｡これに関連して､

(::()
関数 A(t):almostperiodic- A(t)-∑Anexp(iwnt):一棟収束 (1･6)n=0

という性質が成り立つ｡

以上のように､量子系においては､非線形性の統計力学の基礎付けとしての役割は直接的ではないこと

が分かる｡そもそも､｢量子系には､カオスは存在しない｡｣といった標語がよく使われている｡量子系で

は､軌道という概念を元々持ちにくい上､状態を記述する波動関数が細かい位相空間構造を創れないから

である｡そこで､｢量子カオス｣とは､古典系ではカオスを示す系の量子力学のことであると解されてい

る｡そのような状況を受け､現在の量子カオス研究では､動力学よりむしろ､固有波動関数の形や固有ス

ペクトルの統計的性質にカオス性の痕跡を見つけることに関心が向けられている[5日6】｡
現在､宇宙論の分野では､全ての自由度が量子論的であった量子宇宙から地球などの惑星や太陽､銀河

といった物質の構造の形成史を明らかにしようと試みられている｡特に､インフレーション宇宙論におい

ては､量子状態にあった物質場の量子ゆらぎが､宇宙空間の加速度膨張により引き延ばされて､マクロな

古典統計ゆらぎに進化し､それが重力収縮の種となって宇宙の構造が形成されたとされている｡しかし､

ensembleが存在しない唯一の系に我 が々構築した量子力学を適応していいかのかという疑問の他にも､全

宇宙という外なる存在がない量子系において古典性が自発的に発現しうるのかという疑問が生じる｡従来の

インフレーション研究では､インフレーションを引き起こす場 (インフラトン)◎の量子期待値 <◎2>Q

を統計期待値 <◎2>Cと等値されることが行われてきたが､決して､自明な状態の時間発展ではない【7]｡
自由度無限大の極限操作をする以前の有限自由度系での量子状態から古典状態-の転移といった量子ダイ

ナミックスは､宇宙史の理解からも重要な問題となっている｡

量子系の動力学に関しては､Adachi,Tbdaandlkeda【81により､古典動力学の回復が議論されている｡

Ehrenfestタイムスケール以降､量子古典対応が悪 くなるのは､量子干渉性が働き始めるからである｡そこ

で､系に古典ランダムノイズを加え続け､その均し効果で量子干渉性を抑圧し､その結果､波動関数の局

在化を破りうることを示している｡この方向の研究は､Habibu,ShizumeandZurek[9】により続けられて

いる｡

2 小数自由度非線形系の動力学

閉じた量子系にはカオスが存在しないということから､前述のように､無限大自由度の量子系との接触

(どれかのモードと必ず resonanceが起こる状況)や古典的なランダムカの影響がある場合など外部の無限
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自由度の存在を前提とした量子系の解析が進められてきた｡ところが､最近になり､古典極限でカオスに

なる系に少数の振動子 (冗長な自由度)を接触させることにより､量子系でありながら (厳密な意味でな

いにしても)カオス的な振舞をさせられることが分かってきた｡具体的には､レーザー光のエネルギーが

少数自由度量子カオス系内-散逸していき､不可逆的に吸収され続ける現象 (囲 【111)や時間相関が減衰

するノイズを少数自由度ながら発生し､別の系の量子的干渉性を不可逆的に壊す現象である(【12臣3])｡こ

れらの散逸性 ･揺動性は､量子系にカオスがないとすれば､無限自由度の量子系においてのみ可能となる

と考えられていた現象である｡

このような成果を踏まえると､1自由度と無限自由度との間の有限量子系であっても､何らかのダイナ

ミックスが存在し､何らかの役割があることを示唆していると思われる｡従って､少数自由度量子系にお

ける動力学に注目した研究にも意義がある｡

3 量子系の動力学の記述

量子波動関数と古典分布関数とを比較する方法として､Wigner関数やそれを租税化したHusimi関数と

いった波動関数の表現が知られている｡それぞれの定義は､

pw(q,p) - 義 /dり<9-三相 ,< 鞘 +去り,exp(ipq/A) (3･1)

pH(<q,,<p,) - 去/dqdppw(q,p)expト去(p-<p ,)2-;(q- <q,)] (3･2)

である｡TakahashiandSait6[14]は､時間発展する状態のスナップショットとしてこれらを利用し､量子

カオス系の動力学を解析することを考えた｡確かに､これらの表現は､波動関数の振る舞いを力学系の位

相空間上で直感的に理解するのに適しているが (例えば､期待値においてどのような位相体積要素が寄与

しているか?といった問題)､Wiger関数pwの時間発展方程式は

pw-(H,pw)pB+∑

n≧1
h2n(-1)n

22n(2n+1)I
(ar)2n+lv･(ap)2n+lpw (3.3)

となっており､Hamiltonian中のポテンシャル項 Vが3次以上の場合､pwの時間発展は､Liouville流か

らズレてしまう｡従って､確率密度のように保存する流れのあるもとしてpwを解釈することができない｡

量子力学の解釈として､観測過程を必要としないdeBroglie-Bohm流の解釈が提案されている【15】｡そ

れによると､量子状態を､統計性を持ったrigidな軌道を持った粒子の流れとして捉えられる｡一見､rigid

な軌道というのは､不確定性原理と矛盾するようであるが､以下のように定義し､Schr6dinger方程式によ

る波動関数の時間発展と矛盾しない｡Schr6dinger方程式

癒 (I,i)ニト芸 芸 +V(x･,i)～(x,i) (3･4)

に従う波動関数¢(I,i)を考える｡4,(I,i)-R(I,i)exp(克S(I,i))のように波動関数を極座標表示した上で､

式 (3･4)を､絶対値 R(I,i)､ 位相 S(I,i)に対する方程式として書き下すと､

aS

香 +去 (芸 )2+V(x't)+vQ(I)-0,

孟R2･ 三 豊(R2芸 )-o

となる｡ここで､VQ(I;i)は､量子ポテンシャルと呼ばれるものであって､明示的に書き下すと､

h282R

vQ(I;i)=-東 南
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である｡次に､位相 S(I,i)の空間勾配を量子粒子の運動量pと

aS

p=m士=房
(3.8)

のように関係付け､それらの粒子が､R(I,i)2の密度を持つ統計分布をしていると解することにする.す

ると､式 (3.5)は､量子版の Hamilton-Jacobi方程式であり､量子粒子の rigidな軌道を記述し､式 (3･6)

は､分布関数の連続の式になる｡量子粒子の統計分布関数f(x,p)を明示的に書き下すと､

f(I,p)-R(I , i)26(p 一 芸 ) (319)

である｡

この量子軌道措像の第一の特徴は､量子ポテンシャルを通して量子干渉性を考慮した上でも､ rigidな

軌道を定義できる点である｡この性質を利用して､量子系においてもLyapnov指数や KSentropyを評価

し､新しいカオスの定義としようとする試みもあるt161｡第二の特徴は､統計分布が連続の式を満たすた

め､各量子粒子が確率密度を担っており､その流れに意味がある点である｡これは､前述の Winger関数

の描像とは異なり動力学を記述するのに大変都合がよい｡

このような量子軌道による量子系の描像は､量子重力にも適用されており､量子宇宙や量子ブラックホー

ルなどを記述していると考えられている､時間を陽に含まない波動関数 (定常状態の波動関数のようなも

の)にダイナミックスがあるようにみなして物理的な情報を引き出す研究が行われている[17】｡

4 Quantum TrajectoryinNon-LinearSystem
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図 1:自由度ql内で量子軌道

前章の最後で述べたように､量子軌道による

量子力学の描写は､動力学を記述するのに優れ

ていると期待される｡そこで､2章で問題になっ

ていた少数自由度非線形系の動力学の解析に用

いてみる｡

まず､従来から解析に用いられているキック

回転子における量子軌道を求める｡k-2.0,T-

1.0のモデルにおいて､時刻t=1.0に等間隔に

置いた 20個の粒子の量子軌道をFig.1(a)に示

す｡t-1.0に受けたキックにより､o<q<7T

に置かれた粒子は加速され､7T<q<2打に置か

れた粒子は､減速される｡その結果､粒子の分

布の粗密ができるため､量子ポテンシャル (3.7)

の影響で､粒子間に反発力が働 く｡常微分方程

式 (3.8)の解の一意性により､量子粒子の追い越

Lは禁止されている｡そのような量子性の現れ方が､量子軌道の加速を拒んでいるため､局在化が起こっ

ていると理解できる｡

微分方程式の解の大域的な性質に関する定理として､2変数自励系では､カオス的な振る舞いをする解

は存在しないとするものがある(Poincar6-Bendixsonの定理)｡自由度の大きさ (次元)がダイナミックス

の大域的な性質を決めていることを示している｡量子粒子においても､直感的なアナロジーが成立してい

るように見える｡そこで､以下のようにキック回転子を結合したモデルを考えてみよう｡

H(ql,Pl,q2,P2,･t)-Hkl(ql,Pl;i)+Hk｡(q2,P2,･t)+ cpppIP2･
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q)

図 2:(ql,q2)内での粒子分布時間推移

kl- 2･0,k2 - 0･9,cpp - Oil,T-1･0のモデルに

おいて､Fig.1(a)と比較するため､時刻 t-1･0に平

面 q2-7T上に等間隔に置いた 20個の粒子の量子軌

道をFig.1(b)に示す｡また､Fig.1(b)の量子粒子が､

(ql,q2)面内でどのように運動してい くかを示したの

が､Fig.2である｡粒子密度が高まった部分で､q2方

向への運動が生じているのが分かる｡また､配位体積

△ql△q2がどのように変形されていくかを視覚化する

ために､i-1.0で 10枚の平面q2-COnSt上に一様に

置いた粒子の並びFig.3(a)の2キック後の分布を示し

たのが Fig.3(b)である｡配位体積が巻き込まれていく

様子がうかがい知れる｡最後に､量子軌道の実効的な

加速度を評価してみる｡キック間隔 r(- 1.0)におい

て粒子が移動する距離を使って評価した

pi(n)-妄(qi,n.1-qt,n) (4･2)

を平均速度とみなす｡さらに､その変化率

Fi(n)-妄(pi(n)-Pi(n-1))-基 ((qi,n.1-qi,nト (qi,n-qi,n-1)) (4･3)

を実効的な加速度とみなすことにする｡i-20.0に置いた 10000点の粒子に関してFl(20)を計算したもの

が FigA(b)である｡Sinカーブに近い加速の仕方をしていることが分かる｡比較のため､キック回転子一

個について計算したものが Fig.4(a)である｡

3 4
ql

図 3‥(ql,q2)内で粒子分布スナップショット

5 まとめ

量子カオスにおいても､動力学の理解の必要性があ り､実際､少数自由度系においても､単純ではない

動力学が存在する可能性がある｡そのようなものを理解する道具だてとして量子軌道を用いることを､本

発表では提案した｡
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量子軌道は､保存する量 (確率)を担っており､古典軌道とのずれを局所的 ･個別的に議論すること_が

できることは､本解析でも行ったように優位性がある｡局所的な量子ゆらぎと大局的な古典軌道という風

に分離できる状況について解析を進められる可能性がある｡

1 0 1

図 4‥実効的加速度Fl(20)

2 3 4 5 6

ql
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