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§1.序

従来､古典統計力学と古典力学の関係はエルゴ-ド論の立場から論じられることが多 く､

孤立した系の状態があらかじめ与えられた平衡分布 (ミクロカノニカル分布)にどのような条

件の下でどう近づ くかということが主要な問題であった [卜51｡このアプローチでは力学系

が持つべき条件はすでに与えられており､考えている系がこの条件を満たすかどうかを調べる

ことが課題となるO 例えば､力学系の平衡状態をミクロカノニカル分布で記述できることを保

証する条件は長時間平均とミクロカノニカル平均が一致するというエルゴード性であり､任意

の初期分布がミクロカノニカル分布に緩和することや線形応答の久保公式が成 り立つことを

保証する条件はミクロカノニカル相関が長時間で切れるという混合性である｡他方､非平衡統

計力学では､局所平衡分布などの普遍的統計分布の探索やスケーリング極限など､個々の系の

性質に依らないアプローチがとられてきた [1および引用文献】｡こういった流れに対し､十

年程前から系の力学的特性､特に非線形力学系としての特性を真正面から考慮した非平衡系

の研究が行われるようになってきた [6-20】｡本稿では､双曲型力学系に関する二つの非平衡

統計力学理論をパイこね変換型写像を用いて紹介し､両者の関係等を論じる｡

§2.非平衡統計力学と力学系理論

双曲型力学系の正確な定義は他の文献 [21〕に譲ることにして､ここでは双曲型写像を定性

的に説明する｡ 系の統計力学的性質は､非常に長時間に渡る相空間内の軌道集団のふるまいに

よって決まってくる｡従って､一時的にしか通過しない相空間内の点には興味はなく､何度も

何度も初期点の近くに戻ってくるような軌道のふるまいだけが重要である｡このような軌道集

団が以下に説明する三条件を満たす場合､この写像Sを双曲型写像と呼ぶ｡まず､初期点xか

ら出発した軌道Stx (i-土1,士2,･･･)を基準にして少しずれた軌道がどうふるまうかを考え

る (図1)｡このとき､もし相空間の次元が mなら､初期点はm個の一次独立な方向にずら

すことができる｡その中のms個の方向 (縮む方向)にずれた点から出発した軌道が時間が経

つにつれ指数関数的に基準軌道に近づき､残りの(m一mβ)個の方向 (延びる方向)にずれた

点から出発した軌道が時間を過去にさかのぼるにつれてやはり基準軌道に指数関数的に近づ

いていくというのが第一の条件である｡ 図1の黒丸は初期点xから出発した軌道を表してお

り､±1､±2､±3という番号は時刻を示す｡1､2､3と番号をふった白丸の軌道は､縮

む方向にずらした点から出発した軌道であり､-1､-2､-3という白丸の軌道は､延びる

方向にずらした点から出発した軌道である｡縮む方向と延びる方向が一次独立になることは重要
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図 1:双曲型写像の延びる方向と縮む方向
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図2:Cantor関数 :縦軸は区間[0,x)のCantor測度
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な点である｡そして､第二の条件は､縮む方向と延びる方向が初期点∬を変えたときガに関

して連続に変化することで､第三の条件は､時間が経っても縮む方向は縮む方向のまま､延び

る方向は延びる方向のまま変わらないことである｡延びる方向にほんの少しずれた軌道は時

間が経つにつれ指数関数的に基準軌道から離れていく｡つまり双曲型写像はカオス的である｡

さらに､ずれた軌道が平均としてではなく指数関数的に元の軌道から離れていくことと､意味

のあるあらゆる軌道がカオス的であることから､双曲型写像は強いカオス系でもある｡ この系

がエルゴ-ド的になるような分布 (より正確に言えば測度)が存在することはSinai,Ruelle,
Bowenらによって証明されている｡

さて､双曲型力学系の測度について説明する前に､エルゴード性の物理的背景を考えてみ

よう｡ 熱力学によるとどんな初期状態から出発しても究極的には熱平衡といわれる巨視的変化

をしない状態に落ち着く｡ この変化の過程で巨視的物理量を観測し長時間にわたって平均する

と､その観測値が熱平衡値にある時間が圧倒的に長いので､長時間平均値は熱平衡での債と一

致する｡つまり､熱平衡状態が存在するならば､巨視的物理量の長時間平均は初期状態に依ら

ず一定値になる｡長時間平均は､相対滞在時間に相当する測度についての統計平均で表される

から､結局､どんな初期状態から出発しても巨視的物理量の長時間平均は一つの測度について

の統計平均になるはずである｡これが熟平衡状態の存在を保証するために物理屋が期待した

い性質なのだが､ほとんどの系では満たされない｡例外的初期状態が存在するのである｡ そこ

で､通常は少しゆるめた条件 ｢ほとんど全ての初期状態から出発すると巨視的物理量の長時間

平均は一定の測度についての統計平均になる｣が浦足されれば良いと考えられている｡ 一見す

ると ｢全ての｣を ｢ほとんど全ての｣に変えただけなので物理屋が期待する条件と大差はない

ようだが､｢ほとんど全て｣という初期状態の ｢量｣を測る尺度をどうとるかで様子は大きく

違う｡状態の ｢量｣を測る尺度は分布､即ち測度である｡つまり､｢ほとんど全ての初期状態｣
と言っても､どの測度について考えているかで様子は違ってくるのである｡

この違いがはっきりする簡単な例として､区間[0,x)の測度が図2のようなCantor関数で

表されるCantor測度と普通の長さ (Lebesgue測度)を比べてみよう｡図2から分かるように

Cantor関数は､線分を三等分し真ん中の開区間を除くという操作を繰り返してできるCantor

集合C≡【0,11＼((1/3,2/3)∪(1/9,2/9)∪(7/9,8/9)∪-)の所で増加し､それ以外では-定

借をとる｡ このため､Cantor集合CのCantor測度は1で､その補集合 [0,1nCのCantor測

度は0になる｡よく知られているようにCantor集合の普通の長さ (Lebesgue測度)は0な

ので､Cantor集合CはCantor測度について ｢ほとんど全て｣の点を含むが､Lebesgue測度

については ｢ほとんど空｣になる｡ 逆に､その補集合 【0,1]＼CはCantor測度について ｢ほと

んど空｣で､Lebesgue測度については ｢ほとんど全て｣の点を含む｡このように､どの測度

を基準にするかで様子は大きく違うのである｡

上の議論に二つの測度が出てきたことに注意してほしい｡初期状態の ｢量｣を測る測度と

統計平均を計算する測度である｡与えられた系がエルゴ-ド的であるか否かを判定するとき

には､統計平均を計算する測度を用いて初期条件の ｢量｣が測られる｡ つまり､巨視的物理量

の長時間平均が統計平均に一致するような初期条件が､統計平均を計算するときに使われる

測度についてほとんど全てのとき､系はエルゴ-ド的であると言われ､この測度をエルゴ-ド
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的測度と言う｡双曲型力学系ではエルゴ-ド的測度は一般に非可算無限個ある[21】 ｡ 例えば､

区間 【0,1】で定義された一次元写像 x′-Sx≡3x (mod1)はLebesgue測度 (つまり普通

の長さ)についても､Cantor測度についてもエルゴ-ド的である｡さらに､多重パイこね変

換のような系では､どういう測度について ｢ほとんど全ての初期状態｣のふるまいを見るかで

力学系が示す巨視的性質も違ってくる 【10,22]｡このため､どのエルゴ-ド的測度が系の ｢物

理的｣状況を表すのにふさわしいかという測度選択の問題が生じる｡

測度選択の条件にはいくつかあるが 【21ト そのうちの一つを紹介するoこの条件では､適

当な尺度でデタラメに初期状態をとり､その後の振る舞いを長時間にわたって調べるという思

考実験を行ったとき､自然に選ばれるエルゴ-ド的測度が系の ｢物理的｣状況を表すものと考

える｡では､どの尺度でデタラメにとると物理的に最も適切だろうか?デタラメに初期状態を

選ぶとすれば､相空間体積のより大きい領域から初期状態を選ぶ頻度がより高いと考えるのが

自然であろう｡ 従って､デタラメさを測る尺度には相空間体積 (つまりLebesgue測度)を用

いるのが自然と考えられる｡ そこで､Lebesgue測度についてデタラメにとった初期状態から

出発する全ての軌道に沿う長時間平均が一定のとき､その平均を与えるエルゴ-ド的測度を

｢物理的｣状況を表すのにふさわしい測度と考える｡Sinai,Ruelle,Bowen【23]は､双曲型力

学系ではこの条件を満たすエルゴ-ド的測度が唯一つしかないことを示した｡そして､この条

件で選ばれるエルゴ-ド的測度はSinai-Ruelle-Bowen(SRB)測度と呼ばれる｡なお､SRB

条件が力学から導かれるものでないことに注意してほしい｡一一つの系に無数のエルゴ-ド的

測度が存在し､そこから唯一の測度を選ぶのに､力学から導くことのできない付加的条件が要

るということは､力学系理論では周知の事実である｡これはまた､統計力学の枠内で巨視的現

象を微視的力学法則に還元できるというナイーブな見方が必ずしも成 り立たないことを意味

しており【22]､物理的にも重要な問題だが､これまではあまり議論されてこなかったようであ

る｡この点については第5節で簡単に論じる｡

以上が双曲型力学系のあらましである｡微視的運動が双曲型であるような系の非平衡状態

は主に二つの立場から論じられている｡一つは､従来の平衡統計力学の自然な延長として､系

は保存的で非平衡性は境界条件あるいは初期条件からもたらされると考える立場､つまり保存

的開放系を基礎とする立場である｡Gaspard,Nicolis,筆者らは､この立場で輸送係数と力学

的特性量 (Kolmogorov-Sinai(KS)エントロピーなど)の関係､非平衡定常状態や緩和モー

ドを表す統計分布の性質などを調べている【10,ll,18]｡この場合､外界にある初期状態から出

発する相空間軌道は双曲的系を通過して再び外界に出ていく｡ 通過する系が双曲的､つまりカ

オス的なのでこの過程は､カオス的散乱と本質的に変わらない｡そして､後者の場合と同様､

力学過程はカオス系内に形成されるフラクタル ･リペラーによってコントロールされる｡その

結果､輸送係数はリペラーに含まれる不変集合上のカオス軌道に関するKSエントロピーと正

のLyapunov指数の総和の差に比例し､非平衡定常状態や緩和モードを表す分布はフラクタル

的になる｡ 特に､非平衡定常状態を表す分布は､SRB測度と同様の性質を持つ｡双曲型保存

開放系の輸送現象を､カオス的散乱ととらえる理論はescaperateformalism とも呼ばれてい

る｡ また､この理論とPrigogineグループが展開している非平衡統計力学理論 (subdynamics

又はcomplexspectraltheory)【24]には共通する部分が多い｡
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いま一つの立場では､外場のかかった系を可逆な散逸的双曲型力学系ととらえる 【12-

14,17]｡可逆な系が散逸的になることは一見すると不可能だが､Nose-HooveトEvansらによっ

て導入された方法を用いると可能である｡例として三次元の質量mの粒子に一定の力Fが働

いている場合を考えてみよう｡このとき､｢摩擦係数｣をEとすると運動方程式は次のように

なる｡

p--イp+F, t-
Fizz

｢摩擦係数｣ぐを運動エネルギーT-p2/2mが一定になるように

<p･p+F･p-0,i.C.,6-F･p/p2.

(1)

(2)

とするところが Nose-Hoover-Evansらの方法のミソである｡(1),(2)式で定まる運動につ

いて長時間後の相空間体積 Vの変化を調べると簡単な計算から

tli-u響 - -2(<)- 一意 <O, (3)

となることがわかる｡ここで2くく‖ま2ぐの長時間平均である｡つまり､相空間体積は収縮し､

この連動は散逸的である｡ ところが､運動方程式 (1)､(2)に時間反転の操作 tぅ一七､

pぅ-pを施すと摩擦係数ぐが運動量の奇関数なので､運動方程式は変わらない｡つまり､こ

の系は可逆でもある｡つまり運動状態に依存する摩擦係数を導入することで可逆な散逸系が

得られるのである｡このように外場の下で運動エネルギー等が保存されるように ｢摩擦｣がい

れられた系はthermostatedsystem と呼ばれている (本稿では熟浴付散逸系と呼ぶことにす

る)｡熟浴付散逸系が双曲的であれば､双曲型力学系の一般的性質から､唯一つのSRB測度

が存在する｡相体積は保存しないので､このSRB測度は必然的に特異測度になる｡熟浴付散

逸系には外場と散逸が含まれるので､このSRB測度は外場の下で実現する非平衡定常状態を

表わしていると考えることができる｡次の事実もこの見方を支持している｡(3)式の第一の

等号は一般にも成 り立つ｡従って､運動エネルギーが一定なこととSRB測度の性質から

tli-u 響 --2(偏 B- -(F･p)SRB/T-戌 /T (3′)

が成り立つ｡ここで (-)sRBはSRB測度に関する平均で､Qは系に単位時間あたり流れ込む

エネルギーである｡ 熟力学的に考えると､Qは熟流､運動エネルギーTは温度と考えられるの

で (3′)式の右辺は単位時間あたりのエントロピー生成の符号を変えたものと解釈できる｡ つ

まり相空間体積が減少するという散逸性はエントロピー生成が正になるという熱力学の第二

法則が SRB状態で成立することを保証し､その結果 SRB状態は非平衡定常状態に相当して

いると考えられるのである｡Chernovら [13]はこの立場でNose-Hoover-Evans型散逸を含む

Lorentz気体において非平衡定常状態の存在を示し､オームの法則が厳密に成り立つことを示

した｡このような立場での非平衡状態の研究はシミュレーション物理のHoover,Evans,Posch

ら､統計力学のLebowitz,Cohen,Dorfmanら､力学系理論のGallavotti,Ruelle,Chernovら

によって互いの協力の下で勢力的に行われており[12-14,17ト 力学のGaussの最小束縛の原

理 国 や非平衡統計力学の川崎分布 [26]などとの関係が明らかにされている｡
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以下の節では､ドリフト流がある拡散系を模す多重パイこね変換を用いて､両アプローチ

の特徴をより具体的に調べ､最後の節で両者の関係や問題点などを論じる｡まず､熱浴付散逸

系の方から始める｡

§3.熟浴付散逸系-T61らの多重パイこね変換-

§3.1 モデルとスケーリング極限

まず､熟浴付散逸系に相当するパイこね変換 βを考えよう｡相空間は単位正方形である｡

今の場合､運動方程式に相当するものがないためNose-HooveトEvans流に散逸を導入するこ

とはできず､別の方法でモデルを構成しなければならない｡手がかりになるのは可逆性と散

逸である｡可逆性とは時間反転変換と呼ばれるべき等変換 Jが存在して､7月7-月~1が成り

立つことである｡多粒子系の場合Jに相当するのは全粒子の速度反転の操作である｡パイこね

変換βも時間反転変換 Jも相空間全体で定義されるので､逆変換 β~1=787も相空間全体で

定まるはずである｡つまり､変換 βは単位正方形から単位正方形の上への写像でなければな

らない｡さらに､散逸的であるから､変換のJacobianが 1と異なるような領域がなければな

らない｡この要請を満たすパイこね変換を図3に示す｡この変換は三つのステップから成る:

1)正方形を三つの縦長の長方形に分ける｡2)各部分を横方向に延ばし縦方向に圧縮する｡

3)横長の長方形になった各部分を再び積み重ねて元の正方形に戻す｡この変換では正方形は

全体として正方形に写るが､斜線部分とドット部分の面積は保存しない｡つまり､散逸的であ

る｡この際､時間反転対称であるためには､左の帯状部分の面積変化率が右の帯状部分の面積

変化率の逆数でなければならない｡因みに､この写像で時間反転Jに当たるのは右上がり対角

線に関する折り返しの操作である｡この写像と熟浴付散逸系が同等なことは自明ではないが､

Hooverら【14]によって同様の方法で構成された二次元写像と熟浴付散逸的Lorentz気体の定

常分布が似た構造を持つことが数値的に示されていることを付記しておく｡

図4のように正方形を一列に並べた相空間上で､各正方形にパイこね変換を施した後に一

部を両隣の正方形にずらす写像は決定論的拡散を示す｡これを多重パイこね変換と呼ぶ｡図4

の多重パイこね変換 Bdisは図3の散逸的パイこね変換をつないだもので､T61ら【15,16げ 導

入した.この変換では各正方形の斜線部分は一つ右隣りの正方形に､ドット部分は一つ左隣り

の正方形に､真ん中の部分は元と同じ正方形に写される｡Lebesgue測度について絶対連続な

分布から出発すると有限の時間tでは分布は絶対連続なままで､密度関数は

pt+1(n,I,y)-

i

ipt(n+ )〃Jr
∬hH川dl

pt(n,sx+I,gil),

亨pt(n-1,rx･llr,乱二㌢ ),

0≦y<r

r≦y<1-1 (4)

1-1≦y≦1

を満たす.ここで､nは各正方形の番号で､(I,y)(0≦x≦1,0≦y≦1)は正方形内の一

点を表す｡また､各正方形を三分割したときの左右の帯状部分の横方向の延び率をそれぞれ

1/㍗(>1),1〃(>1)とした (このとき時間反転対称性より左右の帯状部分の縦方向の縮み率は

I,rである)Oそして､ S≡1-r-1は真ん中の帯状部分の帽である (図4参照)O相体積が保
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図3:熱浴付散逸系型パイこね変換

点線の対角線についての折り返しが時間反転にあたる

卜 a -司

図4:熱浴付散逸系型多重パイこね変換
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存しないことを反映して､Jacobianに相当する 因子 〃γ,γ〃がついていることに注意｡(4)

式より初期分布がxについて適当に滑らかなら時間tが十分大きい時､分布は横方向に一様に

なり､租視化した分布 Nt(n)≡Idxdypt(n,I,y)は漸近的に次式に従う｡

Nt+1(n)-Nt(n)-I(Nt(n+1)-Nt(n))-r(Nt(n)-Nt(n-1))･ (5)

これは一次元格子上で定義され､左右の格子点への遷移確率がそれぞれ は γとなる酔歩の

分布関数の方程式と一致する.今､格子間隔をa､時間ステップをTとし､ V ≡(r-i)a/T､
D≡(I+r)a2/(2T)を一定にしたままで aぅ0､Tう 0というスケーリング極限をとると､

(5)式はFokker-Planck方程式

aN(X,T)
aT 蓋 t-::

-vN(X,T)+D
aN(X,T)

aX ), (6)

に帰着する｡ただし､X≡na,T≡mT(n,mは整数)は租視化した位置と時間を表す連続変

数である｡このことから､図4の多重パイこね変換がドリフト流γと拡散定数βの拡散過程を記

述していることがわかる｡可逆な変換 βdisから漸近的にではあるが､不可逆なFokkeトPlanck

方程式 (6)が得られたことに注意してほしい｡

§3.2 周期的な場合

系が周期的で孤立している場合を考えよう｡ まず､(5)式の解で､境界条件を満たす巨視

的定常分布は､N(n)-鶴 )(ニト 定】)しかないoこのときJToydy'pt(n,I,y')にあたる累積分

布関数の時間発展を考えると､分布が

FL∞ ((【0,I)×【0,y))n)≡ Ⅳ∞ I(y+(I-r)T(y)), (7)

で与えられる測度に収束することが分かるOここで関数T(y)は図5に示すフラクタル的な連

続関数である｡(7)式の右辺のyに関する微係数はLebesgue測度についてほとんど至るとこ

ろ零になる｡つまり､(7)式で定義される測度は特異測度である｡これはSRB測度に他なら

ない｡

次にGibbsエントロピーsGの変化を考えてみよう.これは

SG(i)ニー
u ,1.,

dxdypt(n,x,y)logpt(n,I,y),

で定義される｡(4)式からSG(i)の長時間での漸近的変化は

漉 くSG(t･1)-SG(i" -MN4 0g;･rlogf]<O,

(8)

(9)

となる｡ここで〟は系全体に含まれる正方形の数である｡即ち､系のGibbsエントロピーは

漸近的には減少し続けるのである｡ 減ったエントロピーは系をとりまく熟浴に流れ込むはずで

あるから､系+熱浴という孤立系を考えると (9)式右辺の符号を変えたものが全系のエント

ロピー生成とみなせる｡さらに (9)式右辺のかっこ内はLyapunov指数の和､つまり相空間
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体積の減少率である｡以上の結果は一般の双曲型力学系でも成り立つことがRuelleらによって

示されている[17】｡Gibbsエントロピーが減少し続けることは､直感的には､次のように理解

できる｡系は双曲型なのでLebesgue測度について絶対連続な分布から出発すると､Lebesgue

測度について特異的なSRB測度に時間発展していく｡SRB状態では分布はLebesgue測度に

ついてすかすかな所に集中しているので､そこでの分布関数億は無限大になり､従って､この

状態のGibbsエントロピーは負の無限大になる｡つまり､Gibbsエントロピーは減り続ける

のである｡

§3.3 流れの存在と散逸

図4の多重パイこね変換では各正方形の左の帯状部分のx方向の延び率は右の帯状部分の

y方向の縮み率の逆数に等しく､左の帯状部分のy方向の縮み率は右の帯状部分のx方向の延

び率の逆数に等しかった｡これは写像の可逆性からの結論である｡つまり､左右の帯状部分の

x方向の延び率を1/I､1/rとし､y方向の縮み率をそれぞれ l',r′とした写像を考えると､時

間反転不変であるためにはJ′=γかつγ′=Jでなければならないのである｡

Breymann,T61,Vollmerl16]は､同様の結論をエントロピーについての考察から導いた｡

彼等の議論の概要は次の通りである｡まず､各正方形について租視化した分布を考え､これで

定義される租視化エントロピーを系のエントロピーとみなす｡その変化のうち､Gibbsエント

ロピーの変化分に相当する部分を熟浴から流れ込んだものとみなすと､系での (単位時間単

位長当りの)エントロピー生成が定義できる｡ このエントロピー生成のスケーリング極限は､

J′-γかつγ′-Jの時に限って非平衡熱力学から期待される形

qi=
i(X)2

∫)〟(∫)

に一致する｡ここで流れjは

j(X)-vN(Xト D9g

で､βは拡散係数である｡ つまり､J′=γかつγ′=Jでなければ､正しい熱力学的振る舞いは

得られないのである｡以上から､時間反転不変性や正しい熱力学的振る舞いなどの条件を満た

す散逸が限られていることが分かる｡

さて､Breymannら[16】は､さらに次の結論を導いた｡(6)式から分かるように図4型の

多重パイこね変換はl≠rのときに限り､零でないドリフト流vN(X,T)を持つ｡そして､上

述の議論から､このとき正しい熱力学的振る舞いを得るにはJ′=γかつ γ′=～でなければなら

ない｡従って､J′≠Jかつγ′≠γ､即ち､写像は必ず散逸的になる｡要するに図4型の多重パ

イこね変換にドリフト流が存在するには､写像は散逸的でなければならないのである｡この点

については次節で改めて論じる｡
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T(y)

図5:定常分布のフラクタル部分

十 ∴ ′

図6.･エネルギー付パイこね変換の相空間
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§4,開放的保存系-エネルギー座標を含む多重パイこね変換-

§4.1 モデルとスケーリング極限

これまでに議論されてきた多重パイこね変換は粒子の拡散のモデルとして優れているが､

複数の輸送現象を記述することはできない｡また､非平衡状態を作る重要な要素の一つである

外場の影響を論じることもできない｡そこで､筆者とGaspard【18】はエネルギーの自由度を

持つ多重パイこね変換を導入した｡この写像の相空間は図6に示すようになる｡各サイトには

正方形でなく､三次元の壷のような領域が対応している. 縦軸は運動エネルギーEに相当す

る座標で､Eの億ごとに断面積は異なる｡この系のダイナミックスは､a)外場のポテンシャ

ル ･エネルギーと運動エネルギーの和の保存､b)走エネルギー面上でパイこね変換型になる

こと､C)相空間体積の保存､d)対角線折 り返しに関する時間反転不変性を要請することで

決めることができる｡

T61らのモデルと比較するため､強さFの-様な外場がかかっている場合を考えよう｡対

応するポテンシャルはサイトの座標をnとすると◎(n)-FnとなるOこのとき､相空間を定

エネルギー面で切断したものは大きさがサイト座標 nについて指数関数的に変わる正方形の

列になる (図7参照)｡そして､この定エネルギー面上に制限した多重パイこね変換 β｡｡｡は図

7のようになる｡ 各正方形を三分割したときの各部分の比率は図4のT61らのモデルと同様､

I:S:r(ただしl+S+r=1)で､外場の強さFとはl=re2Fの関係がある｡そして､各正

方形の斜線部分は一つ右隣りの正方形に､ドット部分は一つ左隣りの正方形に､真ん中の部分

は元と同じ正方形に写される｡

T61らのモデルと同様､初期分布が xについて適当に滑らかなら時間tが十分大きい時､

分布は横方向に一様になり､租祝化した分布 Nt(n,E)≡Idxdypt(n,I,y,E)(ただしEは全

エネルギーでpt(n,I,y,E)は時刻tでの分布関数である)は漸近的に次式に従う｡

Nt+1(n,E)-Nt(n,E)-I(Nt(n+ 1,E)-Nt(n,E))-r(Nt(n,E)-Nt(n - 1,E)).(5′)

格子間隔をa､時間ステップをTとし､ V≡(r-i)a/T､D≡(I+r)a2/(2T)を一定にしたまま

でaぅ 0､Tう 0というスケーリング極限をとると､これは次のFokker-Planck方程式に帰着

する｡

aN(X,T,E)
aT 封

-vN(X,T,E)+
∂ rー_A,,V′【,,､.n∂N(X,T,E)

〉･ (6′)
つまり､図7の多重パイこね変換もドリフト流Vと拡散定数Dの拡散過程を記述している｡囲

みに､ドリフト流 Vは外場の強さFとV--2DF/aの関係がある. 前節同様､可逆な変換

β｡｡nか らも不可逆なFokkeトPlanck方程式 (6′)が得られることに注意してほしい｡

§4.2 開放系における非平衡定常状態

有限の長さMのサイトn -0,1,- M -1から成るエネルギー座標付多重パイこね変換の

両端に自由連動に相当する写像を張り付け､そこでの分布がLebesgue測度について一様にな

るような境界条件をつけるoこのとき､左右の自由運動部分での密度pl(E)とp,(E)は異なる
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ものとする｡これは

pt(n-0,I,y,E)-pl(E), (0≦x<lao(E)の場合)

pt(n-M-1,I,y,E)-p,(E), ((1-r)aM_1(E)≦ x≦aM-1(E)の場合)

という条件を課すことにあたる｡ ただし､an(E)≡a(E)exp(-nF)はサイトnでの切 り口の

正方形の一辺の長さで､α(E)は総エネルギーEのある関数である. この設定は拡散を示す系

の両端で濃度を固定して濃度分布の変化を見るという思考実験に相当する｡拡散を示す系が

場所によって濃度が異なる定常分布に変化していくように､この系の状態も時間tとともに次

の測度で表される非平衡定常状態に時間発展する｡

p-(tlo,I)×lo,y))n)≡E(A-(E)(言)n叶 B-(E)h+(l- r)Tn(n)])･ (10)

ここで (【0,I)×[0,y))nはn番目の正方形内の領域 [O,I)×【O,y)を表し､E-I/an(E)かつ

77-y/an(E)で､A∞岬)､B∞(E)は系の両端の密度pL(E)､p,(E)に依存する係数である｡総

サイト数 M -9の場合､関数Tn(I)は図8のようになる｡系の中間n-4のグラフは図5の

関数T(y)とほとんど差はないが､y+(I-r)T(y)が Lebesgue測度についてほとんど至る所

零の微係数を持っているのに対し､rl+(i-r)Tn(17)の微分は有限確定である｡つまり､(7)

式の測度は特異測度だが､(10)式の測度はLebesgue測度について絶対連続である｡そし

て､系の大きさが無限大のとき (10)式の測度は特異的になる｡

この走常状態ではサイトnとn+1の間に

Jnln+1(E) - 宇 悔 (n,E)･NJn･1,E))-LT (NJn･1,E)-N-(n,E))

- (r-I)B∞(E), (ll)

という流れが生じるOここで Ⅳ∞(n,E)≡A∞(E)(亨)n+B∞(E)は定常状態でのサイトn上

の単位エネルギーあたりの分布である｡(11)式右辺第-項はドリフト流に､第二項は拡散

流にあたる｡そして､Nco(n,E)のサイト座標 nに依存する項からは両方の流れが釣 り合うた

めネットの流れは生じず､サイト座標に依存しない項のみから流れが生じる｡このため (1

1)式の右辺第三項にはA∞(E)は含まれない｡(11)をエネルギーEについて平均したも

のは物質流を､Eを掛けてEについて平均したものはエネルギー流を表す｡スケーリング極限

では物質流､エネルギー流はそれぞれ

jM(X)-vN(xト DQg , (12)

jE(X)-E(X)jM(Xト DN(x)響 , (13)

となる｡ ここでN(x)はスケーリング極限での粒子密度､亡(X)は-粒子当たりのエネルギー､

βは以前定義した拡散定数､γはドリフト速度である｡(12)､(13)式から-粒子当たりの

エネルギーの勾配に比例する ｢熟流｣jq

jq(X)ニーDN(x)響
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〓

n-1n n+1

図 7:エネルギー座標付多重パイこね変換

定エネルギー面上のダイナミックス

0 10 1 ;-I:-,i-;---I, L̂ -､ -__0 10 1

図8:サイト毎の特異関数Tn(Z)Ⅴ･S･Z
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が生じていることが分かる｡このように､エネルギー座標付多重パイこね変換は質量輸送とエ

ネルギー輸送をよく記述する｡

§4.3 散逸型多重パイこね変換との関係

T61らの散逸的多重パイこね変換で前節と同様の開放型境界条件

pt(n-0,I,y)-pl, (0≦x<lの場合)

pt(n-M -1,I,y)-p, , (1-r≦ x≦1の場合)

を課すと3.2節とは異なった定常状態が得られる｡この状態は

p-((【O,I)xlo,y))n)= I(A-(言)ny･BJy･(I-r)Tn(y)]), (14)

という測度で記述される.ここで係数A∞とB∞は､A∞(E)とB∞(E)でpl(E)､p,(E)をpl,

p,に置き換えたもので､関数Tnは図8に示したものであるOつまり散逸的多重パイこね変換

の定常状態 (14)はエネルギー座標付多重パイこね変換の非平衡定常状態 (10)とスケー

ル因子を除いて同一である｡この結果､散逸的多重パイこね変換でも､開放的境界条件の下で

実現する定常分布はLebesgue測度について絶対連続になり､系のサイズが無限大の時に限り

特異的になる｡

さて､前節で紹介したように散逸的多重パイこね変換のエントロピー生成はスケーリング

極限で熱力学的な表式に帰着する｡この写像とエネルギー座標付多重パイこね変換が本質的

に同一な開放的定常分布を持つことから､後者も熱力学とconsistentなエントロピー生成を

持つと期待される｡実際そうである【18]｡
エネルギー座標付多重パイこね変換は保存系なので Gibbsエントロピーは良い尺度では

ない.Gaspard[19】,Gilbert,Dorfman【20】が指摘したように､この場合には租視化エントロ

ピーが適切である｡ 状態pにおける相空間の分割fB,･)に関する領域Aの租視化エントロピー

Sc(p:A:(Bj))は

･C(〟:叫 鋸 )≡ ∑ - 1n譜 , (15)
B3･CA

で定義される｡ここでpは問題にしている状態の測度で､uoは基準となるLebesgue測度であ

る｡このエントロピーの変化分

△Sc(pt:A:IBJ･))≡Sc(pt+1:A:(Bj))- Sc(FLt:A:(B3･))

は領域Aの境界から出入りするエントロピー流とAで発生するエントロピー生成に分けられ

る｡(10)式の定常状態ではエントロピー生成のスケーリング極限は

i(X,E)2

D N (X , E ) '
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となるo N(X,E)は位置Xでの単位エネルギー当りの分布で､流れj(X,E)はFokker-Planck

方程式 (6′)に現われる流れである :

i(X,E)-vN(X,E)-D
aN(X,E)

aX

つまり租視化エントロピーから定義されるエントロピー生成はスケーリング極限で熱力学と

consistentである｡ この結論から､熱力学とconsistentなエントロピー生成は保存系でも可能

で､散逸が必ずしも必要でないことが分かる｡即ち､Breymann,T61,Vollmerl16]の結論は一

般には成り立たないのである｡ 最後にエントピー生成の表式 (16)を得るには､有限の分割

(Bj)を用いて租視化エントロピーを計算した後でスケーリング極限をとらなければならない

ということを注意しておく｡

§5.結語

本稿では､多重パイこね変換という可逆な双曲型力学系において､系が保存的か散逸的か

に依らず､近似なしに拡散などの輸送過程を記述できることをみてきた｡力学法則の可逆性に

もかかわらず､これらの系では分布 (-測度)は輸送法則に従って一方向的に時間発展する､

つまり不可逆に変化するのである｡では､力学の可逆性と分布の時間発展の不可逆性の関係は

どうなっているのだろうか?まず､時間反転の影響から見ていこう｡ 非平衡定常状態に時間反

転の操作を施すと新たな定常状態が生じる｡順方向の時間発展で得られた定常分布が図5や

図8に見るように縮む方向､y方向にフラクタル的であったのに対し､時間反転の操作を施し

た定常分布は延びる方向､x方向にフラクタル的になる｡ つまり､二つの定常状態ははっきり

と異なる性格を持つ｡さらに系に存在する流れの向きも逆になる｡実は時間反転の操作を施し

て得られる定常状態は､同じ初期条件から過去に向かって時間発展させた時に得られる非平衡

定常状態に他ならない｡つまり､｢分布の空間｣で言えば､第3節､第4節で論じた定常状態

は ｢吸引点｣に､時間反転した定常状態は ｢反発点｣に相当するのである｡ さらに､この ｢分

布の空間｣の ｢流れ｣は可逆でもある｡この辺りの事情を説明するには次のダイアグラムが便

利である｡

X/==辛A〝==}A=⇒ AI==事X

ここで右端のXは順方向の時間発展で得られる定常状態を､左端のX′は逆方向の時間発展で

得られる定常状態を示し､Aは任意の初期状態を示す｡Aから出発してしばらく待つと､系の

状態はA′になる｡A′では分布は縮む方向にややフラクタル的になっているはずである｡この

とき時間反転を行うと縮む方向と延びる方向が入れ替わるので延びる方向にややフラクタル

的な分布を持つ状態A〟に変わるoこの状態は元の状態Aよりもx'に近いため､A〟は上のダ

イアグラムではAよりも左にあるはずである｡ そして､再び状態Aを通過して順方向の定常

状態xに向かっていくのである｡つまり時間反転の操作を施したとき系の状態はA′から元の

Aに戻るのではなく､より定常状態 xから遠い A〟に移されてからAに戻るのである.この

後者の過程は分布の一方向的時間発展と矛盾しない｡以上のように運動法則の時間反転不変

性 (-可逆僅)と分布の一方向的時間発展 (-不可逆性)は両立するのである｡
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このように双曲型力学系は､散逸の有無にかかわらず同じメカニズムで､力学の可逆性と

矛盾することなく不可逆な輸送現象を示す｡また､4節で見たように､多重パイこね変換で

ドリフト流が存在するためには散逸が必要であるというBreymannらの結論も成り立たない｡

つまり今の所､散逸が存在しなければならない積極的理由は見あたらない｡そして何よりも熟

浴付散逸系に基づ くアプローチでは運動状態に依存する散逸を導入することで微視的力学法

則を変更しているため､筆者には不自然に感じられる｡従って､筆者は ｢(熟浴付散逸系は)

シミュレーションには便利で興味深い振る舞いを示すが､- 実世界の微視的構成要素の動力

学を司っている実際の法則とは何の関係もない｡｣というLebowitzの批判 【27]に賛成である｡

しかし､熟浴付散逸多体系のシミュレーションで求められた非平衡定常状態が熱力学的に望ま

しい性質を持ち､また､4.3節でみたように､少なくとも多重パイこね変換では､熱浴付散

逸系と保存開放系で本質的に同一な非平衡定常分布が得られることから､熱浴付散逸系の定

常状態が実際の非平衡定常状態を良く記述する理由があるはずである｡この点を明らかにす

るにはさらに研究が必要であろう｡

最後に測度選択の物理的意味について触れておこう｡本稿では主として普通の体積､Lebesgue

測度を基準とする定常分布について論じたため測度選択の問題は表には出てこなかった｡第2

節で触れたように､一般の双曲型力学系では互いに特異的な無数のエルゴ-ド測度が存在す

る｡そして､基準になる測度をどう選ぶかでどのエルゴ-ド測度が選ばれるかが変わる｡ さら

に多重パイこね変換では各測度によって系の示す輸送係数が異なる｡もう少し詳しく言えば､

多重パイこね変換では､左右のサイトにどのくらい移動するかを示す数は γが運動を規定す

る｡そして､スケーリング極限で得られるFokker-Planck方程式のドリフト速度γと拡散係数

Dは､基準になる測度L,Oをどれに選ぶかで決まってくる｡逆に言えば､ドリフト速度と拡散

係数の組 (V,D)は測度Z/Oが決まらなければ二数の組 (l,r)だけからは決まらないのである｡こ

れらの測度から ｢適切な｣測度を選ぶ条件が SRB等の条件である｡この測度選択の条件が力

学的なものでないことに注意してほしい｡SRB条件等は､二数の組 (I,r)からは決められない

のである｡第2節でも触れたように､こういったことは力学系理論では周知の事実である｡し

かし､これは統計力学の最終目標とからめてみると物理的にも重要な問題であることが分か

る｡統計力学､特に還元論的な立場では､あらゆる現象は､究極の構成要素とその運動法則が

分かれば理解できると考えている｡しかし､測度選択の問題から､運動法則だけでなく､構成

要素の従う確率法則のクラス (つまり基準となる測度)を指定しないと､現象が決まらないこ

とがわかる｡つまり(V,D)は二数の組 (i,r)だけから説明できないのである｡もし､これが一

般にも成 り立つとすれば､統計力学の処方葺を微視的な動力学から完全に導 くことはできな

いということになる｡ 他の条件を考慮すると､もしかすると測度は一意的に決められるのかも

しれないが､筆者には､測度選択に力学から導けないSRB条件のようなものが要るというこ

とは､記述の階層が異なる場合に普遍的にみられる状況のように思われる｡
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