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TAP平均場近似による誤り訂正符号の復号化

東京工業大学大学院総合理工学研究科 樺島祥介 1

統計モデルを用いた情報処理では最適性が理論的に示されながらもその計算量的複雑さ

のために実用化に至っていないアルゴリズムが少なからず存在する｡ 他方､統計力学では

専ら厳密計算が絶望的な大自由度のボルツマン分布を相手にしてきたため数多くの近似計

算法を高度に発達させてきた｡ならば､それらの近似計算法を計算が困難な情報処理の問

題に活用することはできないだろうか?本稿では､厳密計算が困難な情報処理の一例であ

る誤 り訂正符号の復号化問題に対してスピングラスの平均場理論で開発された TAP平均

場近似が高性能な近似解法となることを示す｡なお､本報告はAston大学 DavidSaad氏､

東工大給理工 村山立入氏との共同研究の結果 【5,4,6,12】に基づいている｡

1 誤り訂正符号

誤 り訂正符号とはデジタル情報通信を行う際にノイズによる誤 りを小さくするために用

いられる符号化技術である｡ 以下､簡単のため情報はビット間に相関のないⅣ次元2値ベ

クトルe-(El,E2,...,EN)､(Ei-±1,i-1,… ,N)で表現されるものとし､ノイズの種類

としては2倍符号が各成分無相関に確率pで反転する BinarySymmetricChannel(BSC)

を仮定するが､GaussianChannelでも同様である｡ この目的のため､通常情報 Eを符号

語と呼ばれるそれよりも長い M 次元 (M >N)の2倍ベクトル JO-(JIO,J20,...,及)､

(Jp-±1,FL - 1,･･･,M)に一旦変換 (符号化)して送信し､受け手はノイズを含む符号語

Jから元情報Eを推定 (復号化)する､という手続きがなされる(図 1)｡このとき符号化率

R-N/Mが小さい程冗長性が大きく誤 り訂正能力は高 くなるが､そのぶん単位時間当た

りに送信できる情報量が減少する｡ この二つの要請を出来るだけ蒲足し､かつ現実的な計

算資源の範囲で符号化/復号化の手続きを設計することが誤 り訂正符号研究に課された研

究課題である｡

2 Sourlas符号

Sourlas(1989)はこの誤 り訂正符号の問題がスピングラスモデルと密接に関連している

ことを指摘し､以下のような符号を考察した 【18,19]｡送信者は元情報から〝個の成分を

選び､その積により符号語
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JS-EIp,lei"2- ･EIp,〟 (1)

Message

を構成する｡ただし､Ip,iは符号語の第p成分JpOを作る際にi番目に取 り出す元情報の成

牙 el,., を指定する添字であり､これに関してはあらかじめ送信者､受信者とも既知である

とする｡Sourlasはすべての積の組み合わせ 〟 - Ⅳ!/〟!(〟 -〟)!を送信すると仮定した

がこれでは符号語があまりにも長すぎて実用的に意味がない [18]｡以下では､各符号語を

構成する〝個の元情報の成分は出来るだけランダムに､なおかつ各成分はなるべ く均等に

KM/N回ずつ符号語の構成に用いられるように決める､.と仮定する【5,4】｡

受信者は送信中にノイズが付加された符号語 Jを受け取る｡Sourlasは復号化を以下の

ハミル トニアン
Î

71(SfJ)- -∑ JpSIp,lSIp,2･-SIP,K (2)
IL-i

によって表現されるイジングスピン系の問題と関連付けた｡ より具体的に言えば､西森温

度 βN-(1/2)lnl(1-p)/p]での各イジングスピン変数 SILこ関する磁化 (Sl)βN を計算L

ÊlB-sign(Sl)βN (3)

のように元情報 Eの推定値を割 り当てると､オーバーラップ M-(1/N)∑lN=1EIÊlの期待

値はどのようなアルゴリズムによる結果よりも大 きくなる【19,13,8]｡つまり､式 (3)は元

情報と復号化された情報のオーバーラップを最大にするという意味での Sourlas符号に関

する最適復号法に他ならない｡

この符号の性能/限界を考えるために Shannonにならい長符号長極限 Ⅳ,〟 - ∞､

R-N/M ～0(1)を考えることにする [16]｡驚 くべ きことに上記の符号化/復号化が実現

可能ならば 〝→ ∝'でこの符号は Shannonにより求められた誤 り訂正符号に関する限界

性能を達成することも示される [18,5]｡問題はこれが現実的な計算資源で可能か否かとい

うことである｡ 符号化に関しては各符号語を構成するのに元情報に関する〟 個の要素間の

積を計算するだけでよいので計算量は0(〟〟)であ り全 く問題ではない｡

問題となるのは復号化 (3)に必要な計算量である｡ 磁化は各イジング変数 Slのボルツマ

ン分布に関する期待値

(Sl)pN -

∑sSleXpトβN71(SIJ)】
Z(J,PN)
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である｡ これは離散変数 (イジング変数)に関する和であるため求積法などで求めることは

出来ない｡したがって､厳密に計算するためには Sに関する2N個の状態すべての和が必

要となる｡ 残念ながら､これを現存する計算資源で高速に行なうことは極めて難しい｡

3 平均場近似

ここで改めて困難の原因を考えよう｡ これは要するにボルツマン分布

7)(SIJ)-
expトβ71(SfJ)]

Z(J,β) (5)

が変数間の多数の依存関係を含むためスピンSJの期待値を計算するのに他の変数の情報が

必要となり､その変数の情報を得るためにはまた他の変数の情報が必要となる､といった

計算の連鎖的爆発が生じてしまうからである｡ 逆にいうと､もし仮にボルツマン分布が

∧J

IIQl(Sl) (6)J=1
のように独立な分布の積の形で表現されていれば上で述べたような計算の爆発は生じない｡

それならば､式 (6)のように変数に関して因数分解される分布の中で何らかの基準に基

づいて真のボルツマン分布 (5)に "似ているもの"を選びそれを復号化に用いる､というの

は自然な発想であろう｡ これは統計力学において平均場近似として広 く知られている近似

法の発想である｡ 近似の基準として分布間の一種の距離を表す KLダイバージェンス

LKL(QlP)-∑ Q(S)ln諾 (7)S

を最小にする､ナイーブ平均場近似がよく知られているが､平均場近似はこれに限らず色々

な種類がある【14]｡

4 TAP平均場近似による復号化

その中でこれまでの統計力学での経験と照らし合わせて最もSourlas符号と相性が良い

と思われるのは TAP(Thouless,AndersonandPalmer)平均場近似と呼ばれるものである

【20]｡TAP平均場近似はもともと系に含まれるランダム性により特徴付けられるスピング

ラスモデルの研究から開発された近似手法であり､系に内在するランダムネスが従う統計

性をうまく利用するように構成される｡Sourlas符号の復号化問題には符号語を構成する成

分の選び方､元情報､ノイズなどハミル トニアン(2)に (凍結された)ランダムネスが存在

し､その統計構造が既知であるためスピングラスモデルと類似した取 り扱いが有効である

ことが予想されるのである｡

ただし､これまでのところ TAP法の適用は専ら SKモデル [20,15ト Hopfieldモデル

[11717]などの仝結合型のモデルに限られている｡ そのため､ボンド数 (符号語の和)〟 が
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高々0(〟)となる "希釈スピングラスモデル"である Sourlas符号には既存の手法をそのま

ま適用することは出来ず､原点に立ち返 り改めて考察を行なう必要がある｡

詳細は [4】に譲ることにして､Sourlas符号におけるTAP平均場近似ではこの系に内在

する凍結されたランダムネスの性質を反映して以下の2つの要請を行 う｡

｡ボルツマン分布はイジング変数 Slに関して因数分解可能である｡

･各イジング変数 SIに村する (有効)ボルツマンウエイトは符号語 Jpに関してやは り

因数分解可能である｡

1番目は平均場近似の要請であるが､2番目の要請は符号語 Jpはほぼ要素間で無相関にな

るように構成されているというSourals符号の特徴を取 り入れたものであ りTAP法特有

の要請である｡ この2つの要請に基づき Bethe近似 [2]にならい導出される平均場分布と

有効ボルツマンウエイト(あるいは空孔場 (cavity丘eld))間の自己無撞着方程式が TAP方

程式である｡

Sourlas符号に関して得 られる TAP方程式は以下のようになる｡

rhpl - tanhβJp rI m ph

k∈L:(lL)/I

- pl - tanh(VENR ,ptanh-1h ul･F)

(8)

(9)

ここで､7毎 lは符号語 Jpがない系にそれが加えられたとき､スピン5日こ加えられる有効

ボルツマンウエイトを

Weff(JpISl,tJu如 ))～

1+7毎 ISl (10)

により与えるパラメータであり､tanhI17毎 が空孔場 (cavityfield)を意味する｡ また､ m pl

は符号語 Jpがない系でのスピンSIに関する周辺分布 (1体分布関数)

7)(Sll(Jv≠p))-
1+ mlLESl

(ll)

を与え､Fは元情報が偏って表現されている場合に導入される事前知識を表している｡I:(FL),

Ju(I)はそれぞれ符号語の FL成分を構成しているスピンを表す添字の集合､l番目のスピン

が関連している符号語の成分を表す添字の集合､I:(FL)/I,JM(i)/FLはそれぞれ L:(〟)からl

を､,u(I)からpを除いた集合を意味する｡

TAP方程式 (8)､(9)は適当な初期条件から反復法により解 くことが出来る｡ 復号化が可

能な場合 (強磁性相)は高々0(10)程度の繰 り返しで実用的には十分な解が得られる｡ 一回

の繰 り返し計算かかる計算量は高々0(〝 2〃)程度であるので実用的に全 く問題はない｡た

だし､パラメータm 〃Lや 疏 〃げ そのまま磁化を表すのではないことに注意しなければなら

ない｡反復法により収束解が得られた後､磁化は

･sl,p- tanh (p£(I)tanh- 1 m plIF )
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図 2‥TAP方程式を用いた復号化の実験結果｡a)〟 - 2､b)〟 - 5ともⅣ - 10000､

M -20000(R-N/M -1/2)の系に関してTAP方程式を事前知識 (符号の偏 り)を反映

させた初期条件からそれぞれ 30回反復させた解を用いて復号化した｡ マーカーは 10回の

実験での平均 (誤差棒はそれより小さい)､曲線はレプリカ法 (RS解)による予想である｡

から求められる｡ 2つの式 (12)､(9)の違いが Onsager自己反跳場に対応する｡ 全結合型の

モデルと異なりこの系では1つ 1つのボンド(符号語)の影響が大きいため反跳場をナイー

ブな平均場方程式に村する補正という形では表現できないのである｡

N-10000､M -20000(R-N/M -1/2)の系に関してK-2,5の2つの場合にTAP

方程式による復号化の性能を調べた｡その結果を図2に示す｡横軸はチャンネルノイズp､

縦軸は元情報と復号化された情報とのオーバーラップ M を表す｡ここでは元情報に偏 りが

存在していない場合 (unbiased)と元情報が 十1の出現する確率が 0･1になるように偏って

符号化されている場合 (biased)に関して調べた｡ また､西森温度での最良性が "近似"を

行なった際にも保証されるかいなかを調べるため西森温度と低温T-0.26での結果も比較

した｡ さらに理論との比較を行なうためにレプリや法 (RS解)による予想も同時にグラフ

に記した｡ マーカーは10回の実験結果の平均値を表し､その誤差棒はマーカーより小さ

い｡曲線はレプリカ法 (RS解)による理論予想である｡

この結果から以下のことが分かる｡

〝 =2の場合 /

･強磁性解 (〃>o)は元情報に偏 りがある場合､ない場合とも大きな引き込み領域を

持ち､どのような初期条件からも収束する｡

●西森温度の最良性が認められる｡
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･ノイズの大きさに関して性能は連続的に悪化する｡pを大きくした場合にM-0の

解に連続的につながるため強磁性解であってもM の値が K=5の場合と比較して小

さくなる｡ すなわち､誤り訂正能力が低い｡

●レプリカ法による理論予想と極めて良く一致している｡

〝=5の場合

･元情報に偏 りがない場合､常磁性解 (〟 -o)の引き込み領域が大きくそのままでは

意味のある復号化が難しい｡

｡この問題を解決するためには元情報に偏 りを持たせるバイアス符号化が有効である｡

●西森温度の最良性が認められる｡

●転移は1次であり強磁性解と常磁性解はつながっていない｡強磁性解は比較的大きな

M を保ちつつある臨界的なノイズの値で消失する｡ そのため､強磁性解が得られる

場合は誤 り訂正能力は高い｡

●レプリカ法による理論予想と極めて良く一致している｡

5 あわりに

統計力学における TAP平均場近似が Sourlas符号の復号化に有効であることを示した｡

最近､符号理論における ブレークスルーとされ注目されているものに Turbo符号と呼ば

れるものがある[1]｡Turbo符号もSourlas符号と同様スピンモデルに帰着させることが出

来る｡ 両者の大きな差異は格子構造の違いにあるが､実のところTurbo符号で用いられる

復号化アルゴリズムは TAP平均場近似により導かれたものと同じになる｡

Sourlas符号の性能は Turbo符号のそれには及ばない｡ その理由はTurbo符号が実質的

にスピン変数に付加して通信中にノイズによる符号語のビット反転が生じたかしないかまで

推定することによりフラストレーションを解消しながら復号化を行なうのに対し､Sourlas

符号ではあくまでもフラストレーションを含むハ ミル トニアン(2)のまま推定を行なうか

らである｡ これは利用するハミル トニアンの違いから生じる能力差であると言える｡ ただ

し､ここで述べた TAP方程式による復号化は Sourlas符号が潜在的に持っている復号化

能力を(N- ∞ で)完全に引き出していると考えることができる一方､同じ形をしている

Turbo符号の復号化アルゴリズムはその潜在能力を完全には引き出してはいないと思われ

る｡ なぜなら､TAP方程式 (8)､(9)はSourlas符号が有するランダム格子の性質を反映し

て得られるものであるが Turbo符号の格子には規則性があるため同じアルゴリズムが一般

には厳密解を導かないからである｡

それならば､Turbo符号と同様ビット反転が生じたか否かまで推定しフラストレーショ

ンを解消しながら復号する符号で､なおかつランダム格子を有するものを構成すれば良さ
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そうである｡ 実は Gallager符号と呼ばれる符号がこれに対応する[3,9,10].不思議なこと

に Gallager符号は1962年に提案されていながらごく最近 MacKayandNealに再発見

されるまで符号理論の世界から完全に忘れ去られていた [9]｡この符号はSourlas符号と同

様統計力学的に解析することが可能でありその詳細は [12,6]にある｡ ちなみに､最近の研

究成果によれば適切なランダム格子を有する Gallager符号はTurbo符号を抜き世界最高

の誤 り訂正能力を有することが報告されている閏｡

参考文献

ll]BerrouC,GlavieuxAandThitimajshimaP,inProc･1993IEEEInternationalCon-

ferenceonCommunications,Geneva,Switzerland,1064(1993).

[2]BetheHA,Proc.Roy･Soc･,A150,552(1935)･

[3]GallagerRG,IRETrans･Info･Theory,IT-8,21(1962)･

[4】KabashimaYandSaadD,Europhys･Lett･,44,668(1998)･

[5]KabashimaYandSaadD,Europhys･Lett･,45,97(1999)･

[6]KabashimaY,MurayamaTandSaadD,submittedtoPhysicalReviewLetters(1998)･

[7]KanterIandSaadD,preprint(1999)･

[8]IbaY,J･PhysIA:Math･andGen･,33,3875(1999)

[9]MacKayDJCandNeala,ElectronicLeu･,33,457(1997)･

[10]MacKayDJC,IEEETrans.IT,45,399(1999)･

[11]MezardM,ParisiGandVirasoroMA,SpinGlassTheoryandBeyond(WorldScien-

tiPc)(1987).

【12]村山立入 ｢低密度パリティ検査符号の統計力学的解析｣東京工業大学修士論文 (1999);

物性研究 72No6(1999年 9月号)掲載予定.

[13]NishimoriH,J.Phys.Soc.Jpn.,62,2973(1993).

【14]小口武彦 ｢磁性体の統計理論｣(物理学選書 12､裳華房)(1970)･

[15]PlefkaT,J･Phys･A:Math･andGen･,15,1971(1982)･

[16]ShannonCE,BellSys･Tech･J･,27,379(1948);27,623(1948)･

[17]ShiinoMandFukaiT,Phys･Rev･E,48,867(1993)･

-826-



｢多体問題としての情報処理 一統計力学と情報科学の接点-｣

[18]SourlasN･Nature,339_693(1989)･

llg]SourlasN,Europhys･Lett･,25,159(1994)･

[20]ThoulessD,AndersonPW andPalmerRG,Phil.Mag.35,593(1977)

-827-


