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直線あるいは一般の空間上のランダムな点配置のことを確率論では点過程 (pointprocess)

と称 し､詳 しく研究されている｡ランダム行列や Andersonモデルのように､統計性を含

む量子ハ ミ/レト二アンのスペク トルは現象論的には点過程 と見ることができる｡また量

子カオスの研究におけるように､本来統計性をもたない- ミル トニアンのスペク トルを､

あたかも点過程の典型的な実現であるかのようにみなしてその揺らぎを議論することがあ

る｡点過程の理論は準位統計の専門家にはこれまであまり知られていなかったようである

が､点過程とい うものの数学的な取り扱いには意外にデ リケー トな部分もあるのである｡

特に点と点の間隔分布については直観に反するような事実がいくつかある｡ 本稿の目的は

点過程論の概略を解説しつつ､その準位統計の現象論との対応を考えることである｡準位

統計の背後にあるAnderson転移や量子カオスの本質に迫るには至ってないが､量子準位

とい うものを統計的に見ることの意味合いを確率論の立場から考えてみたかったのであ

る｡ 物理学者からの自由な批判を期待する｡ 特に第 8節についてそう思 う｡

なお本稿は 1998年 6月に日本大学理工学部物理学教室で行なった筆者の講義に基づい

ている｡ このような機会を与えて下さった糸井千岳氏に深く感謝する｡また筆者の拙い講

義に耳を傾けて下さった出席者の方々にも心より感謝 したいと思 う｡
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1 公理的確率論の概要

この節では基本的な用語の準備も兼ねて､確率論の基礎概念および後で用いる定理をい

くつか紹介する｡

1.1 確率空間 (probabilityspace)

現代の確率論は抽象的な確率空間 (0.I,P)とい うものを理論の足場にする｡ ここで 0

は空でない任意の集合､F は 0 の部分集合の族で､次の意味で J一代数の構造をもつも

のである:

(i)0∈f･

(ii)A∈fならば Ac∈F.ただしAc-0＼Aは Aの補集合.

(iii)An∈F,n-1,2,… ならば

つくン
UAn-AIU-･UAnu･･･∈f･rt=I
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点過程論によるエネルギー準位統計の数学的基礎付け

Fに属する集合は ･･事象 '丁と呼ばれる｡さらに Pは各々の A∈Fに実数 P(A)を対

応させる集合関数で次の条件を満たすもの :

(iv)P(A)≧0;

(V)P(0)-1;

(vi)A n ∈F ,n- 1･2,.･･であり､かつ n≠m に対 してAnnAm-田となるならば
く)〇 ()〇

p(UAR)-Ep(An)･n=l n,=1 (2)

P(A)は事象 Aの ''確率 "と呼ばれる｡

集合 0 は統計学においては標本空間と呼ばれ､試行の結果として論理的あるいは現実

的に可能なデータの集まりという意味を持っ ｡ 一方確率論を統計力学に応用する場合に

は Qは与えられた物理系が取 り得る状態の全体 (アンサンブル)を表すとも考えられる｡

このように 0 はかなり抽象的な性格をもつもので､問題に応 じて様々な意味付けがなさ

れる｡ また確率の計算を進める過程で空間 0 は必要に応 じて拡張されたり､逆に制限さ

れたり､さらには全く異なる空間と取 り換えられることもある｡

条件 (iト(vi)に述べてなくとも､それらから自動的に従 うことがらがいくつかあること

に注意しておく｡例えば (i),(ii)より8-flc∈F･また (iii),(ii)および deMorganの

法則 :

(U AR)C- n Acn ; (n An)C-U A:a Tt I一 Tt

より､(iii)において∪を∩でおきかえた命題も成 り立つ｡また (iv)において An-O,

n-1,2,･･･とすれば∪?=1An-8,かつ Anたちは互いに排反｡従って

P(¢)-P(@)+P(¢)+･･･

これと(iv)よりP(@)-0となる...等.

1.2 確率変数 (randomvariable)

確率変数とは試行の結果により値の決まる量､即ち 0 上の関数 X(LJ)のことである｡

ただし最低限の要請として､任意の実数 a･に対して

(LJ∈nlX(LJ)≦x)∈f (3)

となること､いいかえると関数 X(LJ)が cr一代数 F について可測であることを仮定す

る｡この式の左辺に現れる集合は､しばしば簡略に tX≦可 と記される｡ この仮定によ

り1･の関数

F(I)-Fx(a･)-P(X≦at)
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を考えることができる｡F(I)を確率変数 X の分布関数とい う｡確率論においては LJの

関数としての確率変数 X(〟)そのものよりも､その分布関数 Fx(1.)の方が重要な意味を

もつことがしばしばある｡

p(I)≧0,

を満たす関数 p(a.)が存在 して

Fx(I)-/_rn

p(I)dx-1

p(y)dy ,1･∈R

15l

(6)

が成り立つとき確率変数 X は絶対連続分布を持つといい､p(I)をその分布密度関数とい

う｡特に

p(I)-去 expト這(I--)2] (♂,0,-∈R)

のときX は平均 ･m ､分散 C2の正規分布 (Gauss分布)に従 うといい､

p(al,- (

,te~ 入1. (a･≧0)

0 (r <0)

のときX はパラメータ ,1>0の指数分布に従 うという｡

一方､実数の列 (αn)nおよび (pn)nが存在 して (ただしpn≧0,∑ap,i- 1)

Fxh･,-a;i.Pn-ru 写 pn6(y-an,dy

となるときX は離散分布を持つとい う｡特に

αn=n;pn=e一淀 ,･n=0,1,2,...n!

(7)

(8)

(9)

(10)

のときX はパラメータ Å>0の Poisson分布に従 うという｡

さて､確率変数 X の､空間 (0,7,P)上での積分 (抽象ルベーグ積分)を Xの期待

値と呼び､ElX]で表す｡即ち

ElX]-
/o

X(LJ)P(dLJ).

この式において x-X(LJ)という変数変換をすれば

ElX]-/a JP(X∈da.ト

あるいは分布関数の定義式よりP(X ∈dx)-dF(1･)だから

ElX]- a･dF(I)
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点過程論によるエネルギー準位統計の数学的基礎付け

となる｡この式の右辺は Stieltjes積分である｡X が絶対連続分布を持つときはこれはさ

らに

El.Y]-
となり､また離散分布を持つときは

xp(I)dx

E[X]-∑αnpn-∑αnP(X-αn)
JI Jl

となる｡ただし､いずれの場合も積分または級数の絶対収束は仮定されている｡

また X の分散 V[X]は

VlX]-El(X-ElX])2]-Elx2]-(ElX])2

により定義される｡

正の確率を持つ事象 β∈アが与えられたとき

P(AlB)-P(.inB)/P(B)

(14)

(15)

(16)

(17)

によって (∩,I)上の新 しい確率測度 p(･lB)が定義される｡ P(AIB)を事象 Bに関す

る事象 Aの条件付き確率と呼ぶ｡また X が確率変数のとき

Fx(可B)-P(I ≦llfB)

を事象 Bに関するXの条件付き分布関数､

ElXIB]-ノ､L･dFx(XIB)

(18)

(19)

を事象 Bに関するX の条件付き期待値という｡

以上の定義において P(B)>0という条件を仮定したが､この条件を満たさなくとも

直観的には条件つき確率としての意味を持つべきものがある｡ たとえば X .Yが確率変

数のとき

ElXIY-y] (20)

のようなものは Yが絶対連続分布をもつならば (19)のようには定義できないが (P(Y-
y)-0であるから)､だからといって全く考えずにすますわけにはい かないであろう｡ま

た準位統計においては､特定のエネルギー値に準位があるという条件のもとに様々な事象

の確率を考えるがこれについても同様の問題がある｡これらの L･条件つき確率 " につ

いては別に考察 しなければならない｡(確率 Oの事象に関する条件つき確率にまつわる諸

問題については例えば Raoの解説記事 [18】を参照されたい｡)

Xl,… ,X,Lが確率変数のとき Rn上の関数

Fxl,‥...Yn(all,‥ .,a･n)-P(X l≦L･1,… ,Xn≦ a･n)
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をそれらの結合分布関数という｡これに対し各々の X,の分布関数を周辺分布関数という

ことがある｡

任意の (rl,･..､Jn)∈Rnに対して

F.x,1,..,,Xn(xl,- ,Xn)-Fxl(Jl)･･･Fxn(1･n) (22)

となるとき確率変数は互いに独立であるとい う ｡ このとき積分が絶対収束するという条件

の下に

ElXl･･･Xn]-E[Xl]･･･E[Xnト

が成 り立つ｡あるいはより一般に可測関数 f1,...,fnに対して

Elfl(Xl)..･fn(Xn)]-Elfl(Xl)ト ･Elfn(Xn)]

(23)

(24)

となる｡ さて

C(X,,X,)≡El(Xr ElXi])(X]-ElX,i)] (25)

を確率変数 X,,Xjの共分散という｡ 今述べたことからXl,- ,Xnが独立ならばi≠J-

に対 して C(Xi,X,)-0､即ち X 1,..･,Xnは無相関となる｡ このとき
a n

V[∑ xj]-∑V[Xj] (26)
)-i i-1

が成 り立つことを容易に示すことができる｡ただし､無相関だからといってXl....,X n

が独立とは限らないことに注意する｡

_VI‥.., X n がそれぞれ離散的な分布を持つとき､それらの独立性は

P(Xl-α1,.･･,Xn-αn)-P(Xl-α1)- P(Xn-αn) (27)

と表現される｡ただしα1,...,αn はそれぞれ X1,. . .,Xn が取 り得る任意の値とする｡

Rn上の可測関数 p(x1,...,1･n)で

p(L･1,-･,len)≧0 rup(all,･･･,l･n)da･1- da･n-1 (28)

を満たすものがあって

FJt･l･･-.Xn(L･1,･･･,aln'-i:dyl･-/-:dynp'yl_,- ,yn) (29)
となるとき､Xl,-･,gnは絶対連続な結合分布関数を持つとい つ｡このとき各 -i-,の周

辺分布関数も絶対連続となる｡ その密度関数をそれぞれ p,(xj)とするとXl,･･ ･,X ,lの

独立性は

p(1･1,･･･,Xn)-Pl(all)I-Pn(xn) (30)

と表現される｡

最後に X 1,...,X n,‥.が確率変数の無限列のとき､その独立性は各々の n≧1に対 し

て X1 , .. .,I ,Lが上記の意味で独立になることと定義する｡
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1.3 独立同分布確率変数列に対する極限定理

確率変数列 _Tl,.‥､Xn,...は 1.2の意味で独立であり､それぞれは共通の分布関数を

持つとする｡ このとき-Yl,- ･,Xn,･･･は i･i.d.(independentandidenticallydistributed)

であるとい う ｡ ここでは初等確率論における代表的な極限定理を3つ挙げておく｡

(Ⅰ)大数の強法靴 確率変数列 (Xn)T=1は i･i･d･で､EllX誹<- とする｡このとき

E[Xn]-mとして

p(nli-ui妄xi--)- 1･

これより､次の大数の弱法則が自動的に出る :任意の e>0に対 して

nli-J (.i,Sxj--I, e) - 0･

(ⅠⅠ)中心極限定敷 くXn)芝 1 はやはりi.i.d.かつ ElX三】<∞ とする｡ (大数の法則の

ときよりも強い条件である｡)さらにElXn]-m ,VlXn]-J2>Oとすると任意

のα∈R に対 して

limPrtlrX)(義,S(x,- - ,≦主義/_aue一書 dal･

(ⅠⅠⅠ)poissonの小数の法靴 ･n-1,2, ...に対して n個の確率変数Xl(a),...,X£'l)は独

立で､0か 1の値のみをとるものとする｡さらに定数 人>0が存在 してP(Xjn)-
1)-,V･nとなるならば

nli--P(妄xin,-k)-甘 k-0,1,--

事象の確率は､試行を多数回繰 り返したときにその事象が観測される頻度によって推定

(あるいは測定)されるが､大数の法則はその根拠を与えている｡次項で述べるエルゴ-

ド定理も同様の意味を持っている｡ また確率論の応用において正規分布 と Poisson分布

が重要になるのはそれぞれ中心極限定理 とPoissonの小数の法則があるからだと言って

よい｡

1.4 エルゴー ド定理

(9,I,P)は確率空間､ Tは時間パラメータの集合で､以下T-R (連続時間)また

はT-Z (離散時間)の場合を考える｡各々のt∈Tに対 して 0から0-の写像 Otが

与えられていて次の条件を満たすとしよう:
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(i)机 ま全単射､いいかえるとOtは逆写像 Ot-1を持つ ;

(ii)0日ま可測､即ちA∈fならばOt-1(A)∈f となる (ただし連続時間の場合は(i,LJ)

2変数に関して同時に可測になることを仮定する);

(iii)Otは Pを保存する､即ちA∈fならば p(Ot(A))-P(A);

(iv)(Ot:t∈T)は変換群をなす､即ち任意のt,S∈Tについて Ot+,-Ot｡0.,.また､

O｡-I-恒等写像 .この2つから特にOtl1- 0_, .

T-Rのとき､この変換群 iOi;t∈T)を確率空間 (f2,7,P)における flow と呼ぶ｡

T-Zのときは変換群 (Pt;t∈T)はただ一つの変換 0- 01により生成される‥Ot-Ol.

この 0を確率空間 (0,7,P)における automorphism ということにするC

任意の t∈T に対して Ot(A)-1となるようなA⊂0をこの変換群の不変集合と

いう｡離散時間の場合この条件は 0(.i)-Aと同じことである｡A∈f なる不変集合が

P(.1)-1または P(A)-0となるものに限られるときflowあるいは automorphism は

エルゴ- ド的であるとい う｡

flowまたはautomorphism は連続時間または離散時間の力学系の概念を抽象化したもの

である｡したがって確率空間は力学系の相空間という意味も持っている｡Bow(automorphism)

がエルゴ- ド的でないとき､0<P(A)<1なる不変集合 Aが存在する｡するとOtを A

および A cに制限することにより我々の力学系は相互作用のない2つの部分に分解される

ことになる｡エルゴ一 円生とはこのような分解が不可能であることを意味している｡ただ

し本稿においては後にみるように (Ot:t∈T)は空間的な平行移動を表すにすぎず､力学

系とのアナロジーはそれ程密接ではない｡

後で用いるために Birkhoffの個別エルゴ- ド定理とvonNeumannの平均エルゴ- ド

定理を紹介する｡詳しくは例えば十時 [22]または Reed,Simon【19】を参照されたい｡

個別エルゴー ド定理 fは確率空間(0,7,P)上の可測関数 (確率変数)でEllfH<∞ な

るものとするOこのとき 0 上の可測関数f-で次のようなものが存在する ‥

(a)E=fl]<∞ ;

(b)iは不変関数､即ちf-(OtLJ)-i(LJ);

(C)Jlが可測な不変集合ならば

臣 (〟)P(du)-/A i(W)P(dw)

特に A-0 として Eli]-Elf];
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RIL-封Ri(Otw,dt-i(W,･

(d)確率 1で

平均エルゴー ド定理 fは確率空間 (OてF,P)上の可測関数 (確率変数)でE‖ff2]<∞

なるものとする｡このとき個別エ′レゴー ド定理に現れる可測関数 fは上記に加えて次を

満たす :

(e)EUil'-'】< 刃 ;

(f)(0,I,P)上の二乗平均収束の意味で

Rl1-m去LRI(OILJ)dt-f-(LJ).

aowのかわりに automorphism Oが与えられたときも同様の主張が

nli-露呈f'Ojw'-f-'W'j-0
について成立する｡

2 直線上の点過程の一般論

確率論において点過程は通常 "非負整数値ラドン測度を値とする確率変数 "と定義さ

れる｡こうすることにより直線上のみならず一般の局所コンパク ト位相空間上の点過程を

扱うことができるのだが､その理論は抽象数学に傾き過ぎると思われるので､ここではよ

り直接的な定式化を行 う｡

つぎのようなものを考える :

1.直線 R-(-∞,∞)の有限または可算無限部分集合 Eで､任意の有限区間 Jに対し

て EnIが有限集合となるもの｡(つまりEは有限な集積点を持たず､真に離散的で

ある｡)

2lEを定義域とする自然数値関数 me(a.)(x∈E)･

上の2条件を満たす E,mEの組を一般に N で表して 一点 配置 (configuration)"と呼

ぶことにしよう｡mE(l弓は Eの点 x の重複度を表す.点配置 N の全体を Q とする｡ま

た R の有限部分集合 Aに対して

N(A)- ∑ ,me(a･),
1.∈enjl
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また R上の関数 Jに対して

N(f)-∑mE(I)佃r∈E
(32)

と書く｡f-1A(Jlの定義関数 )のとき N(lA)- N(A)である｡mE(1.)≡ 1であ

るような点配置は単純 (simple)であるといわれる｡ 単純な点配置の全体を Qlで表す｡

N-(E,mE)が単純なときは

N(A)-#(A〔E) , N(f)-∑ f(I)
∫∈∈

となる｡

点配置を表すのに､より直観に訴える

N-∑mE(I)6(x一･)
r∈(

(33)

(34)

という書き方も用いる｡6(x一･)を点 x に集中した6関数と見るか､6測度と見るかに

よって

〟(ノ●)-ノ'f(y)N(y)dy または N(f)-ノ､f(y)N(dy) (35)

となるが､本稿では後者の書き方を好んで用いる｡

さてランダムな点配置としての点過程を次のように定義する｡ 確率空間 (∩,I,P)から

配置の空間 Q-の写像

0 ∋LJ←1 Nw ∈ Q (36)

は､任意の有限区間 I⊂Rに対して N(I)-NJ(I)が非負整数値確率変数になるとき､

即ちk-0,1,… に対して

(LJ∈OINL.(I)-k)∈F

となるとき､点過程であるといわれる｡ すべての LJ∈0に対 して 1VLJ∈Qlとなってい

るとき点過程 NJ は単純であるという｡

前に述べたように､LJの関数としての点過程 N そのものよりも､その確率分布の方が

重要性を持つことがよくある｡ここで点過程 Ⅳ の確率分布とは､互いに排反な有限区間

の任意の列 I1,...,In および任意の非負整数 k1,...,kn に対する次の確率の値の全体で

ある :

P(N(Il)-kl,- ,N(In)-kn)≡p(Il,- ,In;kl,- ･,k,i)･ (37)

これらの確率の値がすべて定まれば､実際上は点過程 Ⅳ に関するあらゆる事象の確率が

定まるといってよい｡また2つの点過程 (その定義域たる確率空間は異なっていてもよ
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い)に対するこれらの確率 p(I1,...,In;kl,.‥,kn)の値がすべて一致するとき､2つの

点過程は同じ確率分布に従 うという｡

Nが確率空間 (0,I,P)上の点過程で､f(I)≧0が Borel可測関数ならばexp(-N(f))

は有界な確率変数である｡ 従ってその期待値

毎 (I)≡Elexp(-N(f))] (38)

が存在するが､これを Jの汎関数と見るとき､点過程 Ⅳ に対する Laplace汎関数とい

う｡ Laplace汎関数 ¢N(･)は点過程 N の確率分布を一意に決めることが知られている｡

次に点過程の列 (N (i))E=1の点過程 N -の分布の意味での収束 (弱収束という)を考

える｡そのためにはまず (LJに依存しない)点配置の列 (N(k))?=1が別の点配置 N に

収束するということを定義しなければならない｡ こ れは点配置 N(k)を構成する点が全体

として Ⅳ を構成する点に近づくことであるが､正確には次のように述べられる :

点配置の列 (1V(k))E=1が点配置 N に収束するとは､I(I)≧0なる連続関数で､ある

有限区間 (Jごとに異なっていてよい)の外では恒等的に 0となるようなもの (今後は

compactsupportを持つ連続関数ということにする)に対して

N (k)(f)→ N(I) (39)

となることである｡このとき単に N(k)→N と書くことにする｡

この定義によって点配置の空間 Qに収束概念､あるいは位相が導入される｡そして点

過程の列 (N(i.))E=1が点過程 N に弱収束するということは､点配置の空間Q上の任意

の有界連続汎関数 Fに対して

ElF(N(た))ト｣ ELF(1V)] (kぅ∞) (40)

となることと定義される｡ただしQ上の (実数値)汎関数 Fが連続とは

Qにおいて N(A)→1V(k十∞)のとき F(N(k))→F(N)(k十∞) (41)

となることである｡また Fが連続汎関数で､Ⅳ が点過程ならば F(N)は確率変数とな

ることに注意する｡さらに､点過程の弱収束とは実は点過程の確率分布の収束のことであ

り､LJの関数の列としての (Nib))の 1Vu-のいかなる意味での収束も意味するのではな

いことに注意しておく｡従って N(k),N の定義域たる確率空間 0 が kごとにすべて異

なっていても上記の定義は意味を持つ｡

点過程の列 (N(k))LE?=1 が N に弱収束するためには実は f(I)≧0なる連続関数で､

compactsupportを持つすべてのものに対して

一¢N (A)(f)→ ･¢N(f) (42)

となることが必要十分であることが知られている｡

以上の内容も含めて､点過程の一般論の本格的な説明については例えば Neveuの講義

録 [16]または Daley,Vere-･Jonesの書 [6]を参照されたい｡
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3 定常な Poisson点過程

3.1 定義と基本的な性質

点過程 〃は､次の2条件を満たすとき平均 入>0の定常なpoisson点過程と呼ばれる:

1.An月-¢ならば Ⅳ(A)とⅣ(β)は互いに独立な確率変数｡

2.A⊂Rが有界な Borel集合､fAlがその Lesbesgue測度 (集合の長さ)ならばN(A)

は平均 人刷 の Poisson分布に従 う｡即ち

p(N(A)-k)-e- ･̂A･W ,k-0,1,･･･

この定義から次のことがわかる｡

命題 3.1定常な Poisson点過程 凡 の Laplace汎関数は

¢1V(f)-exp巨人
ru

(1-e-I(I))dL.]

(43)

(44)

となる｡ただしf(I)≧0は Borel可測関数o

略証.簡単のため f(a.)は連続で､有限区間 J-【a,b]の外では恒等的に 0とする｡ Iを

十分細かな区間 左 に分割 し､ cj-f(x]),xJ∈Iとするとf(I)は階段関数

n
9(L･)-∑C,lI,(a.)

J=1

で近似される｡このような階段関数に対して上の公式を証明するのは直接計算により可能

である｡あとは極限移行によって一般の fの場合も示される.

命題 3.2hJOとするとき､

P(N(i,i+h]≧2)-0(h'2). (45)

5節に述べるようにこのことからPoisson点過程 Ⅳ は単純であることがわかる｡

命題 3.3今述べたように Poisson点過程 Ⅳ は単純であるから､Ⅳ J を構成する点を一列

に並べることができる｡その際､原点の右にあって原点に最も近い点を l･1(LJ)と名づけ

る｡そうすると他の点の名も自動的に決まって

･･.<L･-2(LJ)< a･-1(LJ)<xo(LJ)≦0<L.1(LJ)<x2(LJ)< ･- (46)
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となる｡このとき確率変数列

.-,(1･-･2-i.-3).(I-1lX-2),(ilo-1.-1);-Xo;Xl,(x2-Xl),- (47)

は独立でいずれ も指数分布 入e~入tdtに従 う｡

この定理にすっきりした証明を与えるのは意外に難 しい｡ (詳 しくは例えば Kingman

l10]を参軌 )ここでは 1･1とL･2- a･1が独立で､ともに指数分布に従 うことをやや不完

全な議論で示すにとどめる｡

tl,t･2>0とし､tl.t2の周囲の､長さ dtl,dt2の微小区間を考える｡ すると xl,1･2

の定義より

P(LIL(LJ)∈dtl,x2(LJ)∈dt2)

- P(NL.(0,il]-0,NLJ(tl,tl+dtl】-1,NLJ(il+dtl,tl+t2】-0,NiJ(t2,i2+dt2]≧1)

- P(NJ(0,tl]-0)P(NJ(tl,tl+dtl]-1)P(Nu(tl+dtl,tl+t2]-0)

×P(NJ(tl+t2,tl+t2+dt2]≧1)

- (e-入fl,utl)(e~入f2,ut2)

隣り合 う点の間隔を T,i(LJ)- ll,I(LJ)-i.,い 1(LJ)とおくと､今示 したことから(,a)T=_∞

は独立な確率変数列となる｡n≠1ならば 'n は指数分布 Åe一入fdtに従 うが､'1- 31- a･｡

,即ち原点をはさむ 2点 x｡,1.1 の間隔だけは違 う分布に従 う｡実際 -x｡,xlが独立で

それぞれ指数分布に従 うことから

p'Tl≦ り -P((二 :t'･ x lSf)-L ∞L ∞ 1(0,t恒 u)人 e一 入･'人 e 一 入udSdu=1_e _ ,ue一 入l

これを微分 して

p(Tl∈dt)- ,112te~入tdt. (48)

'lの分布密度関数 ,ne~人士は t-1/吊 こピークを持っているが､ Tn ,･n≠1に対する密

度関数 ,te-入'は t-0にピークを持っている｡ 即ち原点をはさむ 2点 LC｡,i:1の間にの

み反願が見られるのである｡ この一見奇妙な現象は定常な点過程一般に共通することであ

る｡(7節参照｡)

3.2 completerandomness

Poisson点過程の条件 1.はしばしば completerando工llneSSと呼ばれる｡ 実はこの条

件は 吉 の分布の Poisson性を実質的に決めて しまうことが知られている｡即ち次の定理

が成 り立つ :
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定理.点過程 〃 は次の条件を満たすとする :

(a)空でない任意の区間 Jに対して

P(N(I)>0)>0.

(b)区間 L Jが重なり合わないならば確率変数 N(I)とN(J)は互いに独立｡

(C)確率変数 N(a+i,b+t]の分布は tに依らない｡

このとき Ⅳ は次の形のものに限る :

)〇
Nw(I)- ∑mn(LJ)6(rn(LJ)一･)･

Jl=-′)〇
(49)

但し(J:a)?=_∞ はPoisson点過程を成し､(mn)T=_n はくxn)T=_∞ と独立で互いの間

でも独立同分布な自然数値確率変数列である｡即ち Ⅳ は Poisson点過程に従って配置さ

れた点の各々にランダムな重複度を与えたものになっている｡このような点過程を複合

Poisson点過程という｡特に上の条件 (a),(b),(C)を満たす単純な点過程は Poisson点過

程に限られる｡

3.3 Poisson点過程への弱収束

Po享sson点過程はしばしば､互いに独立でそれぞれは小さな密度を持つ点過程を数多

く重ねあわせた極限として得られるCこのことを数学的に定式化すると次のようになる :

エ-1,2,… に対して点過程の列

NL,･･･,NL-i

が次の条件を満たすように与えられているとする :

(o)Lぅ ∞ とするとき kL う ∞ ;

(i)NL,-･,NLkLは互いに独立 ;

(ii)limL→00maXl≦j≦LIL P(NL(A)≧1)-0;

(iii)limL→∞∑,A-三lP(NL(A)≧2)-0;

(iv)lirnL→∝∑,k≦lp(NL(A)≧1)-,W l･
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但し吊 ま定数｡また (ii),(iii),(iv)において Aは任意の有限区間を表すものとする｡

定理･上記の条件の下に NLたちの重ねあわせ NL-∑,k皇1NLはL→ ∞ とするとき

入≧0の定常 Poisson点過程に弱収束する｡

この定理の証明は DaleyとⅦre-Jonesの書 [6]にあるが､ここでその概略を述べてお

く｡示すべきことは､点過程 NLの Laplace汎関数が Poisson点過程のそれに収束するこ

とである｡即ちf(I)≧0はある有界区間 Aの外側で恒等的に 0となる連続関数として､

車L(f)≡Elexp(-NL(f))]→ expト,i
が成り立っこと､いいかえると

lim log,4,L(I)--AL→(:カ 王

(11e~f(I))dx) (Lぅ∞) (51)

(1-e一f(I))da･ (52)

が成 り立つことを示せばよい｡さらにそのためには A を小区間 A1,...,AM ,Ak-

ll･L--1,a･k‖こ分割 した上で関数 f(I)を階段関数

:V

g(l･)-∑ cklAk(l･) ただし ck-f(a･k)
k=1

でおきかえてよい｡ 分割を細かくすればg(I)は f(1･)を任意の精度で一様近似するから､

証明すべき式において fをgでおきかえることによる誤差は任意に小さくできる｡

さて条件 (i)により

logOL(9)

kL
logElexp(-∑ NL(g))]

E=U
kL

logTIElexp(-Ni(g))I}=l
L･L
∑logElexp(-NL(g))]
J=1

ここで logの中にある期待値は

Elexp(-NL,i(9))] - P(NL(A)-0)

十ElNL(A)-1;exp(-N1,i(g))]

+ElNL(A)≧2;exp(-N1,L(g川
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と3つに分けられるが､3このうち右辺の第 1項､第3項については

P(NL(▲4)-0)-1lP(Nま(A)≧1):

kL
Llimn∑p(NL(A)≧1)-咽 ,J=l

および

ElNL(A)≧･2;expトNL(g))] ≦ P(NL(A)≧2);

L･L

LliTn∑ p(Nl,L(A)-'2)-0E=‖
なる評価が成り立っ｡また第2項は

ElNL(A)-i;exp(-NL(g))].l/(
- ∑p(NL(AL-)-1,NL(Ap)-0,fore≠k)exp(-cL･)i.=1

と書き換えられるが､これについては

P(･VL(AL･)≧1)-P(NL(Ak)-1.NL(Ae)-0,fore≠k)

≦ P(-1VL(A)≧2)

が成り立つ｡以上をまとめて

log¢L(g)
L･L
∑log〈1-P(1Vi(A)≧1)ノ=1

A4

+∑p(Ni(jlL･)≧1)e~ ck +0(P(NL(A)
k=1

L･i IVI ki

-∑p(N L(A)≧1)+∑e-ck∑ p(NL(All)≧1)1-1 k-1 1-1

･o(,Sj:(NL(A,≧2))

-→ -咽十∑e-C叫 Aた[--,iL･=1
を得る｡(証明終わり｡)

:L 股に確率変数 X および事象 A に対 して ElA;X]-El1.iX]とするO
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特に-VL,j-1､･･･,k･Lがそれぞれ単純で同じ分布に従 うとき､条件 (iii),(iv)が成り

立つためには次の (Ⅴ),(vi)が十分である :

任意の有界区間 Jiに対して､

(Ⅴ)

lim ElNL(A)]- 刃A目
上ー √:℃

(vi)

lim kLElNL(A)(NLJ,L(A)-1)】-0.
ムう ′)〇

4 Anderson局在とスペクトルの Poisson性

前節に述べたことの応用として Anderson局在を起こすランダム系のスペク トルは

Poisson点過程で近似されることが示される｡ 詳細は 【13】および [15]にゆずってここで

は直感的なアイディアのみを述べる｡

Andersonの tightbindingmodelは d次元格子 Zd上の関数 u(I)に次のように作用

するランダムな Hamiltonianである :

(Hu)(i,)ニー(△u)(I)+払(I)a(I) ,X∈Zd.

(△u)(l･)- ∑ (a(y)-u(i,))
ly一可-1

但し

(53)

(54)

は Laplacianの差分化､また V-(VLJ(I):I∈Zd)は独立同分布な確率変数族である｡

I/~はランダム ･ポテンシャルを表しているo以下各々の VLJ(I)は有界な確率分布密度を

持つとする｡即ち

P(V(tit)≦i)-!l-～_p(･5)d･5 ,0≦p(･5)≦C-定数 . (55)

さて､ここでは大きな有界領域 A⊂Z̀‖こH を制限したもの

Ĥ -,t̂ H,t̂ (56)

を考え､そのスペク トルの点過程としての極限的性質を問題にする｡そこで Ĥ の固有

値を

El(A)< El2(A)< ･･･< EL,(A) ,L-IAl (57)

とする｡Ĥ の固有値は V(I)に対する上記の仮定の下に確率 1で非縮退であることが知

られている｡([11]参照｡)
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さらに _tを hypercubeとすると､ランダムでない関数 n(E)が存在 して確率 1で

施 古 畑 E,(A,リ ≦ E}-/_Enn(E/,dE, '58'

となることが知られている｡(例えば [5]を見よ｡)この n(E)を状態密度関数 (density

ofstates)という｡ n(E)が有界 (実は n(E)≦ suptp(i))であることは容易に示すこと

ができる｡(ただしn(E)の連続性､微分可能性,解析性などを証明するのは難 しい問題

である｡) したがって

I/(E)-/_En n(E')dE' (59)

によりintegrateddensityofstatesI,(E)を定義すると､Lesbesgue積分論で知られている

ように L/(E)は殆どすべての Eに対 して微分可能で､I/I(E)-n(E)となる｡今そのよう

なEの値を一つ固定すると､上の式よりEの近傍で準位 (Ej(A)),の間隔は (n(E)fAl)~1

のオーダーであると考えられる｡そこで Eを中心として､

ej(A)=fAl(E](A)-E)

のようにスケール (あるいは unfold)した準位 (ej(A))jを考える｡さらに

N ,̂E(･)-∑6(C,(Aト ･)
ノ

(60)

(61)

なる点過程を考えるとき､ A†Z畑こおけるその極限挙動を問題にするのは自然なことで

あろう｡Eの近傍において Anderson局在が起きるかどうかによってこの極限挙動が異

なることが数値実験などによって明らかにされているが､数学的に厳密な理論はまだでき

あがっていない｡ここでは Anderson局在を保証するような次の条件 (C･f･[1日 7】)の下

で N ,̂Eの極限が平均 n(E)の Poisson点過程になることを示す｡

条件 (L):36≠0なる複素数 ぐ∈Cに対 して､Ĝ (ど;I,y)を Ĥ の Green関数､即ち

(Ĥ -()-1の核とする｡ このとき定数 o<50<1,C>0,m >0および r>Oがあっ

て任意の hypercubeAに対して

EUĜ (い ,y)門 ≦Ce-m恒 yF (62)

但し ìlぐ>0かつ lぐ-EJ< r.また x,y∈Aの うち一方は Aの境界上にあるものと

する｡

この条件は disorderが大きい (いい かえると suptp(i)が小さい)かまたはE がスペ

ク トルの端部に近いとき成 り立つことがわかっている｡(このこと､および条件 (L)が

Andel･SOn局在の十分条件であることの証明については 【1日 [7】を参照されたい｡)
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以上の仮定の下に

定理∴1†Zdとするとき点過程 N ,̂Eは平均 n(E)の Poisson点過程に弱収束する｡

この定理は次のようにして証明され る｡まず A は辺の長 さ L の hypercube､また

Il'L-Lα ,0<α<1として A をKLa個の cells(Cp)pに分割する｡Hcpの固有値を

(Ej(Cp)),･とし､ (JAl(Ej(Cp)-E))Jの作る点過程を NA,E,pとすると､次が成 り立つ :

1.条件 (L)より､異なるcellsの間には殆ど相互作用がないことが言える｡従って N^.E

は ∑ pN"･E,p で近似される〇

･2･ランダム ･ポテンシャルに対する仮定から (N ,̂E,p)pは互いに独立で､かつほぼ同

分布である｡

3.先に注意 したように各 NA7E･p tま単純な点過程であるC

4.任意の有界区間 Aに対 して

ElN",E7P(A)]～HL-dlA回E)

5.同じく任意の有界区間 Aに対 して

El1V̂ 7E7P(A)(N ,̂EIP(A)-i)i-0(KL-2d).

こうして前節の最後に述べた状況が実現 し､定理の主張が得 られるのである｡

5 定常な点過程｡その準位続計への応用｡

点過程 Nが定常とは､次に述べるように 1Vを任意に平行移動 したものN(･+i)の確

率分布が Ⅳ のそれ と変わらないことである｡ 3節で扱った Poisson点過程はその例に

なっている｡

準位統計においては- ミル トニアンのスペク トルの "揺らぎ "が研究されるが､それが

問題として成立するためにはまず､ハミル トニアンのスペク トルが少なくとも局所的には

定常な点過程と見なされる､というフィクションが成立しなければならない｡ 実際､準位

に対する "統計操作 "はランダム ･ハミル トニアンのアンサンブル上で行われるよりも､

スペク トルの個々の実現についてエネルギー軸上で行われることが多いが､このことは定

常な点過程の持つエルゴー ド性 (6､7節参照)を前提にしているというべきであろう｡

また準位統計の際に行われるいわゆる "unfわlding"とはスペク トルを定常点過程に見え

るようにするための下ごしらえに他ならない｡

本節では定常な点過程の基本性質をェルゴー ド定理を用いない範囲で述べ､準位統計

の基礎概念との関連を考察するC特に長谷川洋氏の著書 [24】に解説 してある E(k,Sト
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F(k.S)等の間の関係式が概ね Palm-Khinchinの等式と呼ばれるものから得られること

を示す｡ 本節の前半は Daley,Vere-Jonesの書 [6】に沿っている｡

定義.確率空間 (0,I,P)上で定義された点過程 N -Nuが定常 (Stationary)とは､ 任

意の自然数 r､任意の有限区間 Il,.‥,I,および任意の非負整数 kl ,… ,k,に対して確

率の値

P(N(i+IJ)-kJ,i-1,- ,r)

が tに依存しないことである｡ 但しt+I,は区間 左 を tだけずらしたもの｡

2節に述べたように点過程 Ⅳ の確率分布は

P(N(IJ)-k),j-1,･･･,r)

(63)

(64)

の形の確率の値の全体のことである｡従って今述べた 〃 の定常性の定義はⅣ の確率分

布が平行移動の下で不変であること､と要約される｡

この定義から直接導かれる性質をいくつか挙げる｡以下

m ≡E[N(0,1】]< ∞

を仮定する｡

命題 5.1任意の実数 tおよび x≧0に対して

ElN(i,i+可]-mll.

(65)

(66)

この意味で ･m は点過程 N の平均密度 (meandensity)と呼ばれるC

実際 N の定常性からElN(i,i+al]]-ElN(0,xl].そこで M(a.)-ElN(0,a･]]とおく

と任意の x,y≧0に対して

M(1･+y) ElN(0,al+y]]-E[N(0,x]]+El1V(∫,I+y]]

M(a.)+M(y)

ところが関数方程式 M(L･+y)-M(l･)+M(y)を満たして､M(a･)≧0 .M(1)-m とな

る関数はM(1･)-ml･に限られることが知られている｡(証明については例えばKestelman

l9]をみられたい｡ もっともM(I)が右連続なことに注意すれば証明はもっと容易である｡)

命題 5.2極限値

･k Lil-.主p(N(0,h],0)

が存在して ,t≦n.この ,tを定常点過程 N の intensityと呼ぶ｡

この種の極限定理の証明には次の一般的な補題がくりかえし用いられる

補遺.g(a))が a･≧Oに対して定義された関数で､2つの条件
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1.1imL･→Og(1･)-0-g(0):

2.g(1･+y)≦9(l･)+9(y) (I,y>0)･

を満たすならば､極限

｡-まilm.g(I)/ll≦∞

が存在 して

α-supg(lt)/ご
∫>0

となる｡

例えば 命題 5.2を証明するために関数 4,(a))-P(N(0,x]>0)を導入すると､これは

補題の条件を満たし､さらに

4･(a))≦rmaY

となる｡ これにより極限値 吊ま存在 して ,t≦m となる｡

(68)

命題 5.3定常点過程 N が単純ならば ,t=･m .

証明は省略する｡

一般の定常な点過程 N が与えられたとき､その点の重複度を 1 とおくことにより新

しく単純点過程 N*が得られる,J明らかに N書は N と同じintensity,tを持つが､命題

5.3によりそれは Ⅳ*の Ineandensityに等しい｡

命題 5.4定常点過程 N が単純であるための必要十分条件は

P(N(0,h]≧2)-o(h) ,hJO. (69)

3.1節で予告 したようにこの判定条件により定常な poisson点過程 (その平均を 人と

する)が単純であることがわかる｡実際 N が Poissonならば hJOとするとき

p(N(0 ,h]≧2)-e一入h云掌 -1-e一入ん- 人h(,u)-o(h2) (70)
L･=2

である｡

命題 5.5ん-1.2,… に対して極限値

打た≡ lhiiV (N(0,h]=kfN(0,h]'0)

が存在して ∑lE=17TL･- 1･
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TTL-の直感的な意味は ･'原点に点過程 N の点があるときその重複度が kである確率 ''

と考えられる｡

命題 5.61･>0.k=0 ,i,2,.‥に対 して､極限値

QL-(a･)=lhiiTP(N(0,all≦kEN(-h,0]'0)

が存在 し､ iL･の関数として右連続かつ非増加｡

命題 5.7(Palm-Khinchinの等式)

定常な点過程 N が単純 (従って 入=,m)かつ確率 1で条件

凡 (-∞,0】- 鶴 (0,∞)-∞

(72)

(73)

を満たすとする｡また k-0,1,2,...に対 して

qL･(ll)-Qk(l')~QL--1(1-)=lhiB P(N(0,可=kIN(-h70]'0) (74)

(但しQ_1(J)≡0)とおく｡このとき

P(N(0,al]≦k)-A.r-
qL･(u)du ,k-0,1,‥.

が成立する｡さらに
L･-1

RL･(lt)≡ 1-∑ q, (I )

ノ=0

は (0,cx3)上の確率分布関数となり､k-1,2,･･･に対 して

f00 - (I,-貢

(75)

(76 )

(77)

命題 5･3-命題 5･6と同様この定理の証明も Daley-Vere-Jones[6]にゆずるが､Rk(1･)が

確率分布関数になること､即ち

lim Rk(a･)-111一/)〇

となることが (73)の帰結であることに注意 しておく｡実際､直感的には

RL･(1･)-1-P(N(0.a･]≦k-1IN((0))>0)-P(N(0,:]≧kJN((0))>0)

と考えられるが､ここで 1･一十o〇とすれば

Rk(∞)-P(N(0,∞)≧k･lN((0))>0).

ところが条件によればこの確率は任意の k-1,2,...に対 して 1となるはずである｡

(78)

準位統計への応用

準位統計においては次のような "確率 "が問題になる (〔24D｡但 し考察の対象となる

-ミル トニアンのスペク トルは単純な定常点過程 Ⅳ により表されているとする｡
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E(k,S)=P(N(0,S]-k);

F(k,S)≡P(N(0.S]-klN((0))-1);

(79)

(80)

●
P(k,S)=P(N(0,S)-klN((0))-N((S))-1)･ (81)

このうち E(k,S)の定義には何ら問題点はないが､その次の 2つの条件付確率には少

し注意を要する｡-般に単純かつ定常な点過程 Ⅳ〕に対しては 命題 5.1で述べたように

P(N((0))-1)-ElN((0))]-m ･0-0, (82)

特に

P(N((0))-N((S))-1)≦P(N((0))-1)-0 (83)

となるから(1-2)節で注意したように条件付確率を確率の値の比で定義することはできな

い? そこで F(k,S)の定義式は､h>0であるかぎりP(N(-h,0】>0)>0となること

に注意して

F(k,S)=lhiiV (N(0,S]=kiN(-h,0]'0)-qk(S) (84)

を意味するものと理解する｡ このように考えてもP(k,S)の定義にはなお問題が残るO例

えば Ⅳ が等間隔に並んだ点のみから成 り立っている場合を考えてみる｡点の間隔を簡単

のため 1ゝとすると､Sが整数でないときは十分小さなすべての h>0に対して

P(N(-h,0]>0,N(S,S+h]>0)-0 (85)

であるから

p(h,S)=lhiBP(N(0,S)=kIlV(~h70]'0,1V(S,S+h]'0) (86)

のように定義することさえ不可能になってしまう｡そこで､ここでは P(k,S)を条件付確

率として定義することは断念 して､P(k,S)が満たすとされる関係式

p'k,S'-一芸皇F'j,S)-一基Qk'S' (87)j-0
により逆に P(k･,S)を定義する｡ただしこの場合もQL･(S)が微分可能とは限らないので､

測度あるいは超関数の意味で

P(k,S)dS--dQL-(S)
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と考える｡

まず Palm-Khinchinの等式によりk≧1に対しては

E(k,S) - P(N(0,S]≦k)-P(N(0,S] ≦ k-1)

A/S
′)〇

A/S筑

(qk(I)-qk_1(I) ) d r

(F(k･,I)-F(k-1,xDdx

E(0,S)-A/S00F(0,I)da･ (92)

また

も成り立つ｡ ただし準位統計においては 入=m = 1と規格化されていることに注意する｡

F(k,a.)がさらに l･の連続関数だとすると､上の式から

孟E(k;S,-iÅ{F'k-1,S)認 諾 莞

を得る｡

さらに次の関係式が成り立つ :

r)○ つ0
∑E(n,S)-∑p(N(0,S]-n)- 1;TL=O rと=0

〇く:∫
∑F(n,S)-1;rL=0

/～p(k,S,dS--L∞d鋸S,-Q"0,-i･,

LXF(k,S,ds-L切恥(S,dS-ip(N(0,0】≦0)- 芸

(93)

(94)

(95)

第4の式の最後の等号は､区間 (0,0]が空であることから常に 凡(0,0]-0となること

による｡第2の等式の証明は次の通りである ‥F(n,S)-(Jn(S)- Qn(S)-Qn_1(S)に

より つC･
∑F(a,S)-sTlPQn(S)n=0

一方 Qn(S)の定義 (命題 5.6)とP(N u(-h,0]>0)～入hおよび補題より

Q′l(S)-shu,si p(N(0,i,]5 n,N(-h,0],0)
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supn とsuph>｡を交換 して 命題 5･2に注意すると

ioF(n:S, - S露 p(N(0,両 - ,- h,0],0)

- S?pi p(N(-h,0],0)
= 1

を得る｡

最後に 命題 5.7の最後の部分から

SP(k,S)dS S(-dQk(S)) sdRk.1(S)-k;i (99)

簡単な具体例を2つ考察する｡

(a)平均 人の定常 Poisson点過程 N ･

これについては N(0.1･]とNトh,0]の独立性から

Qk(l･)=lhiinOIP(N(0,可≦kiNトh,0]>0)=P(1V(0,x]≦k); (100)

q刷 -鋸 車 QL･-1(17)-P(1V(0,x]-k)- e一入rPkX!)k (101)

これによりPalm-Khinchinの等式は直接計算により確かめられる｡またこの場合

E(k,S)- e一入∫(,tS)k-了｢=F(k,S);

p(k･,S)-一芸 Qk(S)- 入e一入S(Ak;)A

(102)

(103)

である｡

(b)確率空間､確率測度として0-[0,1),P(dLJ)-dLJ (Lesbesgue測度)をとり､

つC
凡 (.)- ∑ 6n-A(･) (104)

T1=-･つ0

なる点過程を考えると､N は定常であって Ⅳ の各点はすべて等間隔 (-1)に並んでいる｡

さて 0≦r < j+1かつ h>0が十分小ならば､NL.(-h,0】>0なる限 り常に

N.(0,可 ≦Jである｡ また x≧j+1ならば NJ(-h,0]>0なる限り常に NL.(0,x]>j

となる｡一方 P(NJ(-h,可>0)-h,(h<1) (特に A-1)だから

Qj (a･,-冒 ,, :; 嵩
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従って q,(I)- 1[" +1)(I)となる｡また

p(k,S)--i Qk(S)-6(S-k-i)

である｡

(106)

6 エルゴー ド的な点過程

Rの点 x を左に iだけずらす変換を Tt とする｡即ち TtX-I-i.また R上の点配

置N -(E,mE)∈Qに対して､点配置 TtN ∈Qを

(TtN)(f)-N(fort)-∑ mE(I)I(I-i)- ∑ m E-i(y)f(y) (107)
エ∈E y∈e-i

により定義する｡Tlにより点配置 N は全体として左に tだけずれることになる｡

さて点過程 N-NL.が定義されている確率空間 (0,I,P)に flow(Ot)tER が備わって

いるとする｡任意の t∈R に対 して

N o,LJ- TtNLJ (108)

が成り立つとき点過程は (Ol)-定常であるということにする｡(0,7,P)の変換 Otが確率

測度 Pを保存することから(Ot)一定常な点過程 N は前節の意味で定常であることがわか

る｡逆に点過程 N が前節の意味で定常とするとflow(OIL)を備えた確率空間 (0',F',P′)

およびその上で定義された teD一定常な点過程 1V′-NL,が存在 して1VとN′は同じ確

率分布に従うC以後エルゴ- ド定理を有効に用いたりPalm測度に関する諸定理を明解に

するため (Ot)一定常な点過程に考察を限るが､今述べたことから､そのようにしても一

般性が失われるわけではない｡

今後 nowtot)はエルゴ- ド的であると仮定する｡ また前節同様

m -ElN(0,1】]< ∞ (109)

も仮定する｡

定常な Poisson点過程を (必要ならば確率空間を取 り換えることにより)(Ot)一定常

な点過程とみなすことができるが､さらに (OE)がェルゴー ド的であるようにもできる｡

また前節の最後の例 (b)において 0-【0,1)の変換 Otを

OtLJ-(LJ+i) ,LJ∈[0,1) (110)

により定義する (ただし(a)は aの小数部分)と､(Ot)t∈Rはエルゴ- ド的なflowにな

ることはよく知られている｡ そして NL.は くOt)一定常である｡
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本節の残りでエ/レゴー ド的な点過程の簡単な性質をいくつか挙げる｡Palm 測度の詳し

い 説明は次節に行 う｡

命題 6.1確率 1で

lm 1N-(0,1t]-r七㌔ か 轟 0]-- ･∫一一)〇Jl

従って ･m >0ならば確率 1で

NJ(--,01-NJ(0,∞)-∞

となり､Palm-Khinchinの等式の成立条件が満たされる｡

( 11 1)

(112)

証明｡a･- n -1,2,‥.ならば

n-1 a-1 nll

Nu(0,I]- Nu(0,可 -∑Nu(i,j+ll- ∑ (TjNu)(0,1]- ∑ Noj〕(0,1ト
i-O )-0 i-0

従?て確率変数 f(LJ)-Nu(0,1】とautomorphism 01に対 してエルゴ- ド定理を適用す

ると､確率 1で極限

lim 土iVJ(0,n]=M(〟)
a-十つ¢n

が存在して ElM]-ElN(0,1]1-m となる｡

つぎに任意の 1･>0に対して､自然数 nを n ≦ al≦n+1のようにとると､

aNJ(0,･n]
≦

N LJ(0 ,a･]/ n+1N LJ(0,n+1]

x n l･ X n+1

1･十 ∞ とするとn ぅ 刃 かつ n/a･十 1となるから

linl - 〟(〟)- 1im
Nu(0,可 1,,,､ .㌔_NL.(0,n]

r一十′=C ユ: n→00 n

となる｡ 一方任意の t∈R に対し､

M(OtLJ)- lim = lilliNotLJ(0,r] .. NLJ(i,i+11]= lilll
1VL.(0,可

- M(LJ).
I→ つC こC I→ つ〇 i- A:→ つ¢ 1'

従って M(LJ)は flow(帰 に関する不変関数となり､(Ot)のエルゴー ド性からM(LJ)-

C-定数 である｡ところが ElM]-m より実は C-m . (証明終わりC)

命題 6.2I1,...,In∈Rは互いに素な有界区間､k 1,...,kn は非負整数とし､実数の集合

FiiJ-(t∈(0,TH NJ(i+I,)-k, 7i-1,-.,,a)
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を考える｡このとき確率 1で

TIL-n 妄fFTTl-P(N(I,)-k, ,j-1--,n)･ (114)

証明｡ 事象

jl-(LJ∈0日 NJrI,)-kj,i-1,･･･,可

を考えると0≦t≦Tに対して

t∈FTLJ⇔ OiLJ∈A.

従って

IFf.-( lFT-(i,,dt-( 1A(Otu,di
となるからエルゴ- ド定理により確率 1で

Tli-n妄fFT" TIL-3 l lA(Otw,dt-El1A,-P(A,･

(証明終わり｡)

この定理により､エルゴ- ド的な点過程の典型的な実現 が一つ与えられると､もとの

点過程の確率分布が復元されることがわかる｡5節の始めに述べたように､準位に対する

統計をエネルギー軸上でとることの正当性はこの事実に基づいている｡

命題 6.3El(N(0,1])2]<･x･ならば V(N(0,可)は任意の a･>0に対して定義できるが､

さらに

rli-露V(N(0,3])-0･ (115)

となる｡

証明｡Ll=n-1昔 ...の場合を考えると､平均エルゴ- ド定理によって J･= n十 ∞ と

するとき

よ V (Nco,可)-E k三ng恥 (0,1]叫 2ト→0 ･J-0
この主張が一般の x十 ∞ に対しても成 り立つことは 命題 6.1と同様の議論により示す

ことができる｡

V(N(0,可)は準位統計では ∑2(i.) と書かれ､numbervarianceと呼ばれている｡この

定鳳 声よると例えば ∑2(a･)-ご2 となるようなェルゴー ド的点過程は存在しないことがわ

かる｡
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平均 人の定常 Poisson点過程の場合は

V(N(0,xD-∑2(I)- ,tx.

また等間隔な点配置から成る点過程については

V(N(0.1･])-∑2(a))-(I)(1-くわ)

(116)

(117)

となる｡((1号は ltの小数部分｡くわ -I 一回)

N が単純のとき V(N(0,1･Dと,Palm-Khinchinの等式に現れるqk(I)との間には次の

関係が成 り立つ (証明は Daley一偏re-Jones【6]にある):

V(N(0,x])-mx-(mx)2十 2m

∑2(l･)-mX-(m3:)2+2mI::t享

kqk(u))d u ,

kF(k;u))du･

(118)

1119)

いいかえると

さてこの第2の式をさらに書き換えてみよう｡

A

p(恒 )d1.--∑dF(j;l･)∫-0
より

l p(k;I,dL･--,S F(i;r,･1

従って k>_1に対して

F(k;r)-((P(k;a.)-P(k-1;L･))dl･

(120)

(121)

(122)

故に

ElkF(k;r,--( 差 k{P(k小 P(kll;I,}dx-l E.p(恒 )dx (1･23)

これを上の式に代入すれば

∑2(I)-mx-(mx)2+2mfr(I-r)A;.p(k;r,dr

を得る｡この式は m -1のとき [24】の (4.5)式と同じになる｡
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7 Palm 測度､定常点過程の構造､間隔分布

前節同様､点過程 N-NJが定義されている確率空間 (O J,P)に flow(Oth∈R が与

えられていて､NJは (帰 一定常であるとする｡このとき(0,7)上に Palm測度と呼ば

れる測度 P(dLJ)が存在する｡Pは一般に確率測度にはならないが､点過程 N が単純で､

平均密度m -ElN(0,1]]-1のときには N((0))-1という条件の下での N の "条件付

き確率法則 "を与える｡また Palm測度を用いることにより定常な点過程の構造が明ら

かになり､"間隔分布 "の意味もはっきりする｡尚､本節の記述は主に J.Neveuの講義

録 [16】によった｡

まず Palm測度の定義と存在を同時に示す基本定理を述べる｡(これは多次元のユーク

リッド空間 Rd上の定常な点過程についても成立するものである｡)

命題 7.1N-NJが (Ot)一定常な R上の点過程ならば(0,I)上の測度 j3(dLJ)で次の

条件を満たすものが存在する｡この 卓を点過程 N に対するPalm測度と呼ぶ :

0×R上の任意の可測関数 f(LJ,S)≧0に対して

/np(dH R NJ(ds,f(Os'W,3,-/op(dw,/Rdsf(W,･5,･ (125)

I(LJ,S)-g(0_SLJ,3)と置き換えれば､この条件は次と同値である :0×R 上の任意の可

測関数g(LJ,S)≧0に対して

/op(dw)/RN〕(ds)9(W,･5)-/np(ch)/RdSg(0-sw,5･) ･ (126)

(ただしJN(LJ,dS)F(S)-1Vu(F)である｡)

以下この定理を認めて話を進める｡

命題 7.1においてg(LJ,S)-1-4(3),A⊂R ととると

･/np(du)/RN-(dS)1A(-i)-/op(dw)N-(A)-ElJV(A)];

/ni(dw)/R
従って､特に .4-(0,1】として

命題 7.2

d51A(S)-刷P(n).

m-ElN(0,1日-P(0)･ (127)

従って m =1の場合を除けば p は確率測度ではないO以下今までと同様 m <∞ を仮

定すると卓は有限な測度になる｡
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0 ≡(LJ∈OaNLJ((0))>0)

命題 7.3P は nの部分集合

(128)

の上に集中している｡

これを示すために R 上の関数 u(S)で､a(S)>0かつ Jニ ′u(･5)dS-1となるものを

一つとる｡するとk-0 ,1,...に対 して

P(N((0))-k)
- /op(dw,fR d31{N-({0}'-k'u(i,)

- /np(dw)/R N - (ds)1{NoJ {0°-k}u(S)

- /op(du)/R N -(ds)l{Nw,{S"-k}u(i)I

ここで k-0ととるとNJ((S))>0となる点 ･5において 1(NJ((S))=0)-0となるから

上式の右辺 -0となる｡従って P(Nu((0))-0)-0,即ち P(か)-0.さらに点過程

Nが単純ならば同様の議論により

P(N((0))≧2)-
/op(du)/R

NL.(dS)1(鶴 ((,))≧2)u(3)-0

となりf'は 白 の部分集合

白1-(LJ∈町 Nu((0))-1)

の上に集中していることがわかる｡一方､定常な点過程に対しては一般に

P(NLJ((a･))>0)-0, al∈R

(129)

(130)

となるからP(0)-0である｡ 即ち ft上の2つの測度 P とPは互いに特異である｡

命題 7.4N は単純で m -P(0)<∞ とする｡このときcompactsupportを持つ任意の

連続関数 や≧0に対 して､

1
PHZ)/nexp(-N-(早,)i(dw)- leiiI.1/o

exp(-NL.(早))P(dLJIiV(-e,E)>0) (131)

となる｡

m-p(o)-1のときこの等式の左辺は確率法則 Pに従 う点過程の Laplace汎関数を

表している｡一方､右辺は条件付き確率法則 P(･lN(-E,e)>0)の下での Laplace汎関数

の極限を表している｡ Laplace汎関数は点過程の確率分布を一意に決めるから直感的には

P(･)-P(･EN((0))>0)
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と考えてよい｡

証明の概略 :h(〟)≡eXp(-_VJp))とおくとh(OtLJ)-eXp(-lJVJ(y-｡'t))は tについ

て連続になる｡従って (126)において9(叫 S)-h(LJ)1(_E.<)(S)とすれば､

去上p(dJ)机 ,iVJ←E.E, 基上p(dw,/RdSl(-e･E,(S,h(OISJ,

⊆==/oP(dLJ)h(LJト (eJO)

となる｡ 一方 i/Vが単純ならば､命題 5･4により､左辺の NJ(-EブE)を 1(NJ(-E,E),0)で

置き換えることによる誤華は ‖ 0の極限では無視できるから

/ni(dw)h(W)-leilT unP(dw)h(W)l{N-(-C,E,,0'.

特に p≡0ととるとh(LJ)≡1となり

p(o)-lfilT去p(N(-E,E),0)

を得る｡これを再び上式に持ち込むと

1

両 !)/ni(dw)h(u)-leiiT/oh(W)P(dwIN(- E,e),0)

が得られる｡

改めて点過程 NLJは単純かつ (Ot)一定常で､flow (Ot)はエルゴ- ド的とする｡このとき

命題 6.1によって､m >0なる限り確率 1で

NL.(-∞,0]-NL.(0,∞)-∞ (133)

となる｡従って点過程 NJは

- <T-2(LJJ)<T-1(LJ)<To(LJ)≦0<Tl(LJ)<T2(LJ)<･･･ (134)

を満たす点列 (Tn(LJ))?=_∞ によって

I)〇
NJ(･)- ∑6Tn(J'(･)

n二 ･･一/)〇

と表現される｡

0-(LJINu((0))>0)-(LJ;To(LJ)-0)
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とすると命題 7.3によりNJの Palm測度 Pは 白の上に集中している｡T.(tJ)を用い

るとPaユm測度の基本定理 (命題 7.1)は次のようにも述べられる :

命題 7.5n x[0,･x)上の任意の可測関数 g(J,S)≧0に対して

(i)

/op(dw)9(OTo(U,W,I-To(〟))-/bP(dw,ll'山'dsg(W,S,･ (137,

特にg(LJ,S)-f(LJ)とすると

(ii)

/np(dw)f(OTo(A)〟)-/di(dw)Tl(u)f(〟)･

また g(LJ,S)-f(OsLJ)とすると9(OT.(〟)LJ,-To(LJ))-I(LJ)に注意 して

(iii)

/np(dw,i(W,- /di(d〕)l l ' 山 )dSf(Osu,･

(138)

(139)

(i)の証明 :ao(LJ,占)- 1(To(〟)≦S<Tl(A))なる関数を考えると､ao(OsLJ,-3)-ao(uJ,3)

が成 り立つ｡ 実際

ao(Oslo,-3)-1 ⇔ To(OsLJ)≦-3<Tl(Oslo)

⇔ To(Oslo)+S≦0<Tl(OsLJ)+5･

⇔ To(LJ)≦ S<Tl(LJ)

⇔ ao(LJ,S)-1

そこで (125)において

f(LJ,S)-ao(LJ,-3)g(LJ,-3)

ととると

/op(dJ,/RNA(d.5,ao(09W,-3,9(03J,-3･,-/oi(dw,fRdSao(W,-i,g(W,-･5)
ところが ao(OsLJ,-3)-ao(LJ,S)よりLJ∈0に対 して

/R
NJ(dS)ao(OsLJ,13)9(Oslo,-･5)

/a
NLJ(ds)ao(LJ,i)g(Oslo,-3)

- g(OTo(LJ)LJ,-To(LJ))

また LJ∈白に対しては To(LJ)-0だから

/Rdjao(W,-15,g(W,-15,- l l'〕'dSg(W,3)
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となり､従って (i)が成 り立っ｡

Tl-T.,T.の確率分布については次の公式がなりたっ :

命題 7.6半直線 (0,∞)上の測度 f(d･U)を

F(A)-P(Tl(LJ)∈A), A⊂(0,-)

により定義すると

(0)

uF(dv)-i;

(140)

(141)

P(Tl-To∈dv,-To∈ds)-F(dv)1【O,V)(S)dS; (142)

P(Tl-ToEdy)-･uF(d.U); (143)

P(-To∈ds)-P(Tl∈dl,,)-P(S)dS,但 しp(S)-F((3,-)). (144)

(ii)

(iii)

証明 :まず (i)を証明する｡ h(.U,S)≧0を [O,∞)×[O,∞)上の任意の可測関数とす

る｡ g(LJ,･5)-h(Tl(LJ),S)として命題 7･5-(i)を適用するとTl(OTo(i.)LJ)-Tl(LJ)-To(LJ)
だから

/op(dw)h(Tl(W,-To(W,,-To(W,,-/di(d山,("〕'dsh(Tl(A,,･5)･

いいかえると

//h(･U,3)P(T1-To∈du7-To∈ds･)-//h(U,15)i(dv)恒 (･-i)(1･5･

関数 h(U,メ)は任意だからこの等式は (i)を示 している｡また h= 1ととると､(0)がわ

かる｡

上の式において h(･U,5)-g(V)とすると (9≧0は 【0,竺)上の任意の可測関数)

/g(V)p(T1-To∈d･U)-/g(U)uF(d･U)･
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(ii)はこれより得られる〇また h(U,3)-9(3)とすると1lo.V)(S)-1(,.cQ )(U)に注意 して

､J､g(i)P(-To∈ds)
- _jJ
- 仁

さらに h(Ll,占)-9(U -5)1【O,V)(S)ととると､

g(S)1(S,∞)(U)F(dv)ds

g(S)F(L<,礼)dS.

L∞g(u,p(Tl∈du)-L∞ds/di(dw,i(S,-'(Tl(W"g(Tl(〕卜 占)

が得られるが､特に g(,a)- 1(I,∞)(u)とすると､

p(Tl,I) - L∞d･5/b P(dw,i(巾 ,(Tl(〟))

./:-
/r∞
P(Tl>S+I)ds

i(Tl> S)ds .

(iii)はこれらの等式から得られる｡ 特に Tlおよび -Toの分布は常に密度関数を持って

いる｡

命題 7･7(エルゴ- ド的点過程の構造) 点過程Nu-∑Tc"6Tn(LJ)は単純かつ (Otト 定

常､かつ flow(Ot)はエルゴ- ド的とするQ

0-(LJ∈f?JN〕((0))>0)-(LJ∈i‖To(LJ)-0) (145)

とすると､写像 OTn(〟)(LJ)は 0 を 0 の上に写す｡OTn の 0 -の制限を Onとすると

(ô,lln∈Z)は (負 ,i)上の保測変換群をなし､automorphismÔ1はエルゴ- ド的である｡

逆に Pが 倉 上に集中した測度で

/b
Tl(LJ)P(dLJ)-1

を満たし､さらに OTlがPを保存するならば

/np(du)f(W,-/ai(dw,ll'〕'dSf(Os〕)

により定義される 0上の確率測度 p の下で点過程 NJは(Ot)一定常となる｡

証明はやや高度なので 【16】あるいは 〔8]にゆずる｡
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この命題を用いると､与えられた間隔分布を持つ点過程をどのように構成すればよいか

がわかる｡(負.え P)は確率空間とし､その上に定常な確率変数列 ('n)?=_% が与えられ

ているとする｡ 但しTn(Ll)>0であり､また Tn(n∈Z)は与えられた (共通の)確率分

布に従い､E[,n]-1とする｡Tn(Ll),n∈Zを

･n(Lt,-(芸 T'憲

n>O

n=0

･n<0

(148)

により定義する｡最後に区間 【0,Tl(LL))-[0,Tl(LL))から一様分布に従ってパラメータ S

をランダムに選び､ ド)〇
N(i,S)(･)- ∑6(Tn(Llト S一･)

n=-()〇

とするとⅣ(〟..,)は定常な点過程になる｡このとき対応する確率空間は

o ≡(LJ-(ill,3)lLD∈白,3∈[0,Tl(LD)))

(149)

(150)

である｡さて確率変数 Tnは与えられた確率分布に従 うとしたが､異なる n に対する Tn

たちの間の相関のしかたは様々である｡従って間隔分布を与えただけで点過程が一意に決

まるわけではない｡

(Tn)が特に独立同分布のとき､上記のようにして得られる点過程を再生過程 (renew:al

pI･OCeSS)とい う｡ Poisson過程､等間隔の点配置からなる点過程はいずれも再生過程で

ある｡

さて､3節で注意 したように､点過程 1VL.が定常であっても､点の間隔の列 ('n -

T,i-Tn_1)n∈Z は定常な確率変数列とは限らない｡Poisson点過程の場合 Tl の分布は

'n (n≠1)の分布と異なるし､また ,a (n≠1)の分布とTlの分布も一般に異なる｡上

記の再生過程に話を限ると､

(a)Tl とT,i(n≠1)が同分布になるのは等間隔過程に限る ;

(b)Tn(n≠1)とTlが同分布になるのはPoisson点過程に限る｡

実際､命題 7.6-(ii)より 'l と Tn (n≠1)が同分布ならば

F(d･U)-uF(d･L,) (151)

となるがこの等式を満たす 釦 ま点 1に集中した6-分布に限られる｡即ち 'n-1(∀n≠1)

である｡ また Tl と Tn (n≠1)が同分布ならば命題 7.6-(iii)より

F(d,U)-i(U,∞)d･U.

ー992-



点過程論によるエネルギー準位統計の数学的基礎付け

これよりF(du)は密度 p(U)を持つが､これについて

p(i,)-
∫

p(3)dS, 従ってp'(U)--p(U) (152)

が成り立つ｡即ちp(U)-e~ V であるC ところが､ Tn (n≠1)が指数分布に従 う再生過程

は Poisson点過程に限られる｡

再生過程の場合､間隔の列 巨,i)?=佃 の定常性の破れは 7-a(n≠1)と'l との分布の

違いとして現れるのみだが､一般の定常点過程の場合は 'n(n≠1)がすべて異なる分布

を持つこともあり得る｡実際､,n(LJ)- ,a(OToLJ)が成り立つから命題 7.5-(ii)よりC ≧0

に対して

P(Tn(LJ)>C)-P(Tn(OToLJ)>C)-/a
PTl(LJ)1(,n(〟)>C)･ (153)

となる｡ iVJが再生過程でなければ Tl とTn(n/≠1)の間には一般に Pの下で相関があ

るから､上式右辺の値は n が異なればすべて異なるであろう｡

上に述べたことから次の間題が生じる :エルゴ- ド的な点過程の実現

- <Tll(LJ)< To(LJ)≦0<Tl(LJ)< T2(LJ)< ･･･ (154)

が一つ観測されたとして､このデータから間隔分布を推定 (あるいは測定)するにはどう

すればよいだろうか｡ 自然に思いつき､また準位統計において実行されてもいることは､

T,(LJ)- Tj-1(LJ),i-1,- ,n たちの測定値から一つのヒス トグラムを描くことである｡

n を大きくしてゆくときそのヒストグラムがある曲線に近づくならば､それが間隔分布を

表すと考えられそうである｡数学的にいうと､任意の C>0に対して檀限値

Jl
G(C)-nliimn三∑1(Tj'小 T,-1(-'≦C)

1
(155)

J=1
が存在するならば､この G(C)が間隔分布の分布関数を与えると考えるわけである｡とこ

ろが今で注意したように T,-T,-1の分布がjに依存するならばこの極限値はいかにし

て存在するのだろうか｡少なくとも大数の法則はそのままは適用されないだろうし､そも

そも統計法則の異なるデータ (T,- T,-1)をこのような形で混ぜ合わせること自体に意

味があるのかどうかさえ疑問に思われる｡にもかかわらず実は確率 1で

点 差 1･T,(-,-TJ-i(〟)≦C}- 孟 p(Tl≦C,

となるのである｡これを示すためにまず W∈白 に対して

T](LJ)-T]-1(LJ)-Tl(0]-1LJ),j-1,2,-
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となることに注意する｡ 命題 7･7で述べたように､0上の確率 P(･)/P(0)の下で変換群

(Bnh∈Zはエルゴ- ド的となるから､

11im二n~ナウOTt
n

∑J=1

1(T,(A)-T,_i(LJ)≦C)-P(Tl≦1)P(0)
A=An0

とするときエ/レゴー ド定理により

P(A)/P(fl)-1

となる｡あとは P(A)-1を示せばよいCところが

LJ∈A⇔ OT.LJ∈A

だから､命題 7.5(ii)および命題 7ふ(0)により

p(A) - /op(dkl)1A(u)-/op(dw)lA(OTo山)

/dP(dLJ)Tl(LJ)i.4(LJ) /dP(dLJ)Tl(LJ)-i

(158)

(159)

(160)

(161)

今までの議論により､定常な点過程において間隔分布は Palm 測度を用いて定義されるべ

きものであることがわかった｡これは準位統計において間隔分布が "ェネルギー値 Eに

準位かぁるとしたときに次の準位が E十Sの近傍にある確率 "として定義されているこ

とを正当化 している｡

8 量子カオスにおける準位統計の数学的定式化について

本節では量子カオスにおける準位統計の定式化について初等的な考察を行う｡ 特にregula工･

spectI･uIIlに対する準位統計の問題とSinaiの格子点問題との関連について議論する｡ な

お一次元系に対する準位統計の厳密な実行例については [14]を参照されたい｡

8.1 話の起こり

束縛系 (boundsystem)を記述する量子-ミル トニアンのスペク トル (それは離散的

になる)を､その系を古典的に記述する力学系が完全可積分であるかカオス的であるか

に応 じてregularspectmm とirregularspectrulnとに分類することを提案 したのは Ⅰ.C.
Percivalである ([17])｡Percivalは2種のスペク トルの違いを,主に系に摂動を加えた際
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の反応の違いと見ていたようである｡これに対し､M･Ⅴ･Be汀yとM･Tabor(【3])は系の

エネルギー準位間の統計的な相関を見ることで2種のスペク トルは区別されると考えた｡

即ち彼らは次のように予想した｡

1.regularspectmm においては準位の間には統計的な相関が見られない｡典型的には

スペク トルは Poisson過程のように見え､隣接する準位の間隔分布は 入e一入r を密度

とする指数分布に近い (準位集積 -levelclustering)

2.irregularspectrum においては準位の間に強い 相関がみられる｡典型的にはスペクト

ルはランダム行列のスペクトルのように見え､隣接する準位の間隔分布は昔xe-(汁/4)r2

を密度とするいわゆるWigner分布に近い (準位反擬 -levelrepulsion)

BerryとTaborが irregularspectrum とランダム行列のスペク トルとの間に類似性を予

想した背景には､カオス的力学系がランダム性を自動生成すると考えられること､および

ランダム行列が､複雑な内部構造を持つ原子核のスペクトルを統計的に記述するモデルと

して成功を収めていたことがあると思われる｡古典的にカオス的な系のエネルギー準位の

間に反樺が見られることはその後の数値計算で確かめられているが (例えば 【4】)､ランダ

ム行列との類似は完全なものではなく､問題は複雑である｡また regularspectrum は上

述の 刷 において理論的､数値的に調べられているが､最も典型的な可積分系である調和

振動子に対しては準位集積が見られない｡従って Berry-Taborの予想は文字どおりに受

け入れられるものではなく､何らかの意味でgenericな系に対してのみ成立するものと考

えられるべきであろう｡

8.2 準位統計の定式化の試み

Sinai(【20])は Berry-Taborの理論に示唆されて量子ハミル トニアンの準位統計に数学

的定式化を与え､同時にregularspectrum における準位集積の,裏付けとなるべき確率論

の-定理を述べた｡しかしSinaiの定式化は Berry-Taborのアイディアをそのままなぞっ

たものではない｡ここでは Sinaiの意味とBe工･工･y-Taborの意味での準位統計についてそ

れぞれ掘り下げて考えてみたい｡両者は本質的には同じものなのかもしれないし､また特

別な場合には実際に一致 してしまうが､今は一応区別 して併記しておく｡

8.2.1 Sinaiの意味の準位統計

自由度 dの束縛系を考え､そのハミル トニアンをH(A)､エネルギー準位を(En(A))n≧O

とする｡(侶 まPlanck定数｡)また En(A)はすべて縮退しないものとするo次のことを

仮定しておく｡(この仮定が満たされない場合の考察は将来の課題とする｡)
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仮定 1.ある ｢>0が存在 して

_vh(E)≡月nIEn(A)≦Eh Th-dEd/2 (∨官/hl X). (162)

例 (ビリヤー ド) 有界領域 0 ⊂Rd におけるDirichletLaplacianを △ とし､H(A)-

-h2△ とする｡ また H(1)の固有値を0<,tl<,t｡<･.･とすれば､En(A)-hlZ,tn とな

る｡従って

_vh(E)-Hnl,tn≦E/h2)-Nl(E/h2).

一方よく知 られたようにある定数 cdがあって

Nl(A)～ cdfO l,td/2 (人う ∞)

であるから(Weylの漸近公式 )

Nh(E)～ c d fOfh~dEd/2 (､信/h→ ∞)

となって仮定はみたされ る｡

(163)

(164)

(165)

上の仮定の下に "unfoldedlevelsI.,u h)≡A/En(A)a/2を考えると

Jtrh(/1) ≡ 酔 情 (h)≦,日 -机可En(h)≦(A/A/)2/a) (16'6)

～Tb(,/7)- A-a,i (M /A- -)･ (167)

従って h> 0を固定 し､,11 ∞ とした極限を考えると (入n(h))T=1 は "密度 "A-a

で漸近的に一様分布 していることがわかる｡そこで区間 I-(bl,b2)⊂(0,∞),C>0,

k-0,1,...に対 して

Af(A;C)≡(t∈I=t,i+chd]はちょうど k 個の 人n(A) を含む ) (168)

なる集合を考える｡

定義 1.任意の C>0,任意の k-0,1,...に対 して極限

Ihii9Af(A;C)I≡刷 (C)

が存在するとき､こらSinaiの意味の準位統計が可能 "とい うことにする｡

さらに C≧0に対 して

･n i(C )≡ 榊 f ,tn(A )∈ I , ,i,i+ 1(hト i n(A)> ch'1)
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とおく｡準位の縮退はないと仮定しているから ni(o)は Iに含まれる 人n(A)たちの総数

を表す｡

命題 8.1Sinaiの意味の準位統計が可能で､さらに 7T.I(C)が C>Oについて微分可能なら

ば､極限

p(C,-pI(C,≡恕 米 (171)

が存在 して -(d/dC)7T.I(C)に等しい｡

証明.まず ni(o)～lIl/h畑 こ注意する｡△ は区間として､Eh(△)-頼申 n(h)∈△)と

い う記号を導入すると｡

l(t∈IIEh(i+6hd,i+chd]-o)ト lii∈ILEh(i,i+chd]-oM

- 圧t∈IfEh(i,i+6hd]>O,Eh(t十6hd,i+chd]-o)(

≧ 6hdnL(C)

かつ

圧t∈IJEh(i+6hd,i+(6+C)hd]-o)ト はt∈IfEh(i,i+(6+C)hd]-o)l

- 圧t∈Z圧h(i,i+ 6hd]>O.Eh(t十6hd,t十(6十 C)hd]-o)I

≦ 6hdnL(C)

hJOとして

7To(C)-7To(C+6)
J

次に JJOとして

<liminfni(C)

hA/0° Il/hd

nL(C)

h10lIVhd

llfIl

･1怒 p誤 ≦

一芸汀o(C)≡P(C)

7To(C-6)-7To(C)

を得る｡

定義 2.p(C)がさらに連続的微分可能で

liIきiltnf(-p'(C))'0

が成 り立っとき i･準位集積が起こる "ということにする｡一方

limsup(-p'(C))-0
cJO

が成 り立つとき ･;準位反擬 "が起こるということにする｡
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8.2.2 unfoldingに関する考察

有界領域 0⊂R畑こおける billiardの場合は仮定 1の下の例に示したように､準古典

極限hJOを考えることと､A-1として高エネルギー極限 E1∞ を考えることとは

同等である｡さて､そこに現れるC挿l/td/2は準位統計では通常､固有値分布の平均部

分 (average)と考えられ､Nay(A)のように記される｡一方で､これと N l(A)との差は

NfL(,1)と記され､準位分布の揺らぎ (auctuation)の部分と考えられている([41)｡ こう

して固有値分布関数を平均と揺らぎの部分に分離したとするのであるが､筆者はこの考え

方に少し疑問を持っている｡

まず第-にcdlOl,td/2はあくまでも固有値分布の漸近形を与えているのであって､それを

平均と呼ぶのは概念の意図的な混同である｡ そもそも任意に与えられた数列 xl<x2<-

を平均と揺らぎとに分離するというのは､アプリオリには不可能なのではあるまいか｡も

ちろん､実験物理においてはグラフ上にプロットされたデータに最小二乗法を適用して､

滑らかな曲線を取り出すことが日常的に行われている｡最小二乗法によれば､その曲線は

確かに平均という意味を持つのだが､このようなデータ処理が可能であるためには､揺ら

ぎ-実験誤差 の統計的性格に対する何らかの仮定が必要であろう｡ところが､準位統計に

おいては通常のデータ解析とは逆に､観察したいのは揺らぎの方であって､平均の部分に

はむしろ興味が持たれないのである｡従ってその揺らぎの性質に初めから何かを仮定する

のは本末転倒している｡ こう考えると､いわゆるunfoldingに用いられるcdJOl人d/2は固

有値分布関数の平均というよりはむしろ､すべてのビリヤー ドが､その古典力学系として

の性質に関わらず共通に持つ歪みと見なされるべきではないだろうか｡つまりunfolding

を行うとは､ビリヤー ドの観察を行うときに共通 してデータに含まれるいわば系統誤差を

補正するという意味を持つものと考えられるのである｡その意味では､Bohigas-Giannoni

([4】,p･12)のように､数学的に精密な結果があるからといって､高次の項まで含んだ固有

値分布の漸近公式を用いて unfbldingを行 うのは正しくないと思う｡なぜなら､固有値分

布の漸近公式において､領域の体積のみに依存する第-項cdlOl,td/2より高次の項は領域

0 の境界の形状に依存し､従ってビリヤー ドの力学的性質を多少なりとも反映 している

はずなのであって､それを用いて unfbldingすることは､本来観察すべきものの一部を系

統誤差としてあらかじめ取り除いてしまうことになるからである｡

もっともBohigas-Gia･nnoniが議論している2次元の場合では､

Nav(,V-孟E一孟Jか A'+0(E-7/2logE) (0<,｡≦1)

となっており､これを用いて真の準位 (En)の unfolding

･tn- iJVav(En)

を行ったとしても例えば間隔分布の測定には何ら影響を与えない｡実際

･tn･1-,tn - 孟(En･1- En)一志(ノ瓦ニーvE ).o(1)
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注.上記の 定義 1.は-ミル トニアンのスペク トルがあるスケールの範囲でエルゴ- ド的

点過程のサンプルに見えるという想定に基づいている｡そこで､点過程論との対応を見る

ために､〟-NJ-(a.n(LJ))T=_∞(xo(LJ)≦0< Il(LJ))を平均密度 m -1のエ′レゴー

ド的点過程とし､我々の unfoldedlevelsが 入n(A)-hdl･n(LJ)で与えられているとする｡

点過程 N が定義された確率空間を (0,7,P)､N の Palm 測度を P とすると､m -1

よりP(o)-1となる｡ さてI-la,bトC>0,k-0.1,2..･･に対 して

Af(A;C)-(i∈IE(i,i+chd]はちょうどk個の 入n(A)を含む ) (174)

また エ>0として

fkI-(5∈[aL,bLH(･5,3+C]はちょうどk個の xn を含む ) (175)

とおくと､

吠(A;C)I-hdLfkl(A-a;C)ト

従って L=h~d とおきかえると命題 6.2より確率 1で

(176)

･hiiB古IAL-(A;C)--Llilt 毒 Ifkl(L;C)L-P(N-(0,C]-kl)･ (177,

従ってこの場合 7TkI(C)は実際に "長さ C の区間が k個の準位を含む確率 "を表 している｡

次に

nf.(C) - Mnl,tn(A)∈I,,tn+1(h巨 人n(A)>chd) (178)

- 仰 向 ∈[h~da,h~db],l･n+1- ごn>C) (179)

を考えると､(156)の証明と同様にして､確率 1で

IhitT 米 誌 p(xl,C,- P (all,C･,･ (180)

従って p(C)は Palm 測度 Pの下での ･i間隔分布 "を表 している｡一方命題 7.61(iii)に

より

7T.I(C)-P(N(0,C] - 0)-P(all>C)-
/00

P(xl>S)dj･ (181)

右辺はさらに IcnP(N(0,3]-0)ds となる｡これは Palm -Khinchinの等 式 (5節)で

k-0としたものに相当する｡7T.I(C)が Cについて微分可能ということは P(Il> J)が S

について連続 とい うことと同値である｡ P(l･1>S)の不連続点は高々可算個だから､命

題 l･の条件は "ハ ミル トニアンのスペク トル-定常点過程のサンプル "というフィクショ

ンが成 り立つ限りは､可算個の C>0を除いて成 り立っていると期待される｡
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(En+1-En)･三
7 1

47TJ訂 十 番 )
+ o(1)

～孟 (En･1- E,i)

であり､Nay(E)-孟E として unfoldingしたのと結果は変わらない｡それならばなお

さら､初めからNav(E)- 孟E を用いればよいのではなかろうか｡

8.2.3 Berry-Taborの意味の準位統計

やはり自由度 dの束縛系を考え､ H(p,q)をその古典ハミル トニアン､H(A)をその量

子化､(En(A))n≧Oをエネルギー準位 とする｡前節とは別に次の仮定をする｡

仮定 2.任意の E>0に対して定数 L,(E)>0が存在 して

Nh(E)-帖 fEn(A)≦E) ～レ(E)A-a (hJO).

さらにhについて単調に

En(A)J0(hJO)n-1,2‥‥

(182)

(183)

Berryと Tabol弓ま "regularspectrum と irregularspectrum を区別するにはエネル

ギー準位の間隔分布を見ればよい "と提案する一方で次のように一見矛盾することも述

べている｡([3】p･377)

エネルギー Eは準位を記述するパラメータとしては次の2つの理由により不

適当である :

(1)meanleveldensityは Eに依存する｡

(2)準位の間隔分布等､準位の統計的な性質自体が考えているエネルギー領域

に依存する可能性がある｡

(NowEisanunsuitableparametertodescribethelevels,fortworeasons.

Thefirstisthatthemeanle･ueldensitya(E)dependsonenergy.･･･The

secondl･eaSOnisthatthestatisticsofthelevelsmightthemselvesdependon

theregionofenergybeingstudied･)

この間題に対する解決として Berryと Taborは以下に述べる意味で ･･Planck定数を

量子化する "ことを提案 している｡

まず仮定 2.によりEn(A)の軌跡が図のようになっていることに注意する｡
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E>0の値を一つ固定し､各 n≧1に対 しh-A(n)を

En(A)-E

の解として定める｡さらに

Un-U(E)A(n)-a

と定義すると､仮定 2､および図により

(184)

(185)

榊 Un<_U) - 榊 h(n)≧(〟(E)U-1)1/a)

- 榊 裾 (筈 )l'd)≦EI

～ レ(E)((U(E)/U)1/a)-a-U (U→∞)･

即ち (t㌦),Lは漸近的に密度 1で 一様分布 している〇

定義 3.任意の k1-0,1,‥.と任意の C>0に対 して極限

L11lJ(t≦UE(i,i+C]はらょうど 用 の Unを含む )l≡pkF(C) (186)

が存在するとき (エネルギー E において)･iBerry-Taborの意味の準位統計が可能 "と

いうことにする｡但 し刷 は集合 Aのルベーグ測度 (あるいは長さ)｡

前節と同様に次の命題が成 り立つ｡

命題 8.2Berry-Taborの意味の準位統計が可能で､ p.E(C)が C>Oについて微分可能な

らば､極限

pE(C)≡ i,ll-% 吉 HnJUn ≦UかM n･1-U,i,C)

が存在 して-まp.E(C)に等 しい｡
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pE(C)がさらに連続的微分可能で

limimf
cJO

となるとき準位集積がおこり､

(-孟pE(C,),o

･iTiS.up(-APE(C))-o

(188)

(189)

のとき準位反擬がおこるということにする｡

sinaiの意味の準位統計とBerry-Taborの意味の準位統計の関係がどうなっているか筆

者にはまだよくわからないが､有界領域における DirichletLaplacian等のように

En(A)-h2En(1) Nl(E)-MnFEn(i)≦E) か /Ed/2 (190)

となっている場合には両者は一致する｡

実際このとき

Nh(E)- 1Vl(E/h2)～ -/A-dEd/2 (∨店/h1 ∞)

となり､仮定 1は成立する｡また

,uh)--/,E,I(A)a/2--/hdE,i(1)d/2-hd,1,i(1)

である｡L=h~d とおいて

(191)

(192)

ーBkT(L;C)≡(t∈(blLb2L)l(i.i+C】はちょうどk個の ,u l)を含む ) (193)

を考えると

lAf(A;C)I .:___麿(L;C)f
= 1inl

i-i-0- lII L→- FIIL
lilll -7rkl(C) (194)

即ち Sinaiの意味の準位統計はこの場合 h=1として高エネルギー極限を考えることに

相当する｡

一方 E>0を固定すると当然

Nh(E)-Nl(E/h2)～ A-a(TEd/2)(hJO) (195)

となるからL,(E)か /Ed/2として仮定2の前半が成り立っている｡ またEn(A)-h2E,i(1)-
Eであるから､明らかに hJOとするとき単調に En(A)う0となるO

En(A)-h2En(1)-E

A(n)-
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Un-i,(E)A(n)~d-TEn(1)a/2- ,i,i(1).

を得るが､これより

(198)

よって (Un)に対する統計 (Berry-Taborの意味の準位統計)は Sinaiの意味の準位統計

と一致する｡

8.3 弱い意味での準位統計

前節および前々節では､ p'(C)-(d2/dc'2),To(C)の clOでの挙動によって準位集積 /

準位反擬とい う区別をした｡ しかしながら､準位の間隔分布 p(C)を厳密にもとめるのは

多くの場合望みがたいのが現状のようである｡そこで､ここでは弱い意味での準位集積 /

準位反擬という概念を導入 し､それらを以下に定義するような､区間 (i,i+C]内の準位数

N(i)≡ 机可 Un∈(i,i+cH (199)

の階乗モーメン ト(factorialmorllentS)〃k(C)を用いて判別することを考えてみる｡

?>o,U>0 ,i.-0.1,… ,A'に対 して

pL･(C;U) ≡ 吉 鳥 相 {N(i,-1,･-{N("-(k-i,,dt (200)

gl ''("/'1.t') Clt

cr(C;U)-

および

机･n≧1lUn≦U,Un+1- Un≦C)

a(n≧1lUn≦U)

(201)

(202)

と定義し､さらに

PL-(C)=liupjs:ppk(C‥U) , 生k(C)=1iFli!fpk(C‥U); (2O3)

6(C)=liLTls:PJ(C'U) , 旦(C)=liLPii!fJ(C'U) ,

とおく｡J(C)-limU→Xl01(C;tj'),Pk(C)-limU→∞pk(C;U)が存在することは

6(C)-Ql(C)-1-p(C) , ilk(C)-ヒk(C)

(204)

(205)

と同等である｡

さて､準位集積 (あるいは準位反楼)とは､互いに接近 した準位の統計的頻度が高い

(あるいは低い)とい うことだから､それを最も広い意味に解釈 して､次の定義をする :
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定義 4.広義の準位集積とは､

1iminf些 >o
c＼O c

となることをいう｡また広義の準位反擬とは

J((･J
limsup- -0

c＼o C

となることをいう｡

証明は省略するが､次の命題が成り立つ :

(206)

(207)

命題 8.3

(i)すべての C>0に対して pl(C)-Cであり､さらにp2(C)-0(C2)C ＼ oとなるな

らば､広義の準位反擬である｡

(ii)すべての C>0に対して pl(C)-C ,P2(C)-喜C2かつP3(C)-0(C2)C ＼ oとなる

ならば､広義の準位集積である｡

例えば､次節で論ずるregularspectrum の場合､〃1(C)-Cは常に成り立つことが容易

に証明される｡さらにFLk(C)-CL-/k!,k-2,3,...も成り立つならば､じつは定義 2の意

味での準位統計ができて､pkE(C)-e-cck/k!となる｡特に､命題 8.2により､p(C)-e~C

となり､regularspectrum は Poisson点過程に見えるというBerry-Taborの予想が証明

されることになるのだが､現実にはp2(C),P.･i(C)あたりを求めるのがすでに困難である｡

命題 8.3-(ii)は､3次までの階乗モーメントがPoisson点過程のものと一致すれば､広義 .

の準位集積が見られることを示している｡

なお､近年数論的量子カオスの研究において k-pointcorrelationというものがよく計

算される｡これは k≧2,C>0に対して

RL-(C)- lim Rk(C;U);Uぅゥ〇 (208)

R"C;U)-抽 (こrnl,･･･,U nk)lt,nl,- ,Un言 U 1%,fL_UnJ-1T E･i<nkUnl≦C)(209)

と定義されるものである｡ただしU nl,.･.,Unんは互いに異なるものとする｡k-pointcor-

relatiollとk･次の階乗モーメントの関係は次のように要約される :

命題 8.4

(i)すべての C>0に対して RL･(C)が存在するならば､FLk(C)も存在して

pk(C)- RL･(C′)dc'.
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(ii)すべての C>0に対してpk(C)が存在するならば､嘉FLk(C)が存在するような Cに

おいて Rk(C)も存在して d
&pL･(C)=Rk(C)･ (211)

8.4 regularspectrum に対する準位統計と格子点問題

自由度 dの束縛系が完全可積分のとき､いわゆる作用 一角変数に変換することで系の

古典-ミル トニアンH(p,q)は作用変数 I-(Il,･‥,Id)のみの関数 H-H(I)となり､

もとの力学系は torus上の一様運動に移る｡(詳しくはArnold[2】を参照のこと｡)

仮定 3.系のエネルギー準位は EBK-quantization (あるいは torusquantizaton)により

En-(A)-H(A(n-･i&,)(n--(n17･-,･nd,∈Zi) (212)

のように与えられる｡ ただし∂-(α1,.･･,αd)∈Zい まMaslovindexと呼ばれるもの

で､系を記述する古典力学から決まる｡(EBK とは Einstein,Brillouin､Kellerの頭文字

である｡)

(Enl(A)),7∈Zi をPercival,Berry-Taborに従って regularspectrum と呼ぶ〇これが真
のエネルギー準位をどの程度近似しているかは今は問わないことにするが､調和振動子や

直方体の中の billiardについては EBKquantizationにより得られるスペクトルはすべて

の準位を正確に与えている :実際､作用変数 Iを27TI,-fpjdq,により導入すると､系

のハミル トニアン､エネルギー準位は次のようになる｡

調和振動子 H(I)-∑,d=1山,I,;∂-(･2,2,-･,･2);

a

En-(A)-H(A(nh 去&H-h∑ J,(i,･･喜)･
)I-I

直方体ビリヤー ドa, ,j-1,･･･-dm H(I)-孟∑,d=1(I,/a,)12 ;∂-(0,･･･,o);

ER(A,-A.2g麦(?)'Z
8.4.1 regularspectrum に対する Berry-Taborの意味での準位統計

f∈Rn (6日こ対して h(1:)>0を

H(A(iL=)J:)-E
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により定める｡ これは各 E>0に対 して (I-∈R封H(g)-E)が有界かつ Starshaped

ならば可能である｡

E>0を固定して hJOとすると

N(A:E) - 頼言∈ZilEh(A)≦E)

- 榊 ∈ZiJH(A(n持去&H≦E)

～ A-d/･-/R d.1{H(I,SE,町 -dId≡ U(E,A-a

さて

U(言)-V(E)A(言)~d , 言∈Ri

として (U(青+主et-)ln-∈Zi)に対する統計を考えるO

β>0､ 1:∈Riならば

E-H(A(βar)β1=)-H(A(i:)JF)

だから

βh(βar)-A(i),

従って

U(野)-βdU(言)

(216)

(217)

となることに注意｡また 言∈ Ri＼(0-)に対 し､早 - 早(言)- a:/lirとおく｡すると
-■

･n′- n～+吉言と書くことにして

t<U(nl 左∂)<t･C
ー

⇔ t<J,;'LdU(芋('t/))<t十C
･･････●

⇔ U(早(nl)~1/dtl/a<回 < U(早(n'))~l/a(i+C)i/a

⇔ U(E)~1/aA(早(n'))tl/a<Fn'f<U(E)-1/aA(早(n'))(i+C)1/a

が成 り立つ｡また 仔=x1-A(早(17)))が I空間における等エネルギー面を表すことに

注意すると

nc(i)≡ (17∈RifU(+1(i: ))~ l/a tl/a < 聞 く U(p ( JT ) ) - 1/d (i+ C )1/a) (218)

により定義される領域の体積は

Inc(i)I-C

-1006-

(219)



点過程論によるエネルギー準位統計の数学的基礎付け

であることがわかる｡

t<U(n')<t+ C ⇔ ';'∈rlc(+)

であるから

佃 ≡:〈瑚 )∩(Zi･去&))
とおくと

AE(C) ≡ (i≦Ll(i,t･C]はちょうど欄 の U(n持 去∂)を含む )

- (t≦LIE(i)-kト

となる｡

こうして我々は次の問題に導かれる｡

問題 何らかの意味で genericなハミル トニアンから作られる rIc(t‖こ対 して､極限

LIL-%呈FAE(C)I-wk(C) (220)

が存在するか?またそれは Poisson分布 7Tk(C)-e-Cck/k･!となるか?

'd-･2であり､かつ nc(i)の境界をなす曲線がランダムである場合､そのランダム曲線

の殆どすべての実現に対 して上のことが成立することが示されている｡(〔12]を見よ｡ま

た 【叫 も参照されたい｡)しかしそのランダムネスに対する条件は非常に強く､通常の-

ミル トニアンから得られるような自然な具体例は殆どそれをみたさない｡ 実際その条件の

下で､rlc(i)の境界は C2 曲線ではありえない ([12日｡

8.4.2 regularspectrum に対する sinaiの意味の準位統計

Sinaiの意味の準位統計を考えるときは

･h(E)-榊 ∈ZiLH(A(pn-･去&),≦ E)～7筈 (vi/A- -) (221)

を仮定するのであった｡そのため-ミル トニアンH が

H(言)-即F(早(i)) (F>0)

という形であることを仮定する｡

とすると

(222)

G(,'(i=))-F(早(17))-1/2･,A/-圧Jl∈Rd.=fl≦G(i(l=))) (･2･23)

Nh(E)か /(ノ豆/A)a (ノ豆/hぅ ∞)
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となることは容易にわかる｡ n-I-n-+三言として unfoldedlevels

･t,lI(A)--/En-,(A)d/2- -/,H(A,n')

を考えるとt∈(bl.bA2)-Iに対して

t<,tn-,(A)<t+chd
- (&)1'dG(早(n-,"<.nl/.<(穿)i/dG(V(n,"

となって先と同様の格子点問題に導かれる｡

(225)

9 補記

この論文の初稿に対して大変詳しいコメントをくださった､佐野光貞氏 (京都大学総合

人間学部)と編集委員の小嶋泉氏とに深く感謝する｡表現上の難点については､ご指摘に

従って可能な限り修正を施 したっもりである｡ただし､物理学者としての佐野氏のご意見

については､筆者の意図が十分に伝わらなかったためと思われる点もあるので､本節で回

答させていただきたい｡これをきっかけに､別の角度からのご批判がいただければよいと

思う｡

1.･'8節で実際に扱っているのは regularspectrunlだけなのだから､節のタイ トルもそ

れに応 じて変更した方がよい "と佐野氏は指摘しておられるが､これについては初稿の

ままとした｡筆者が8節において問題にしたのは､古典力学と対応のつくハミル トニアン

H(A)を持つような量子系に対する準位統計の定式化､あるいは i'定義 "なのであって､

そのことは対応する古典系が可積分であるか､カオス的であるかとは一応無関係なことが

らだと思っている｡ 例えば､準位の集積および反擬は､H(A)のスペクトルに対して何ら

かの統計操作を行った後で初めて現象として見えてくるものなのであり､その統計操作の

定義があいまいでは､現象の記述そのものに信頼が置けないであろう｡regtllarspectruIIl

に対する準位統計をEBK-量子化を通して格子点の問題に帰着させたり､カオス系に対し

て跡公式を用いたりするのは､その次に来るべき話だと思う｡8.2.2項で unfbldingの定

義にこだわったのも､そういう意味からである｡

例えば筆者が文献 [14】において示したように､一次元系に対 してはSinaiの意味の準

位統計に近いことが厳密に実行でき､その結果準位集積が示される｡一次元系が準位集積

を示すか､準位反擬を示すかについては意見がわかれていたが､実は ･こ統計 "の定義が正

確になされなかったことがその混乱の原因と考えられるのである｡(なお､統計のとりか

たを変えると準位反擬が見られる可能性のあることも 【14]で指摘 しておいた｡)
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そもそも筆者がこの論文で示したかったのは､例えば間隔分布や num bervarianceと

いうような､準位統計の諸現象を記述するための諸概念が､すべて点過程論に対応物を

持っていること､したがって準位統計とは､量子-ミル トニアンのスペク トルを点過程の

典型的な実現と見なした上でその統計的性質を特徴づけることに他ならないということ

なのである｡その意味で本稿は現象の記述に関する考察なのであり､記述された現象を物

理系の内部に立ち入って説明することを直接の目的としたものではない｡(もちろん現象

の記述とその理論的説明とは必ずしも峻別できるものではなく､研究の進展につれて現

象の定義自体にも修正を加える必要が生じ得ることは認識 している｡)佐野氏は別のとこ

ろで､"量子カオス系については､南氏の点過程としてのアプローチとは異なり､(中略)

跡公式を出発点にしながら∑ 之 などの統計量について調べていくのが一つの方向となって

いる"と述べられているが､上記のことから明らかなように､この2つの "アプローチ "

は相補的な関係にあるわけである｡ つまり､跡公式を用いて計算されたものの統計的な意

味を論ずるのが点過程論の役割ではない かと筆者は考えるのである｡

2.BerI･y-TaboI･の意味とSinaiの意味の準位統計との関係について､物理学者の意見を

伺うために少し付言しておく｡Sinaiの意味の準位統計においては､実際にハミル トニア

ンのスペクトルとして得られた点列に対 して統計操作を行い､しかる後に hJOの極限を

考えるもので､発想としては自然だと思 う｡しかし､その考えを例えば regula工･SpeCtrtlm

に適用して見ると､そこから導かれる数学の問題 (格子点問題)が Berry-Taborの意味

の準位統計から導かれるものはどすっきりした形をとらない｡また Sinai式準位統計の前

提とした 仮定 1は例えばd一次元調和振動子の場合は

Nh(E)～Th-dEd (E/h1∞);

d

7-1-d!II LJjJl-1

のように修正を要するが､Berry-Tabor式準位統計の前提とした 仮定2の(182)はより

普遍的に成立するもののように思われる｡このように数学的な美しさという点ではBerry-

Tabol･のアイディアがすぐれていると筆者は感じているのだが､"プランク定数を量子化

する "というのはたとえ言葉のアヤとしても奇妙に聞こえる｡このあたりを物理学者は

どうお考えだろうか｡

なお､d一次元調和振動子の身合は､(226)に基づいて､unfoldedlevelsの定義を入代(A)-

-/E,i(A)dと修正すれば sinai式準位統計はやはり定式化でき､Berry-Tabor式準位統計

と同じ問題に帰着することが容易にわかる｡ところが､Berry-Taborが 【31で考察したよ

うな､直方体ビリヤー ドと調和振動子を混合したモデルに対しては､2つの準位統計の関

係はあまり明確にならないようである｡

3.初稿の 8.3節 .'弱い 意味の準位統計 "は数学的な誤りを含んでいることに気がついた
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ので､大幅に書き直した｡しかし､この部分は日大での講義のおりには話さなかったこと

であり､また別の論文に書く意向も持っているので､ここでは数学的な証明 (といっても

初等的なものだが)には立ち入らず､結論だけを簡潔に記すにとどめた｡

Berry-Taborが主張したような regularspectrum の Poisson性を文字どおりに正当化

しようとすると､8.4.1の最後に述べたような格子点問題を解かねばならないことになる｡

具体的なハミ/レトニアンから得られる曲線で､この問題を解決するものは､佐野氏もいう

ようにまだ知られていないし､それを見出すのは非常に難しいのではないかというのが､

現時点での筆者の感想である｡当面は狭義の準位集積 (即ちスペク トルの Poisson性)を

証明することはあきらめて､8.3節のような意味での弱い 準位集積を具体例について証明

することに集中すべきではないだろうか｡筆者がこう考える別の理由は､文献 [14]で扱っ

た一次元系のように､準位の間隔分布が厳密に求められ､それは明らかに準位集積を示す

のに､近似的にしか Poissonでないものが実際にあるからである｡すなわち､かならず

Lも厳格に

準位集積 = スペク トルの Poisson性

と考えなくてよさそうである｡この点をもっと明らかにしたいと思っている｡
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