
｢モンテカルロ法の新展開｣

レプリカ交換モンテカルロ法の
巡回セールスマン問題への適用

北大理 佐々木志剛､根本幸児

1 introduction

エネルギー基底状態を見つける､最適化問題が困難な系として巡回セールスマン問題､

スピングラス等がよく知られているが､その原因として､これらの系の自由エネルギーが

低温相で非常に多くのlocalminimumを持っている事が挙げられる｡もし､これらの系に

対して低温での熟平衡状態を実現することができるのなら､我々はかなり高い確率で基底

状態を見つけることができる｡そのうえ､低温相におけるこれらの系の熟力学的性質も調

べることができる｡しかし､通常のモンテカルロ法では系はなかなかlocalminimumから

抜け出すことはできず､熟平衡状態に達するのに非常に長い時間がかかってしまう｡

この困難を克服するために､これまで数多くのアルゴリズムが開発され､今なお開発さ

れ続けている｡ これらのアルゴリズムのうちの1つが福島･根本によって開発されたレプ

リカ交換モンテカルロ法である1,2)｡このアルゴリズムはスピングラス等に適用され､こ

れまでに多くの成果を挙げている｡今回我々はこのアルゴリズムを巡回セールスマン問題

への適用し､いくつか興味ある結果が得られたのでその紹介を行なう｡

2 レプリカ交換モンテカルロ法

この節では､レプリカ交換モンテカルロ法について簡単に説明する｡詳細については1,2)

を参考にして頂きたい｡このアルゴリズムでは〟個のレプリカからなる合成系を考える｡
これらのレプリカは互いに相互作用をせず､それぞれ異なった温度の熟浴に接している｡

これらの逆温度をβ1,β2,.‥,P̂[と表わす｡説明を簡単にするため､β1<β2<･･･<βM
であるとする｡

この合成系では､逆温度β1,...,βMに接しているレプリカの状態がXl,… ,XMである
時の熟平衡状態の重みは次のように与えられる｡

〟

Pe｡(Xl,･･･,XM)-Zl1IlexpトIBk71(Xk)]k=l
〟

Z-T rx1,...,XM Il expトβk71(X k)]k=1
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ここで71はハミルトニアンを表わす｡レプリカ交換モンテカルロ法では､この熟平衡状

態をできるだけ早く実現する為､個々のレプリカに対して通常のモンテカルロシミュレー

ションを行なう他に､レプリカの交換という操作を行なう｡ このレプリカの交換によって､

それぞれのレプリカが接している熱浴の温度は時間が進むと共に次々と変化する｡そのた

め､たとえ温度が低い時にlocalminimum に捕われていても､温度が高くなった時にそ

こから脱することができるため､系の熟平衡化が促進される｡

2つの交換するレプリカの温度が違いすぎると､実際には交換がほとんど受理されないた

め､以降では隣り合うレプリカとの交換のみを考える｡また､合成系の状態が(Xl,･･･,XAl)
である時に､m番目とm+1番目のレプリカを交換する確率をW(mlXl,･･･,XM)と表わ
す｡(1)式の熱平衡分布を実現するために､この遷移確率には次の詳細釣 り合いの条件が

課せられる｡

W(ml･･･Xm,Xm+1･･･)Peq(･･･Xm,Xm+1･･･)

-W(ml･･･Xm+1,Xm･･･)Peq(･･･Xm+1,Xm･･･) (3)

もしメトロポリス型の遷移確率を採用するのであれば､W(mlXl,-,XM)は次のように
与えられる｡

(C.Y,lI
I,TJ(mlXl,-,XM)-

△<0

Le･Yp[- △ ] △>0

△ ニ ー[βm - βm+1][71(-Ym )-71(Xm+1)]

(4)

(5)

3 温度の設定

このアルゴリズムにおいて唯一調整しなければならないのは､温度の設定である｡ まず

最初に､一番低い温度TLは基底状態を高い確率で見つけ出すくらい低温に､一番高い温

度THは容易にlocalminimumから抜け出せるくらいに高温に決定する｡ 問題は､TLから

TH の間にいくつの温度をどのくらいの間隔で用意するかである｡ 我々はこの温度を､エ

'*V芸二芸芸Ep?･iTAEkP芸 だ lf;pbMi三笠慧 忘妄=THt(讐 /bp:-長 篇 鵠 票言器 孟三

時間で､低温で独立なサンプルを得るのにかかる時間､と見なすことができる｡

まず最初に､逆温度βm とβm+1のレプリカが交換を起こす平均確率α(m)を､近似的に
次のように評価できると考える｡

a(m)記eXpト(βm-βm+1HU(βmト U(βm.1))] (6)

ここで､U(β)は逆温度βにおける熱平均エわレギーである｡ そして､この交換確率が温

度に依らないように､つまりa(m)-a(m-1,2,...,M -1)を満たすように温度の設定
を行なう｡
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次に､この交換確率aを用いてエルゴ-ド時間7-Eを次のように評価する｡ 今､m番目

のレプリカに着目をする｡ このレプリカが左に動 くためには､交換するレプリカ対とし

て(βm_1,βm)が選ばれ､その交換が受理されなければならない｡その確率はα/2である｡

同様に考え､右に動く確率もα/2である｡このことから､個々のレプリカは平均O､分散

aのランダムウオークをしていると見なすことができる｡ 従ってTLから､そこからMだ
け離れたTHまで移動するのにかかる時間､つまり7-Eはおおよそ次のように評価できる｡

7-E-M2/a (7)

これらの近似評価を用いて､我々は次のように温度を決定した｡

(i)適当な数の温度をβで見て均等に配置してレプリカ交換モンテカルロ法を行なう｡
そしてTL≦T≦THでの熱平均エネルギーを評価する｡

(ii)ある温度の個数〟 に対して

Pl-1/TH

(Pm+1-βmHU(βm+1)-U(βm))-C(M) (m-1,- ,M -1)

PM -1/TL (8)

を満たす(βm)及びC(〟)を数値的に求める｡ ここで､α-expトC(〟)]が成り立
つことに注意する｡

(iii)7-E(M )-M2/a - M 2exp[C(M)]を評価する｡

(iv)このようにして7-E(M)を様々なM に対して評価し､それを最小化する温度の個数
JV､及びそれに対応する温度を採用する｡

4 エルゴ-ド時間のサイズ依存性

この節では､前節の方法に従って温度の決定をした場合､エルゴ-ド時間がサイズにど

のように依存するかについて考察する｡

まず最初に､エルゴ-ド時間が温度の個数M にどのように依存するか考える｡仮に温

度の個数を2倍にすると､(8)式の‰ +1- βm､叫βm+1ト 叫 βm)は共におおよそ 圭に
なり､その結果C(〟)はおおよそ
に比例していると考えることがで

l
一4
き
になると考えられる｡ このことから､C(〟)は〟~2
る｡ 図1は都市数100の巡回セールスマン問題に対

して実際にC(〟)を評価して得られた結果だが､確かに〟~2に比例していることがわか
る｡ またエわ レギーの示量性から､その比例定数は系のサイズⅣに比例することがわか

る｡ 従って､7IE(M)はおおよそ次のように評価できる｡

･E(M)-xpl芸]

- 18 3 -

(9)



研究会報告

ここで､αはある定数である｡ この式から､TE(M)は N '-府 に唯一の極小値を持つ
こと､レプリカ交換確率α-expトC(〟*)】は､αや Ⅳによらずにexpト1)となること､

TE(M')-αNexp(1)であることが簡単に確かめられる｡このことから､エルゴ-ド時間
は系のサイズに比例する､と言うことができる｡

このエルゴ-ド時間に対応する量はマルチカノニカル法においても測定されており､そ

こでは基底エネルギー付近のエネルギーの低い状態から､非常に高い温度に対応するエ

ネルギーの高い状態に移るのにかかる時間が測定されている｡ そして､エルゴ-ド時間は

サイズのべき乗に比例するのだが､そのべきの指数は､例えば2次元10状態ポッツモデ

ル3)では2.325､3次元士Jイジングスピングラス4,5)では3.42､あるいは3.8という結果

が得られている｡ それと比較して､レプリカ交換モンテカルロ法はエルゴ-ド時間が,Sの

サイズⅣに対してかなりゆっくりと増加すると言うことができる｡

10
C(M)

10 M 100

図1:C(M)のM依存性｡点線は〟~2の直線を表わす｡

5 巡回セールスマン問題への適用

この節では､レプリカ交換モンテカルロ法の巡回セールスマン問題への適用とその結果

の紹介を行なう｡ その前に､まず我々が行なったシミュレーションの具体的な方法につい

て説明する｡

巡回経路の更新のための素過程として､反転 ･平行移動と呼ばれる2つの操作を行なっ

た｡これらの操作は､巡回経路の中から1つなが りの部分を取り出し､前者はその部分に

対して反転を､後者は平行移動をすることによって実行される (図2参照)｡ これらの素

過程は､巡回セールスマン問題のモンテカルロシミュレーションを行なう際によく用いら

れる一般的なものである6~9)｡この2つの素過程のうちどちらを行なうかは

ンダムに選ばれる｡ これらの操作を行なう部分の選び方はNC2通 りだけあ

l
一2
り

の確率でラ

､オーダー

としてN2なのでN2回の素過程を試みるたびに1MCS進んだと考える｡ そして､1MCS
ごとにレプリカ交換を試みる｡また､隣りの都市との平均距離をエネルギー･温度の単位

とした｡ここで隣りの都市との平均距離は､例えば面積Sの2次元平面中にⅣ個の都市

がある時､Ji両 と評価される｡
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まず最初に､我々は最適解がわかっている､都市数100の2次元巡回セールスマン問題

に対してレプリカ交換モンテカルロ法を適用した｡この問題は1/kサンプリング法 10)に

おいても適用されているので､それとの比較も行なう｡TL-0.075､TH -1.875として､

3節で説明した方法を用いて温度を決定した｡そして､1/kサンプリング法と同様に･､異
なった初期ルートと乱数を用いた10回の試行を行なった｡

まず､図3はレプリカ交換が受理された平均確率を温度に対してプロットしたものであ

る｡理論的に予想される値､exp上l)とはやや異なるが､ほとんど温度に依存せず一定値
を保っていることがわかる｡ また図4は､ある1つの試行において､時間tまでに見つかっ

たエネルギー最小値Emin(i)が時間と共にどう減少するかをプロットしたものである｡か

なりはやい時間でEmin(i);YEminとなっていることがわかる｡そして図5は､ある1つ
のレプリカに着冒した時､そのレプリカがある時刻で､何番目の熟浴に接しているかをプ

ロットしたものである｡ 温度は低温から高温へと順に並んでいる｡TLからTHの間を何度

も行き来している様子が読み取れる｡

最後に､最適解を見つけるまでに行なったエわレギー評価の回数を測定し､その結果を

1/kサンプリング法と比較した｡今回の我々のシミュレーションでは､10回の試行に対し
てエネルギー評価の回数が6.1×106-6.2×107の値を取った｡ これに対して､1/kサン
プリング法では同様に10回の試行に対して2.0×106-6.4×107という結果が得られてお

り10)､この2つのアルゴリズムは､ほぼ同程度の速さで最適解を兄いだしていると言う

ことができる｡

次に､4節で述べたようにエルゴ-ド時間が本当に系のサイズⅣに比例するのかどう

かを､2次元巡回セールスマン問題のシミュレーションを行なって検証した0TL-0.1､
TH-2.5とし､N個の都市の配置はノ両 ×ノ両の2次元平面上に一様分布に従って選び

だした｡ そして､それぞれのサイズに対して､1つの都市配置に対するシミュレーション

を行なった｡ その結果が図6である｡ 確かにおおよそサイズⅣに比例していると言うこ

とができる｡

(a)反転 (b)平行移動

①｣②⊥③⊥周 一⑤-① ①｣②⊥軒 や -⑤-①

＼ノ/＼J/
@-a

図2:巡回セールスマン問題で用いられる2つの素過程｡
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図3:レプリカ交換の平均確率｡点線は理論的に予

想される交換確率exp(-1)を表わす｡
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図5:ある1つのレプリカの温度変化｡

Emin(I)/Emi｡

10 100

t(MCS)

図4:Emin(i)の時間変化｡

TE(N)
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図6:エルゴ-ド時間のサイズ依存性｡点線は〃 1

の直線を表わす｡

6 まとめ

レプリカ交換モンテカルロ法の巡回セールスマン問題に対する適用を行なった｡ その

際､エルゴ-ド時間が最少となるように温度の設定を試みた｡そしてこれらの温度を用い

てシミュレーションを行ない､レプリカ交換確率が温度によらずほぼ一定値になること､

エルゴ-ド時間がサイズⅣ に比例することを確かめた｡またレプリカ交換モンテカルロ

法と1/kサンプリング法との比較を行ない､両者はほぼ同じくらいの速さで最適解を見つ
け出していることがわかった｡
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