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1 カオスとリヤプノフ数

図1はおなじみの2重振 り子である｡振幅が小さいときは基準振動の重ね合

わせで規則的に運動する(図 1(b))｡ このような場合には初期値を多少ずら

してもその後の運動にはあまり影響が無い｡(図1(C))
ところが､振幅を大きくすると例えば下の振 り子が一方向にぶんぶん回

りだしたりして不規則な運動になる｡例えば図2(a)では､t～40付近では,

それまで振動していた下の振 り子が右回りに2回半､続けて左回りに5回連

続して回転している｡ このとき､初期値をわずかにずらしてみると､先程と

は違ってその後の運動は大きく変わってしまう(図2(b))｡
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(C)初期条件をずらしたとき

の時間発展の比較｡あまり変
わらない｡

Figurel‥2重振 り子とその運動 :規則的な場合

一般に､初期条件 xoを時刻 tまで時間発展させる写像 4,i:Xoト十xl-

¢t(x｡)を考えると､寓刻 tでの系の状態 ∬再 初期値 x｡を変化させるにつれ
て連続的に変化するという点においては､運動が規則的であろうと不規則で

あろうと変わりは無い｡別な言い方をすると､初期条件 xo+6xoに対して

¢t(xo+6xo)-xt+ 6rtと書けば､¢が 微分可能であれば 初期値のずれ 6xo

と時刻 tでのずれ6x声 (無次元の)係数Cを用いて 16xlF-CI6xolと書けて
しまう｡ しかし､この無次元の係数Cは実は時間の関数であり､

･規則的な運動の場合 - たかだか l6xtl∝16xo巨tと､時間に比例する
程度
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(a)2重振 り子のカオス的な連動
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(b)左図と､それから少し初期条件

をずらしたときのp2の時間発展の比
較｡

Figure2:2重振 り子の運動 :不規則な場合

･不規則な運動の場合 - [6a･tl∝L6xolexp(ll)と指数的に増大

と大きな差が出てしまう｡この 人をリヤプノフ数(あるいはリヤプノフ指数)
と呼ぶ｡入>0の場合は系は ｢軌道不安定性がある｣といい､このとき系は

カオスであると呼ぶ｡先程の2重振 り子の不規則運動がこれである｡

補足 :なぜ運動の乱雑さと軌道不安定性が関係するかという

と､もしも系に軌道不安定性があったとすると､系が各時刻にど

んな状態にあったかによって後の時刻での状態が大きく変化する

ことになり､規則的な運動でそういった状況をつくり出すことは

無理である｡1

人>Oである場合には､系は'予測不能"である｡ 時刻iでの状態を Eの精

度で予測するために初期条件に要求される精度を考えてみると､

J6xtl<E⇔ cL6xoJexp(At)<E⇔ l6xol<C~1EeXp(一烏)

すなわち､用言大きくなるにつれて､xoに要求される制度 16xolは極めて大き

くなり､結局､先のことはどんどん予測できなくなっていく｡(ノイズが入っ

ていない時間発展なのに､実質的に予測不可能)

定義だけでは分かりにくいので次の 1次元写像の例題を考えてみよう｡∫:

lo,1]→[0,1],m jf(I)≡2xmodlf(xt)-xt+1により数列 (xo,xl,･-)

を定めると､ 2つの初期値 xo,x｡+6x｡に対し,3:i-f2t(xo)-2txomodl,
I;-f21(xo+6xo)-xt+6xtから､6xt-2t6x0-6xoexp((log2)i)となる

ので､リヤプノフ数人は A-1og2(>0)である｡

1-万､もしも初期条件によらずに同一のしかし不規則な運動をするような系があったと

すると､そこでは運動は乱雑だが軌道不安定性は無い､というちょっと病的な例外が発生す

去｡
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等比数列ではない一般の 1次元写像 xtL+ xt+1-F(xt)(xl∈R)に対し

ては､xl-F(xt_1)であるから､

6xt- 孟F(xt-1)6xt-1

孟F(xt-1)孟F(xl-2)転 2

孟F(xt-1)孟 F(xト2)･･･孟 F (xo)6xo

となる｡ したがって､リヤプノフ数刃ま

芸 (I-1)芸 (all-2)- 芸 (xo)ト ex紳 )asi→-

で定まる｡(時刻 tでの線形化写像の固有値ではない｡)
ここで一つ注意を挙げる｡ リヤプノフ数は､系の状態を知る上では意外

と役に立たない｡計算は容易だが ､そのままでは ｢カオスか､カオスでない

か｣の差程度しかわからないのである｡(A-0.1の系 と､入-1の系の差に

あまり意味は無い｡)特にハ ミル トン系の場合は可積分系 とい う特異な例外
を除けば大抵カオスになるので リヤプノフ数だけではあまり情報が無い｡ リ

ヤプノフ数を計算する際の時間的な収束の様子は系の特徴をつかむことがあ

る[KK92,KK94]｡

2 リヤプノフスペクトルとリヤプノフベクトル

t=0

◆●●=●●●

Figure3‥リヤプノフベクトル

前節では初期条件のず

れ (距離)の増大率からリヤ
プノフ数を定義した ｡多自

由度系の場合には初期条件

をず らす方向は自由度の数

だけあるので､距離の増大

率の他に､初期条件のまわ

りに作った徴小面積の増大

率､初期条件のまわ りに作

った微小体積の増大率､

等が考えられる｡これをき

ちんと定義 したのが リヤプ

ノフスペ クトルである ｡ イ

メージとしては､初期条件

の点の周 りに大 きさ無限小

の球を考え､これの時間発

展 した楕円 体 の主軸を考えるので､図 3の様になる ｡
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力学変数 Z(i)- (zl(i),Z2(i),･･･,Zn(i))(ハ ミル トン系の場合は n -

2N,zi-qi,Zi+N-Pi)に対してヤコビ行列

M(i)
dLf∂(I(i)) ∂(q(i),p(i))

a(q(0),p(0))

(これは前節で DF と書いたもの) を定めると､リヤプノフスペクトル

(ll,- ,An)は行列tM(T)M(T)の固有値の指数部分の係数であり､リヤプ

ノフベクトル尋はその固有ベクトルである【ER85].すなわち,tう ∞ につれ
て､NxN行列Pにより

tM(T)M(T)-Pdiag(exp(2Alt),eXp(2人2t),･･･,eXp(2人Ni))P-1

と対角化される｡Aiは尋 向きの不安定性を表している｡

リヤプノフスペクトルおよび行列P(すなわちリヤプノフベクトル)はtに

よらず一定の値に収束する｡(詳しくはAppendixA参照.)

リヤプノフスペクトルの具体的な計算方法については例えば[SN79,ER85],
その比較については【GPL93】を参照されたい｡ただし､M ではなくtMMが
現われる理由が分かるようにここで簡単に概略だけべる｡ Appendixの最後

に書いたように､リヤプノフ数を求めるには､初期ベクトル(初期条件の接空

間にある)- とって来て,Tl最 log=岬 刑 を求めれば良い｡ここで

IIM(T)豆 H2≡ t7ilM(T)M(T)尋

によってtMM が現われる｡

リヤプノフスペクトルが得られると分かることには以下のようなことが

ある ;

｡形状そのものからの議論

たとえば､ゼロ付近の指数が多いということは､あまりカオス化して

いない自由度が多いという事であり､系は多自由度であっても本質的

には低自由度カオスである事を意味する｡

｡リヤプノフスペクトルには系の詳細によらない普遍的な形があると考

えられる場合があ り[Rue82,EW88ト それをrandommatrixと比較す

ることで実際の物理系の状態を知ろうとする試み [LPR86,Yam98]

･hKS : Kolmogolov-Sinaientropy(metricentropy とも呼ぶ)との関

係 (Pesinidentity)hKS-∑人月 ､ら､リヤプノフスペクトルを求め
入l>0

ることによりhKSを求めることが出来る｡ ここで､hKS は ｢時系列の

-plogp｣(どのくらい時系列にバリエーションがあるか)として定義さ

れる｡【AA68,ER85]

一方､リヤプノフベクトルではつぎのような研究がある ;
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｢モンテカルロ法の新展開｣

･ベクトルの局在性 (成分における)とカオスの強さとの関係を議論した

ものがある【Kan86】｡系の運動がカオス的であるならば､そのヤコビ行

列はランダムマ トリクスに近 く､そこから作られる固有ベクトルも(ア

ンダーソン局在同様)局在する傾向にある｡

｡また､リヤプノフベクトルを見ることで系がどのような不安定性を持っ

ているのかを見ることが出来る｡ これに関しては次節で述べる｡

3 多粒子系のクラスター構造とリヤプノフスペクト

ル,リヤプノフベクトル

ここでは多粒子系のカオスが作るクラスター構造の解析にリヤプノフスペク

トルとベクトルを応用した話の概略を紹介する｡詳しくは文献[Kh'92,KK94]
を参照されたい｡

大域結合したsymplecticmap

N

p'i-Pi+k∑sin2q(xj- Xl) mod1,x'i- Xi+p'imOdl･
E=‖

(i-1,2,- ,N ,k>0引力相互作用)では､系は結合定数kの値が同じで
も初期条件により粒子が集合して運動するクラスター状態と一見無相関に運

動する一様乱雑状態の2通りの運動形態をとる｡ ここで､2つの状態ともカ

オスなので､系は時間とともにこの2状態の間を行き来することになる｡(ま

た､相空間内に2つの異なる性質のカオス領域が共存していることになる｡ )

リヤプノフスペクトルは両状態でほぼ同じであったが､唯一異なったの

は ｢最小｣なものÅ〃_1の値であった([KK92]のFig･4);

i

Ai(cluster)とAi(非cluster) i-1,2,･･･,N-2

(0<)左(cluster)≪ Ai(非cluster) i-N-1

(入N は､運動量保存則のために常に入N ≡0である｡)そこで､この人N_1に
対応する部分空間がクラスター構造に関係しているものと

思われる｡

註 :リヤプノフ数の計測は有限時間内､すなわち､系がクラス

ター状態あるいは非クラスター状態にある時間範囲内で行った｡

リヤプノフベクトルを調べてみると､クラスター状態でのÅN_1に対応す

るベクトルとそれ以外 (クラスター状態での入i(i-1,2,- ･,N12)に対応

するものおよび非クラスター状態での全てのベクトル)では大きな違いが見
られた｡

今ここで簡単に ｢リヤプノフベクトルを調べてみると｣と書いたが､2Ⅳ
次元のベクトルを調べると言ってもどう見たら良いか分からないと思うかも
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知れない｡が､今扱っているのは粒子系なので､2Ⅳ次元のベクトルは各粒

子の座標と運動量のずれ

dql,dq2,･･･,dqN,dpl,dp2,･･･,dpJV

を表しており､2Ⅳ次元のベクトルをⅣ個の2次元ベクトル (今空間は 1次

元である)の集まり

(dql,dpl),(dq2,dp2),･･.,(dqN,dpN)

として図示することが出来る｡

(a)非クラスター状態 (b)クラスター状態

Figure4:AN_1に対するリヤプノフベクトル｡ 各粒子の一体相空間上の位置

(q,p)を起点として措いてある｡クラスター状態ではずれは各粒子ほぼ同じ
で､非クラスター状態ではバラバラ｡

クラスター状態でのAN_1に対応するベクトルは､多数の粒子をほぼ同じ

ようにずらすずれを表していた([KK92]Fig.9)｡これは､個々の粒子よりは､
クラスター全体をずらす事に対応した不安定性を表していることになる｡ ク

ラスター(の重心)の軌道自身もカオス的なので､それがずれることに対応す
る不安定性である｡

註 2:入N_1はクラスターの軌道不安定性に関連したものであ
り､クラスター状態の寿命のタイムスケールとは直接の関係は無

い｡(場所が うろうろしているのであって､状態そのものが不安

定という事とはまた違 う｡ )

一方､それ(〟-1番目)以外のリヤプノフベクトルは､粒子間の協同性は無 く､

どれか一つの粒子を大 きくず らすようなずれを表していた (【KK921Fig.9)0
これはいわば熱的な不安定性 と言えよう｡ 模式的には図4の様に書かれる｡

このように､リヤプノフスペ クトルとリヤプノフベクトルを見ることに

よ･り､系のさまざまな軌道不安定性を,クラスター構造に関係した協同的な

ものとそうでないものに分離することが出来た｡
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｢モンテカルロ法の新展開｣

4 まとめ

リヤプノフベクトルはリヤプノフスペクトルと並び多自由度系のカオスを特

徴付ける基本的な特性量である｡ その計算方法も確立しており､系の時間発

展法則が与えられれば リヤプノフスペクトル ･ベクトルを計算することは耗

しくない｡

ただし､リヤプノフ解析

をすればカオスの特性が良

く分かるかと言 うと必ずし

もそうとは言い切れない｡

図5は前節で紹介した系の

相互作用を短距離にしたも

ので､クラスターの生成崩

壊がみられている｡ 軌道の

1=16･step2=12̀ 横にヒゲ状に書かれている

｡｡｡ふ口 ⊥≠ のは各時刻でのリヤプノフ

010,npow=5,stage=0/1 st

Figure5‥短距離型モデルにおける時間発展･横 長lPpF蒜 去去.'i示 濠｣-｣_)1_Ti｣_TjF7 Lr′ll+J_Iir七･チエ=TIT
軸は時間､縦軸は座標

の狙いは､不安定性の向き

を表すリヤプノフベクトル

を見ることにより､状態の変化のカオスとしての特徴を抜き出せるのではな

いかと言うことである｡ ところがこれは失敗で､この図を見ても何もわから

ないのである｡

現段階ではリヤプノフ解析で何が分かるのかは判然としておらず､スペ

クトルもベクトルも万能試薬とは言いがたい｡リヤプノフスペクトル ･ベク

トルを計ることで系のどんな特性が明らかになるのかはまだ今後の研究を待

たねばならない｡

A リヤプノフベクトルの収束(Multiplicativeer-

godictheorem)

ここではリヤプノフスペクトルとリヤプノフベクトルに関連した定理である

Oseledecの multiplicativeergodictheorem を紹介する[ER85]｡
〟 ‥今考えている状態の空間(相空間)

β:〃 上の確率測度

f‥M →M ‥M 上の保測写像 (確率を保つ写像)であって､pがエルゴ-
ド的であるようなもの

T:M JM :mxm行列で､

./p(d-T)log'llT(I)lI< ∞

であるようなもの｡ここで､ log+u≡ max(0,logu).

- 14 9 -
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行列Txnを

TIndgfT(I(n-1)I)･･･T(fx)T(I). (2)

で定義する｡(注意 :nは便宜的な記号であ り､Txn≠(T(I))nである｡)する

と､pについてほとんど全ての xに対し､つぎの極限Axが存在する ;

lim (TIn*Txn)1/2n-A工 .
nう00

(3)

ここで Txn*はTxnの共役･

Axの固有値を〈e入1,e入2,･･･,e入-)(Ai ≧ 人, ford>i)と書いたとき､

(ll,人2,- ,人m)をリヤプノフスペクトルと呼ぶ｡
リヤプノフ指数Aiは縮退しているかも知れないので､これらから相異な

るものだけ取 り出して大きいものから並べてÅ(1),A(2),･･･と書 く｡入(i)に対応

するAxの固有空間をVx(i)と書 く｡

Eii)を Rm の部分空

る｡先程の V(i)で書けば

すると､

欝 三 野 t'AvSr(ie･VU".i'..foAxに対応するものとす= ue,iVx(i)である｡

Rm-Eil)jEi2)3･･. (4)

であ り､つぎが成 り立つ ;

定理.pについてほとんど全てのxに対し､もしも 豆 ∈Eii)かつ7i≠
Efi+1)であるならば､

Iim llogHTxn7tH- A(i) (5)
n｣〔X)n

特に､i=1の時を考える｡ 右辺は最大 リヤプノフ数である｡ 左辺のベク

トルは､(寓1)-Rmなので)豆 ≠Eii'1)っまり豆 が 2番目以降の固有値に
対応する固有ベクトルの線形結合では書かれない｡ほとんど全てのベクトル

はこの条件を満たすので､結局､勝手なベクトル豆 を選んできて上式の左辺

を計算すれば最大リヤプノフ数が求まることになる｡

また､初期ベクトル豆 として部分空間Eii)に含まれるもの (別の言い方

をすれば､vlk),k<iには含まれないもの)を持って来れば､ほぼ確実にÅ(1)
が求まる｡
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