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1.まえがき

近年,部分同士の相関や部分と全体の関係を考慮して,複雑な現象を解明し

ようとする複雑系に関する試みが盛んに行われている.従来は,複雑な現象を

解明するために,非常に簡単な部分にわけて,その部分を解析するによって全

体の複雑な現象を解明しようとしていた.この方法は,還元的方法とよばれる

もので,部分を解析して得られた結果を全体の結果として適用できるという考

え方である.しかし,実際の自然現象は,そのような理想化されたものではな

いことから,部分同士の相関や,部分と全体の関係を考慮する必要がでてきた.

最近,盛んに行われているカオスやフラクタルの研究はこの複雑系の部類に入
いる.

カオスは,微分方程式 (差分方程式)の解などの予測の難しい複雑な挙動と

して知られており,エントロピー,リアプノフ指数,分岐構造,エルゴ-ド理

論などの視点から研究されている[1,2,5,24】.しかしながら,これらの概念は各

分野で個別に扱われており,様々なカオスの定義や相関が必ずしも明確になっ

ていない.こうした状況のなか,著者の一人はさまざまな複雑さを統一的に扱

うために,複雑さと状態変化の融合である情報力学を提唱した【19,22,7,111.カ

オス尺度は,この情報力学の2つの複雑さから定義される力学系のカオス度合

いを測るものであり,これまでにカオスを示す代表的な写像であるロジス

ティック写像やパイこね変換に対 して適用され,リアプノフ指数の不都合な点

を解消し,さらに計算が容易であることが示されている[23,8,211.

一方,フラクタルに関する研究は,Mandelbrotが自然現象の複雑さを目に見

える形の複雑さとして評価するフラクタル幾何学を提唱したことに由来する

【15】.フラクタル幾何学の特徴は,自己相似性という簡単な基本図形の繰り返

しによって,複雑な形を構成できるという性質を利用している点であり,その

複雑さはフラクタル次元によって表現される.フラクタル次元は,一般に非整

数値を取るので,ユークリッド次元では区別できない形の複雑さを評価するこ

とが出来る.ohyaは,この幾何学図形のフラクタル次元を幾何学図形だけでな

く,確率分布や量子系の密度行列で表される状態の複雑さを調べる指標として

使うために,このフラクタル次元を一般(C*系)の状態に拡張し,状態のフラク

タル次元を定めた【18,11】.
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本稿では,Gauss分布として与えられる状態に対して,状態のフラクタル次
元による特徴付けを行う.

2.幾何学図形のフラクタル次元

この節では,幾何学図形のフラクタル次元のうち,尺度次元と容量次元につ

いて説明する.

2,l 尺度次元(Scaling次元)
ある基本図形より作られた対象 (複雑な図形)が非常に粗い尺度 (これを"1--

とする)で見たとき,その基本図形の個数をⅣ(1)とし,尺度rで見たときの基

本図形の個数を〃(r)で表す.このとき,

ds=log豊 ′logir

を尺度次元(Scaling次元)という【15】.いろいろと実験を行うと,

N(r)=r-dN(l)

という関係式が出てくる場合が経験的に多いことによる【4】.

以下では,尺度次元の具体的な計算例を紹介する.

(例2.1:直線とコッホ曲線の尺度次元)

ト

r=1,〟(r)=1 r=1/3,〟(r)=3I

ds-logi/log(I/i)-log3/log3- 1
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'ト

r= 1,〟(r)=l r= 1/3,〟(r)= 4

ds- log言′log(1/i)-log 4′log3

(例 2.2:正方形とシルピンスキーのガスケットの尺度次元)

ト

r=1,〟(r)=l r=1/2,〟(r)=2

ds-log;/log(I/i )-log 4/log 2- 2

∠ 金 一 遷

r=1,N(r)=l r=1/2,N(r)=3

ds-log言′ 104 1/喜)-log3/log 2

上記の例を見てわかるように,幾何学図形のフラクタル次元は非整数値を取

ることから,幾何学図形のフラクタル次元を用いれば,ユークリッド次元では

わからない, ｢見た目の形の複雑さの違い｣を定量的に測ることができる.
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この尺度次元において,図形を集合に拡張した定義になっているのが,以下

の容量次元である.

2.2 容量次元(Capacity次元)

ある集合x(CRd)を直径がCの凸集合 (立方体,球など)で被覆するのに必

要なその凸集合の最小の個数をN(8)とする.このとき,

logN(C)

一一C TcMl.Tollog(1/C)

を容量次元(Capacity次元)という【151.

上記の例に対して,この容量次元を用いても,尺度次元と同様の結果が得ら
れる.

この容量次元の分子にあるlogN(C)は距維空間上のeエントロピー【12]と呼ばれ
る量であることから,容量次元は,eエントロピーを用いて定義される量であ

ることがわかる.そこで,Ohyaは,一般の状態(C*系の状態)にCエントロピー

を定義できれば, ｢一般の状態に対するフラクタル次元｣が定義できると考え,

状態のフラクタル次元を定義した【18】.次の節では,状態が連続的な確率分布

で表される古典連続系の状態のフラクタル次元の定義について説明する.

3.古典連続系の状態のCエントロピーとフラクタル次元

古典連続系の状態のCエントロピーは,Kolmogorovの確率変数のCエントロ

ピーを用いて定義される.そこで,このKolmogorovの確率変数について,簡単
に振り返る.

3.1 Kolmogorovの確率変数の8-エントロピー

Kolmogorovの確率変数の8-エントロピーは相互エントロピーによって定義さ

れるので,まず始めに,古典連続系の相互エントロピーについて説明する.

[定義3.1】相互エントロピーI(I,g)【6,10]
(El,5,p)を確率空間,I,gをE2上で定義されx,Y上に億を取る確率変数とする.

I,gによって導かれた確率分布をFLf=FLor l,FLg=FLog-1,FLfとpgの直積分布及

び同時確率分布をpf⑳pg及びFLIgとおく･このとき,確率変数fとgの相互エン

トロピーI(I,g)は

I(I,g)-S(p/g,FLf@lLg)

-IJxx劫 o:蔑 dpfg'pf(go;h<e:i?e,Pg'

dc-lim
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で与えられる･ただし,S(FL/g,Pf⑳FLg)CiFL/gtFLf⑳lLgの相対エントロピー

[17],FLIg<<Pf⑳FLSはFL/gがpf⑳FLgに関して絶対連続であることを意味し,

-k はpf⑳項 こ対するp/gのRadon-Nikodym微分を表す･
dpf@FLg

この相互エントロピーは,確率変数fとg (または確率分布JLfとpg)の共有
している情報量を表す.この相互エントロピーを便 うと,確率変数Jのエント

ロピーS(I)が以下のように定義できる.

S(I)=I(I,I) (3.1)

いくつかの文献には,確率密度関数p(I)をもつ確率変数f=(fl,･･･,fd)のエント

ロピーとして,微分エントロピ一項 )

h(I)--1･･･Ip(xl,･･･,X d)logp(xl,･･･,X d)dxl･･･dx dRd

を確率変数/のエントロピーとして定義しているものもあるが,微分エントロ

ピー町)は,一般に負の値を取るため,情報量としては都合がよくないことを
明記しておく.

(3.1)式のエントロピーS(I)は,負の値を取らないものの,多くの場合,+-
の値を取ることが知られている.そこで,Kolmogorovはある極限として(3.1)式
に一致する量を定義した.これが,以下の確率変数のeエントロピーである.

[定義3,21確率変数のCエントロピー【13]

(f2,5,p)を確率空間,M(E2)をf2上で定義され,距離空間(x,d)上に値を取る

確率変数とする･このとき,確率変数f(∈M(f2))のCエントロピー

sK(I;C)-iT(I(I,g);g∈Md(I;e))

で定義される.ただし,

Md(I;C)=g∈M(E2);

である.

確率変数のCエントロピーは,確率変数fから距離がe離れた場所に少なくと

も伝えられる確率変数fの情報量を意味しており,(i)0≦SK(f;C)<+00
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(ii)169SK(I;e)-S(I)の性質を満たす･

4.古典(連続)系における状態の8-エントロピーとフラクタル次元

この節では,状態(i.e.確率測度)をベースとした古典系でのより一般的な8-

エントロピー定式化と状態のフラクタル次元の定義について述べる.この定義

は,確率変数として記述できない事柄に対してで一も,計算することが可能であ

る.まず,状態をベースとした相互エントロピーの定義から説明する.

情報理論において,確率測度や量子状態として記述される入力状態は,チャ

ネル(通信路)〟を通して伝達され,別の状態として出力される.このチャネル

〟は,物理的には,電話線や光ファイバーであり,数学的には,入力空間から

出力空間への写像である.

状態が確率測度で表される古典系のチャネルの定義は以下の通りである.

【定義4.11古典(連続)系のチャネル

(f2.,%)を入力空間(可測空間),(E22,筏)を出力空間とし,P(Elk)を

(f2k,a)(k=1,2)上の全ての確率測度とする･このとき,p(ftl)からp(f22)への写

像 '̂をチャネル(MarkovKemel)という:

FL-(Q)=A'FL(Q)

-JA(0,Q)dp(a,),FL∈P(E21)fll
ただし,Aは,次のような条件をみたすE21×竜から[0,1]への写像である.

(1)任意のa)∈f21に対して,A(α,･)∈P(E22)

(2)任意のQ∈馴 こ対して,A(･,Q)はf21上の可測関数

このとき,〃と戸の合成状態◎は

o(Q.,Q2)-JA(a,･Q2)dFL(a･)Ql
で与えられる.これらを用いて,相互エントロピーが以下のように定義される.

【定義4.21相互エントロピー

(f21,i)を入力空間,(f22,竃)を出力空間とし,p(Elk)を(f2k,i)(k=1,2)上の全

ての確率測度, '̂をp(E21)からp(f22)へのチャネルとする･このとき,FLと

戸=〟〃の合成状態と直積状態を◎,◎｡-〃⑳声とすれば,〃と〟に関する相

互エントロピーI(p;A')は
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I(FL;̂')(-I(FL,FL-))=S(0,◎｡)

-inl墜 g dOo('07h:'W:soe',

で定義される･ただし,∫(◎,◎｡)は中と申｡の相対エントロピー【17】,◎くく◎｡

は◎がOot:関して絶対連続であることを意味し,款 はpf⑳pg8=*寸する

FLIgのRadon-Nikodym微分を表す･

すなわち,I(p;A+)は,確率測度pがチャネル '̂を通して '̂pに変化すると

き,確率測度〝のもつ情報量のどれだけが,チャネル〟 を通して伝えられるか

を表す量と考えられる.(量子系の相互エントロピーの定義については,【20】を

参照)

このとき,古典(連続)系の状態の8エントロピーは,上記の相互エントロピー

を用いて,以下で定義される.

[定義4.2】古典(連続)系の状態のCエントロピー(チャネル表現 )

定義4･3において,(E21,苛)=(E22,竜)≡(E2,5)とする･このとき,FL∈P(f2)の状

態のCエントロピーso(FL;I)は

so(p;p)=iFtJ(p;̂');d(p･̂'p)≦CI

ただし,d(FL,A'FL)はFLと '̂FLの距離であり,

J(p;̂')-sF.P(I(p;A');r'p-̂ '可

である･ここで,J(FL;̂')8まFLとA'に関する極大相互エントロピーと呼ばれる
ものである.

確率変数をベースにする場合は測度空間を固定して考えるため,極大相互エ

ントロピーのような概念は必要とならないが,状態をベースとしたこの定義で

は,測度自体が固定されていないため,入力状態FLから出力状態FL-(=̂ +FL)へと
写すチャネルは一つとは限らなくなる.そこで,入力状態〝の持つ情報量を最
も効率よく伝えるチャネルを用いて状態のCエントロピーを定義したのである.

入力状態〝と出力状態声の合成状態◎が直積状態◎｡に関して全て絶対連続で
あるとき,上記のCエントロピーを次のように書き直すことができる.

[定義4.31古典(連続)系の状態のCエントロピー【9]
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so(p;p)=îTlIJ(p･FL-);d(FL･FL-)≦cl

ただし,d(FL,p-)はpとFL-の距離であり,

J(p,p-)-sF.PtI(p,卵 );◎くくOol

ここで,状態のCエントロピーを上記の様に書き換えることが 出来るのは,

◎ くく◎｡であるとき,チャネル '̂と合成測度◎は,1対1に対応すること.による.

この状態のCエントロピーを用いて古典(連続)系の状態のフラクタル次元が次

のように定義される.

【定義4.41古典(連続)系の状態のフラクタル次元【91

dcO(p)=169
苦

C

5.ヒルベル ト空間上のGauss測度とGaussainチャネル

この節では,Hilbert空間上のGauss測度に状態の8-エントロピーとフラクタ

ル次元を適用するために,まず,ヒルベルト空間上のGauss測度とGaussainチャ

ネルについて説明する[3,271.

慾 を実可分なヒルベルト空間7t上のボレル6-集合体,pを以下のような条
件を満足する懲上のボレル確率測度とする.

J"xHdp(x)<-
〟

さらに･T(71).(≡(R∈懇(Tt);R≧0,R-R●,TrR<- i)を71上の全ての有界で自

己共役な正作用素の集合とする･そのとき,pの平均ベクトルmp∈71と共分散
作用素

Rp∈T(TL).が存在して,任意のx.,x2∈71に対して,mpとRpが

(xl,mp)-Jくxl,y)dp(y)
チ(

(xl,Rpx2)-I(xl,y-mp)(y-mp,x2Pp(y)
チ(

で定義される. このとき, ボレル確率測度〃がGauss測度であるとは,以下の
条件を満たすことである.
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[定義5.ll(Gauss測度fL)[3]

任意のx∈抑 こ対して,実数値m,とJ,(>o)が存在して

p(tye～;(y･x,≦al)-1去 exp‡ め
}

Gauss測度FLと(mp,Rp)は,1対1に対応することカ亨知られており,平均ベクトル

m と共分散作用素 Rをもった71上のGauss測度FEは,FL=lm,R]と記述される.

次に,Gaussianチャネルについて説明する.

【定義5.2】(Gaussiaチャネル)【3】

(71,喝)を入力空間,(T(2,愁 )を出力空間とし,pik)i(7t,愁)(k-I,2)上の全

てのGauss測度とする.簡単のため,(7t,喝)≡(712,戦 )≡(71,野)の場合を考え

FL∈P(71)を入力空間上のGauss測度,p.∈p(71)をチャネルの雑音を示している

Gauss測度とする.そのとき,p(71)からp(71)へのGaussチャネル '̂は,次の

ような写像A:Ttx想う[0,1】によって

FL-(Q)- '̂FL(Q)≡JA(x,Q妙(x)
7イ

(̂x,Q)≡FL.(Qx)
Qx≡‡y∈Tt;Ax+y∈Ql,x∈71,Q∈慾,

で定義される. ただし,Aは71から71への線形変換でありAは,以下の条件

を満足する.

(1)任意のx∈71に対して,A(x,･)∈P(71).
(2)任意のQ∈慾に対して,A(･,Q)は,(71,野)上の可測関数･

このGaussianチャネルは,Gauss測度として入力された状態に,Gauss型の雑音

が加わり, 出力されるような線形的な通信路である. このとき,入力測度〝
と出力測度p-の合成測度◎は,以下で与えられる.

o(QIXQ2)-JA(x･Q2)dp(x),Ql,Q2∈懲
Ql

特に,p=[0,R]∈P(Tt),FLo=[0,A,]∈P(Tt)とすれば,そのとき,出力測度

'̂FL=F7は,

A+FL-[0,A朗●+凡]
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と表すことが出来る. また,〝と〟〃に関する相互エントロピー(情報量)は,

次のようになる[3,271.

IAR'A+凡
ー＼r～'̀~J2~〉○ 圃

ただし,lAR'A+AI,鳳 は,AR'A+ち,A,の行列式である.

I(p;̂･)-与log

6.確率変数の距離におけるGauss測度の8-エン トロピーとフラク
タル次元

この節では,71-RnでpfとFLgの距離d(FLf,Pg)が

d(pf,FLg)-

で与えられる場合を考える.Gauuss測度は平均 0で,チャネルは,Gaussianチャ

ネルで,入力状態pf=[0,R]は,n一次元確率変数f=(I.,-読 )から導かれた測度

で,その出力状態仙 fがILgの場合を考える･ ただし,gは,A'から導かれた

確率変数 g=(gl,･･･,gn)である･ このとき,入力状態小 二対して, '̂FLf=FLgと

なるチャネル '̂は唯一つだから,J(FLf;A')-I(pf;A')が成立するので,以下の
定理が成り立つ【9】.

【定理6.ll

2つの状態pfとpgの距離d(pf,FIG)が

d(pf,Pg)-

で与えられるとき,以下が成立する :

(1)so(pf;8)-SK(I;C)-壬ilog-薙 1)
A

ただし,Ai(i=1,･･･,n)はRの固有値であり,02は方程式∑min(ん02)-C2によっ
ht5‖

て唯一に決められる定数である.

(2)dcO(pf)-dcK(lLf)-n

この場合においては,我々の8エントロピーは,KolmogorovのCエントロピー

と一致し,状態のeエントロピーが特殊な場合としてKolmogorovの8エントロ
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ピーを含むものと考えられる･ また,状態FLfのフラクタル次元は,ヒルベル
ト空間の次元と一致するため,次元としての意味合いを持つ.

7.全変動ノルムにより導かれた距離におけるGauss測度のCエン
トロピーとフラクタル次元

この節では,状態の距離を全変動ノルムを用いて与えた場合,我々のCエン

トロピーを用いて定義されるフラクタル次元が,非整数値をとり,6とは異な

る結果を導き出すことことを示す.状態〝の全変動ノルムとは,

Hpl[=IFLI(f2)

で定義されるものであり,このノルムから導かれた2つの状態〝と声の距離は,

d(FL,̂'p)-llp-̂'FLIl-1p-̂'FLL(Et)

である. ここでは,実際に,71=Rで,入力のGauss測度は,1次元Gauss測

度〝-【O,叫 Gaussianチャネルの線形作用素Aは,実数値β,ノイズを表して

いる測度が,l次元Gaussian測度FL.-[0,0.2]∈p(71)によって表現される場合の
状態のCエントロピーとフラクタル次元を計算する.

この場合,出力状態小 は,[O,β262相.2]によって表され,入力のGuass測度

から同じ距離だけ離れた出力のGauss測度は,(1)β262+6.2≧62

(2)β262+6.2<62の場合に対し,それぞれ1つずつあるので,(1),(2)の2つ場合
に分けて,極大相互エントロピーを計算する.

d(FL,AFL')=8≦Cを満たすGaussianチャネルを考える･このとき, '̂は,Sと

βによって決まるので, '̂=̂'6(P,q.2)とおくと･以下の2つの補選が成立する･

[補毘7.1】β262+び02≧62((I)の場合)で･Gaussianチャネル '̂6(P.6.2)が

β2≦掌 という条件を満足するならば,そのとき,

J(p;̂･6(Pp.2,)-ilog去･ilogq2(l･雲 (8Io(8,))2

ただし, C6=β202+6.2･

[補題 7･2】β202+qo2≦02((2)の場合)で･GaussianチャネルA'6(Pp.2)が

β2≦掌 という条件を満足するならば･そのとき･
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J(p;̂'6(Pp封)-ilogH log

62

(1･雲 (6･o(8,))2

ただし, cS=β2cT2+6.2.

これらの2つの補選を用いると,次の定理が成立する.

【定理7.･1】
62

＼ー′UO､r'ー′ー2̀〉88 I2▲Vb(l･雲(C･o(C,))2

(2)蜘 )-壬

すなわち, 全変動ノルムを用いて距離を導けば,状態〝のフラクタル次元は,

このように非整数となり,6節で求めたものとは異なる結果を導き出される.

Mandelbrotは,一連の研究の一つとして,Renge/Scaling解析【14,25]によって価格

データの時系列を解析し,Gauss測度に従っている時系列のフラクタル次元は,

1/2であることを示したが,この結果と上記のGaussian測度のフラクタル次元の

結果が一致する.

(i)so(ps)-!1.g圭!1.g

8.まとめ

実際に,Gauss測度に対して,状態のCエントロピーとフラクタル次元を適用

した場合,状態のCエントロピーが特殊な場合としてKolmogorovの確率変数の

Cエントロピーを含むことを示すことができた.これは,状態(確率測度)をベー

スとした定義が,確率変数をベースとした定義を特殊な場合として含むことを

意味する.さらに,このとき､n次元Gauss測度のフラクタル次元はnとなり､

状態のフラクタル次元が通常の次元としての性質も持つことも明らかにできた.

また､状態の距離を仝変動ノルムを用いて与えると､1次元Gauss測度のフラ

クタル次元は,1/2とならて非整数値をとることがわかった.この結果は,

Manderbrotが､Renge/Scaling解析の中で紹介したGauss測度に従う時系列のフラ
クタル次元の値と一致する.
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