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閉経路形式によるボルツマン方程式の導出
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AI)stract
閉経路形式を用いたボルツマン方程式の導出を行う.新しい形のプローブを用いることで

まず外源の汎関数として数演算子の期待値を求め,それを外源について逆に解く.得られた結
果は粒子数の運動方程式を与え,それがボルツマン方程式の形を取ることを示す.導出には反
転公式を用いる.

本稿ではボルツマン方程式の新しい導出法【1】について論じる.閉(時間)経路形式 (closed-time-

path(CTP)formalism)によるボルツマン方程式の導出についてはいくつかの方法が知られてい

るが,粒子数の時間依存性を手で導入するような方法を除くと,相殺項 (countertem)を用いるの

が一般的なようである.【2,3】しかしそれらの取扱ではボルツマン方程式はどちらかと言えば非平

衡系での摂動論を作るうえでの副産物的なものであった.勿論それでも構わないのであるが,もっ

と直接に数演算子の期待値の運動方程式を出すという形でボルツマン方程式を導きたいというの

がこの研究の目的である.

cTP形式【句ではまず興味のある演算子にたいしてプローブとして外源 Jをカップルする.力

学変数 ¢の関数Q(¢)が調べたければCTP生成汎関数を

expiiWlJl,I,])≡TrTe-ilttIFdl(a-Jl(i)Q)拍 eu:IFdl(a-J2(i)a) (1)

α /【dpldp2】(pII冊 2I)exp〈去/:Fdi(L(pl)-L(p2).JIQ(pl)-J2Q(92))),(2)

で定義する.ここで βは初期分布であり,Tと骨はそれぞれ時間順序積,および逆順序噂を示す.
式 (2)は経路積分表示をしたものであり,順方向,逆方向の時間発展にしたがってpl,P2の積分変

数を用いる･ここで "物理的"表示を導入しておく.t41Jc ≡ ;(Jl+J2),JA ≡Jl-J2と定義す

るとJA-0が物理的に意味があり,そのときJcは外力の役割を果たす.外力 Jc-Jのあると
ころでQの時刻 tでの期待値は

Q(i)≡
6WlJA,Jc]

JJCA-=i-(a(i))Jc, (3)

によって計算できてる.

これによってQは Jの汎関数として得られるわけであるが,Qの運動方程式を得るためには

これをJについて逆に解いてQの汎関数として表し,その後で J-0と置いてやれば良い.(反

転法,Inversionmethod【5りこのようにして導かれる運動方程式の一般的な表式はW のルジャン

ドル変換を用いて書くことが出来るが.ここでは以下に述べる反転公式 (Inversionformula)を用

いてJについて逆に解くという操作を摂動的に実行する.t51Qの Jの汎関数としての表式,およ

びこれをJについて逆に解いた式が 人を摂動パラメタ-として

Q(i)-fli;J]-∑入nf(n)lt;J], J(i)-glt;Q]-∑入m9(m)li;Q], (4)
n m
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といった具合に得られるとする.ここで例えばflt,･J]はtの関数で,外源 Jの汎関数であるこ

とを表す.普通はf(i)の表式が先に得られるのでこれを用いて 9(i)を表すのが目的となる.そこ
で簡単な恒等式から

Q(i)- f[i;9[Q.】】

- F'0'li;9'0'lQ,]･̂ (/dsg 9'1'ls糾 f'1'li･,9'0'lQ,])･0(入2), (5,

となるので,人の各次数で較べてやれば9(i)をf(i)で表すことが出来る.

9(0)lt;Q]- I(0)~1【i;Q],

9(1,lt;QH J ds(蛋 )6:,S,I(1,ls;9(0,],

9(2,li;Q･- -/di,(S )lil･t,,(喜/dsds,

∂2f(0)(t′)

69(0)(S)69(0)(S')
9(1)ls;Q]9(1)ls';Q]

(6)

･/dsX g'l'ls;Q,･F'2D,;9'0'】)･ (7,

これらを｢反転公式｣と呼ぶ.反転公式を使うためには,まず (77)のように摂動の最低次での関

係が逆に解けていることが必要であり,この点がボルツマン方程式を導出するうえで重要となる.

以下,非相対論的で-様な系でのボソン場4,を考えて自由部分Ho- ∑kek由 k,相互作用

hint-喜∑k,k,,.克+誠 ｣｡如 k,で表わされるハミルトニアンh -ho十hint,を用いる･ボル
ツマン方程式を導出するのに上に述べた方法を用いるのであれば,興味ある演算子は粒子数 中旬,

であるから外源 Jをh-∑kJk(i戒 (i)車k(i)と導入する.そうするとCTP生成汎関数の経路積

分表示に現れてくるラグランジアンL(軌)-L(車2)の自由部分は

Lo(車1)-Lo(車2)-∑ 車t!,kDoij,k車,･,k
k

- 亨 (Ql+,弼 k)(

ihat-ek+Jk(i) 0

0 -ihat+ek-Jk(i)ノ＼車2,k)(芸と,:)
, (8)

と書ける.ところが (7)の逆行列としてプロパゲータを作って無摂動の粒子数の期待値 n(i)を計

算すると(戒 (榊 k(i))J-nk(tI)となってしまって,初期値を与えるのみで Jに依存する表式が

得られない.したがってこれを逆に解くこともできず,反転公式を用いることは出来ない.これが

反転法でボルツマン方程式を導出するうえで困難な点である.

では何故 【2,31の相殺項の方法はうまく行くのか?相殺項の方法によるとラグランジアンの自

由部分の中に(7)のような対角な形のパラメタ-の他に物理的に許容される(プロパゲータの形

が (10)を保つ)非対角な格好で別なパラメタ-を導入することができ,これらがボルツマン方程

式を導出するうえで鍵になっている.そこでそういった形のパラメタ-をプローブとして用いて

みようというのが今回の試みである.以下では現車1+4,紳2-明海 一中萱車1に外源がカップルす

るような形,つまりラグランジアンの自由部分の行列としては

D(i,∂t)-
ihat-e+iJ(i) -iJ(i)

-iJ(i) -ih∂t+e+iJ(i)
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というものを考えることにする.

まず無摂動プロパゲータGoを

D(t,∂t)Go(t,S)-Go(i,S)D(8,-∂S)--ih6(i-S), (10)

によって求めよう.cTP形式のプロパゲータはh(t,S)≡ -(車(i)車I(S))C,k(i,S)≡ -(4･f(S)車(i))C

として (Cは連結部分の意味)

G(t,S)≡-Trp

0(i-S)
(

(

T4,(i)4,f(S) が(S)4,(i)

4,(i)が(S) 旬 (榊 t(S)

h(i,S) k(i,S)

h(i,S) k(t,S))
+0(8-i)

､l

左

( k*(S,i) k*(S,i)

h*(S,i)h*(S,i)

F

n
u

(ll)

という構造を持っている.Dはこの構造を壊さないように作られているのでGoもh,9をho,90

で置き換えた同様の形を持つものとする.すると(9)から,

〈

(

(ih∂l-e)ho(i,S)-0,
(ihal-e)ko(t,S)-0,

(ihat-e+iJ(i))ko+(S,i)-iJ(i)hS(S,i),
(ihat-e-iJ(i))hS(S,i)--iJ(i)kS(S,i),

(fort>S) (12)

(fors>i) (13)

の方程式を満たしt=Sでの境界条件が

ho(S,S)-ko+(S,S)--1, ko(8,8)-ha(S,S)-+1,

ho(S,S)-h6(S,S)-0, ko(S,S)-kS(S,S)-0,

で与えられることになる.この微分方程式は簡単に解けて,解は

(14)

ko(t,S)ニーn(0)(S)e-ie(i-a), ho(t,S)ニー(n(0)(S)+1)e-if(i-S), (15)

ただしn(0)は

J(i)-hatn(0)(i), (16)

の運動方程式を満たすというものである.kの定義からn(0)(i)-ko(i,i)は摂動の0次での数演

算子の期待値を与えるものであるから,我々は摂動の最低次でnのJ依存性を持たせることがで

きたというわけである.n(0)(i)をJの汎関数としてちゃんと書けば

n'o'頼J】- n'0'(iI)･IILS字
となる.式 (4)と対応させると(16)が J(0),(15)が
9(0)である.

上で得られたプロパゲータを用いて粒子数 n に対

する補正を計算すると右図のようなダイアグラムから

摂動の2次の補正が加わる.結果は

nk[t,J]-nko)(i)

I(芸)2.%,/Iht,I:'ds,cos(uk,q,q.(t,-S,,)

(17)

･((nko)+1)(niol｡,-k+1)nho)nio,)-nko)ntol｡,_k(nho)+1)(nhs)+1))(S'),(18)
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となる･ただし wk,｡,｡,≡去(eq+eq･-e小｡._k-ek)である･式 (17)のnど)は全て Jkの汎関
数であることに注意されたい.式 (17)は(4)でいえばJ(0)+入J(1)十人27(2)を計算したことにな

る.(Tadpole型ダイアグラムの寄与は消える.)

反転公式 (6)を用いれば(15)に対する補正が得られて

Jk(t,-hatnk(i,-iq;,JIhscos(wk,q,q,(t'-8,,)
x((nk+1)(nq..I-ki1)nqnq,-nknq.q,-k(nq+1)(nq,+1))(S),(19)

となる.ここで外源を取り除きJ-0とすれば粒子数の運動方程式が得られ,時間について非局

所的なボルツマン方程式となっていることがわかる.時間について局所的な形は断熱展開をすれ

ば得られる.

以上に示したように新しい形のプローブを導入することでボルツマン方程式が粒子数の運動方

程式として導出されたわけであるが,プローブの物理的な意味について少しコメントしておく.

式 (8)の意味は車の有効作用を考えると少しわかりやすい.CTP生成汎関数のQとして場の変

数 車を考え,wlJ△,Jc]のルジャンドル変換によって有効作用 rl車A,如 】(QA(C)≡SW/eJc(A))
を計算すると,(8)はその2回微分に対応するものとなる.そうすると(8)の外源 Jは直感的には

∂2r/64･A64･△を手で揺すぶっているようなものということになる.これは対称化された相関関数

くく車t,4･))の1粒子既約な足切り部分に相当しており,【4,5】そのような外源によって粒子数がうま

く制御できることが少し理解できよう.
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