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スピン緩和現象,デコヒーレンスといった話題を初めとし,量子論における散逸現象の研究が盛

んに行われている.その難しさ(そして,その面白さ)は,非可逆な現象を時間反転対称な量子論

でいかに記述するかという点にあると言えよう.現在標準的となっているのは,注目している系

と相互作用する無限自由度の ｢環境系｣をも含めた ｢仝体系｣のHamiltonianを出発点として量

子論を展開し,環境系についての平均操作を経て,注目系の非可逆ダイナミックスを導く理論であ

る町 CaldeiraとLeggett̀は,環境系として無限個の調和振動子の集まりを採用したモデルを用

いて量子Brown運動を定式化し,量子散逸現象の研究に大きな影響をもたらした [2】･また,それ

以前から,量子光学の分野において大きな成功を収めている【3ト1)
一方で,環境系の詳細に立ち入ることはしない現象論的立場も存在する.一般に密度行列演算

子p(i)はpt(i)-p(i)(Hermite性),p(i)≧o(確率の正値性),2)trp(i)-o(確率保存)という性
質をもつべきであり,p(i)が線形でMarkov的な時間発展をするならば,そのマスター方程式は
Lindblad型

孟p(i)--ilH,p(i)]一芸∑Aij(LiL,tp(i)Ip(i)LiLi･-2L,tp(i)Li) (1)i,31

であることが必要十分条件として示される【4].ただし,HはHermite演算子 (HI-H),Ai3･は

Hermiteで半正値のc数行列 (Atf,･-Aji,A≧01)),Liは任意の演算子である･そこで,この形の

マスター方程式を理論の出発点にしようという?である【5-9]･VonNeumann方程式には見られ
ない "散逸項"の存在により,散逸現象を記述することができる.また,CaldeiraとLeggettが,高

温近似,Markov近似の下に導出したマスター方程式 【2】はLindblad型になっておらず,その帰結

として密度行列演算子の正値性が保証されないことが知られているが 【7,10-13】,この立場では初

めからその困難に悩まされることはない.

ただ,このLindblad型のマスター方程式を出発点とする理論では,H,Li,Ai31として何を採用

するかということが問題となる[7,8】.それらの選択が物理モデルを決めることになるが,Lindblad

の数学理論はその指針までは与えない.通常は,その解析的取 り扱いの容易さのために,調和振

動子系Ho-p2/2m+r'W2x2/2に対してH-Ho+FL(xp+px)/2,Li-air+ibiP,Aid-6iJl
(i,i-1,2;pは実の,ai,biは複素の定数)を仮定した,I,pについてたかだか2次であるマスター

方程式で議論しているのが現状である[61.3)

H,Li,Aijは物理的にはどのような.ものであろうか･本稿では,仝体系のHamiltonianから出
発する微視的立場から基礎付けることで,それらの物理的構造を見ることにしよう.

'E一mai1:yuasa@hep.phys.waseda.ac.jp
1)注目している原子に対し,それと相互作用する電磁場が,ここで言う環境系という位置付けとなる.

2)固有値がゼロ以上という意味.

3)定数IL,at,biを適当に選ぶと,量子光学において導出されるマスター方程式[3]を再現するt61.式(38)を参照･
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ここで基礎とするのは,次のHamiltonianである.

Ht.t-Ho+AV,Ho-Hs+HB,

00

Hs-写Enln)(nl,HB-/dwhwaLaw,0
£東

V-ih妄討 dw(9-n'W'D-naw-g㌫n'W'DLnaL),D-n-'-'(nT･ '4'

エネルギー固有値En(n-0,1,.‥)をもつ注目系Hsが環境Boson場HBと入Vで線形相互作用

するモデルである.gmn(W)は,エネルギーが hwのBosonを吸収して,注目系の状態がn番目の
エネルギー準位からm番目の準位へと遷移する過程の結合定数であり,4)人は相互作用の強さを

特徴付ける実定数である.特に回転波近似(rotatingwaveapproximation)をとるようなことはし

ていない.このHam iltonianにより,全体系の密度行列演算子ptot(i)の時間発展が決まるが,その

詳細に興味のない環境系に関しては,あらゆる状態について足し上げる平均操作を行い,注目系の

密度行列演算子

ps(i)-trBPt｡t(i)

の時間発展に注目する.その際,初期時刻においては

(5)

pt..-ps@pB,PB-e-PHB/trBe-PHB (6)

のように,注目系と環境系との間には相関がなく,環境系は温度Tの熟平衡状態にあるものとす

る.β-1/kBTである.
こうして導かれるps(i)に対するマスター方程式がLindblad型マスター方程式(1)の形をして

いれば,Ham iltonian(2ト(4)の構成要素によって表現されたHや Li,AiJ･が得られるという寸法

であるが,そのようにはならない.一般にps(i)の時間発展はMarkov的でないからである.そこ

で,ここでの目的のために,メモリーを無視できるような巨視的時間スケールへ移行しよう.Ⅷn

Hove極限(vanHovelimit)【14-17】によって時間の租視化をおこなうことにする･

i- T-入2t,A-0･ (7)

新しい時間丁で見た時間発展は,Marbv的となる.

ここでは,このVan Hove極限を取り扱う手法として,Accardietal.の確率極限近似(stochastic

limitapproximation)の方法【18】を用いることにする.出発点は,相互作用措像の時間発展演算子

UIA)(i)に対するSchr6dinger方程式

ihiUl"(i)-入VI(i)Ul"(i),UP(o)-1,

vI(i)-eiHot/hve-iHoUh- ih∑∑ (DmnAmn(i)-DLmALn(i)),mn
00

A-n(i)-/dw9-n(W)awe-i'W-W-n't,W-n-(E--En)/AO (10)

4)9ニn(LU)は,逆に,注目系の状態が m番目のエネルギー準位からn番目の準位へと遷移して,エネルギーが hwの
Bosonを放出する過程の結合定数.
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である.ここで時間のスケ-ル変換tーT-入2tをおこない,

孟Uj"(T/入2)-妄写(D-n去A-n(T/入2ト DLn去ALn(T/入2))Uj"(T/入2), (ll)
弱結合極限(weakcouplinglimit)A-0をとるわけであるが,まず,環境系の演算子Amn(T/入2)/A
の交換関係を見ておこう(AppendixA)【181.

[主A-n(T/̂2),去AL′n,(T′/入2)ト [-n,-,n′(W-n)6W-nwm,n′6(T-T/)･ (12)

これはまさに,vanHove極限によって環境系の相関時間が見えなくなるような巨視的時間スケー

ルへ移行したことを意味している.ただし,

Tmn,m,n,(LJ)-27Tgmn(W)gL,n′(LJ) (13)

はいわゆるスペクトル関数である【rmn,m′n′(LJ)-OforLJ≦0としている1.形式的にU5人)(T/入2)-
uI(T),Ann(T/入2)/A-bmn(T)として,Schr6dinger方程式(ll),交換関係(12)を

孟uI(T)-一言vI(T)uI(T),VI(T)-ih∑∑(D-nbmn(T)-DLnbLn(T)), (14)mn
【bmn(T),bit,n,(T')】-TmnJn′n′(wmn)6wmnwm′n′6(T-T')

と書 くことにしよう.熟平衡状態pB-e~βHB/trBe-βHBにおける相関関数も同様で,

(a.nn(T)bLl,n′(T/))th-Tm'n,m′n′(LJmn)6wmnum,n′6(T-T'),

鶴n(T)bm,n,(T'))th-(IIL叩 ′n′(wmn))～6wmnum,n,6(T-T')
で与えられる.ただし,

であり,

(15)

Tm'n,m′n′(W)-(1+n(W))Tm叩 ′n,(W), IILn,m′n′(W)-n(W)Tmn",n′(W) (18)

n(u)-
1
eβhw-1

はBose分布関数である.

次に,Schr6dinger方程式(14)をもとに,注目系の演算子

DLln(T)-trB(pBuI(T)D-nuI(T))

(19)

(20)

の時間発展方程式(Heisenberg方程式)を導こう.まずは,T-0,すなわち,pB-lO)(Olの場合を

考える.この場合,｢bmn(T)は右へ,札n(T)は左へ｣という操作 (normal-ordering)によって,trB

の計算をおこなうことができる.特に,bmn(T)とuI(T),札n(T)とal(T)の交換ができればよい･

それらの交換関係は,vanHove極限において実は求めることができて(AppendixB)【181,

lbmn(T),uI(T)】-(【uI(T),bLn(T)])I--∑∑ 6wmnwm,n,iEmn,m,n,(wmn)DL′n,uI(T) (21)mJn /
で与えられる･ここで,EmnJn′n′(W)は

iEmndn,'W)-/n雲 ,mn,m,n′(W′)
-i

27T-''M'''川＼ーl'LJ/-LJ-iE
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･mn,m,n′(W'-p/n芸 FmnJdn,'J)㌃完
0

(23)

であるが,これは自己エネルギー(self-energy)の入2についての摂動展開の最低次5)であることを

抑えておこう.Van Hove極限は,自己エネルギーの最低次を抽出する処方であると言うことがで

きるが 【17】,確率極限近似では,それがここに見られているのである･有限温度の場合も,TFD

(ThermoFieldDynamics)【19]のテクニックを用いれば全 く同様である.TFDでは,熟平衡状態

は熱的真空(thermalvacuum)という純粋状態 lO)であるので,それを消滅する演算子とuI(T)と

の交換関係を同様に求めればよい.その交換関係を用いると,DLln(T)に対するHeisenberg方程
式が

孟DLn(T)--写(去TnOl･nl十iASl･nl)DLn'T'
-冒(轟k･-A-iALk,-A)D£n(T)･写写6wk-W,n,kO-,lnDLl(T) (24)

と得られる.ただし,

･An,m,n,(u)im･np,n′(W)I(,n-m,n,m,(-W))+, (25)

A霊n",n′(W'-鶴n,m,n′(W'-(△n-m,n,m,'-W')～,△£nJdn/'W)-P/n窒Fminp′n′'W,'X0
(26)

であり,引数を省略した場合は,IIAn,m′n′-TAn",Ln′((wmn+LJm′n,)/2)である(△gm,m′n′も同様)･
このHeisenberg方程式(24)は,直ちに,注目系

pb(T)-trBPtI.t(T),PtI.t(T)-uI(T)pt｡tuI(T) (27)

に対するマスター方程式を与える.trs(psDLm(T))-(nlpi(T)lm)により,Heisenberg方程式(24)

はp;(T)の行列要素に対する方程式に焼き直されるからである.こうして,Hamiltonian(2)-(4)
を基礎とするマスター方程式

gpi(T)ニーilAO,p;(T)]
宣言6Wた-uln,kO-･ln(Lk-舶 (T'･puT'Lk-LltnI2舶 (T'Lk-),'28)
Lkm-Lk)(ml,△0-∑∑△芝l,nlln)(nl-(△0)I (29)nl

が導かれた.しかも,これはLindblad型マスター方程式 (1)のクラスに属するマスター方程式で

ある･Lindblad型マスター方程式(1)のHLこあたるた△CはHermite,Ai,･Lこあたる6wkmW,nFkOm,ln
はHermiteで半正値という条件を,それぞれ満足しているからである.

そして,Hや Ai31の物理的構造がHamiltonian(2ト(4)を基礎として与えられたことで,＼Jそれぞ

れの物理的内容が明確になった･h△0は自己エネルギーEkOm,ln(LJ)-△Okm,ln(LJ)-iIlkOm,ln(W)/2
のHermite部△0km,ln(LJ)-(Egm,ln(W)+(Elen,km(W))*)/2から成り,環境系との相互作用に伴う
エネルギー ･シフト

En-En+∑h△芝l,nl
!

5)Bosonが飛ぶ1-loop.
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を与える･一方,散逸項の 6wkmu,nTkOm,lnは自己エネルギーEkOm,ln(W)の反Hermite部TkOm,'n(W)

-itEgm,,n(LJ)-(Elen,km(W))～)/2から成り,特にTAk,mkは,注目系がm番目のエネルギー準位
からk番目の準位へと遷移する,単位時間あたりの確率を与える.このことは,密度行列演算子

p;(T)の行列要素pmn(T)-(mlpZs(T)ln)の対角成分に対する方程式

孟 p--(T)-∑ F-npnn(T)--∑TAk,mkPm (T)I∑,ken,kmPkk(T) (31)
n k≠m k≠m

を見ると分かる･ さらに,Tmn,m′n,(LJ)- 0forLJ_<0に注意すると,TAk,mk-Tm'k,mたfor
m > k,そして,√‰,mk- Tk-m,kmform <kであり,Tm'k,mk,rkHm,kmが,それぞれ,エネ
ルギーhwmkを放出する確率,hwkmを吸収する確率を意味することが分かる.そして,放出確

率 I"m'k,mk- (1+n(LJmk))Tmk,mkは,自発放出 (spontaneousemission)のTmk"kと誘導放出
(inducedemission)のn(wmk)Tmk,mkとから成る･6)

この,エネルギーを放出してmからkへ出ていく確率Tm'k,mkと,エネルギーを吸収してkから
mへ入ってくる確率IlmLk,mkとの間のつり合い

Fm'k,mk-TLk,mkeβhw-た for m>k (32)

は,正準状態e~βHs/trse-βHsが平衡状態であることを保証する(詳細つり合いの条件:detailed

balancecondition)【8,201.また,その状態から外れている場合には,マスター方程式 (28)にした

がってそれへ向かっていくことを示すことができる.実際,対角成分に関しては,方程式 (31)の

Fokker-Planck行列Fが半負債(F≦0)であり,その最大固有値 Oに属する固有ベクトルtioが
(uo)n-e-βhwn であることから,対角成分は初期状態に依ることなく,

pnn(T)-e-Phwn/∑ e-βhwL as T-∞ (33)
l

となることが示される(AppendixC).また,非対角成分pmn(T)(m≠n)については,LJmn≠LJkl

for(m,n)≠(k,l)の場合には容易で,

孟p-n'T'-一字(紘 -k ･砿 -k)p-n'T)-写(;,nol･nl･-iAal,nl)p-n'TH 34)
より,

pmn(T)-0as T-∞ for m≠n (35)

を得る.いわゆるデコヒーレンスである.(33)と(35)とは,まさに,

pi(T)-e-βHs/trse~PHs as T-∞ (36)

を意味している.正準状態-向かうのである.ここでは,e-PHs/trse~PHsが単なる定常状態であ

るだけでなく,初期条件に依ることなく到達する熱平衡状態であることを示したということを強

調しておく.Lindblad型マスター方程式 (1)から出発する現象論的立場において,この詳細つり

合いの条件を課すことでH,Aid,Liに対して物理的な拘束を与えようという議論が 【8]でなされ
ている.

最後に簡単な例を与えておこう.調和振動子系が環境と線形相互作用するモデルである.

Hs-hn(a･a･去), V-ih'a･a†)/ndw(g'W'aw-g･'W)aL)･ (37)
0

6)吸収Tk-m,km-n(LJk.n)Tkm,kmに関しては,誘導吸収 (inducedabsorption)のみ
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この場合,gmn(W)-(mla+aIIn)9(W)に注意すると,マスター方程式(28)は

孟pi(,)--ilAe,pi(T)]一 芸T ･(a)(a†api(T)IpIs(T)a†a-2api(T)a†)
弓 ,-(a)(aa†pi(T).pIs(T)aat-2aTpi(T)a), (38)

△O-AC(a)ala+de(-a)aaI (39)

となる.ただし,Ti(W)や de(W)は,添え字がなくなっただけで,これまでと同様.量子光学において
よく見られるマスター方程式である【3】.ここでは,aau,alaLという相互作用項(counter-rotating

term)を含むモデルを考えたが,量子光学では通常,それらを含まない回転披近似のモデルを用い

る.その場合でも,マスター方程式は,振動数シフトAeの表式 【AC-A+(a)ala-△~(I?)aaI】を
除いて,(38)と同じである.これまでの議論より明らかなように,I'+(a)の項はエネルギー放出,

Il一(a)の項はエネルギー吸収の項である.

このマスター方程式は,a,aI(x,p)についてたかだか2次である.すなわち,初めに述べたよう

に現象論的立場においてよく用いられる,便宜上Li-air+ibiPと置いたLindblad型マスター方
程式である.逆に言うと,現象論的立場において用いているこの形のLindblad型マスター方程式

の背景には,Hamiltonian(37)というモデルがあると言えよう･ただし,そのモデルは一意的であ

るとは限らない.実際,回転波近似のモデルでもマスター方程式は同形である.

ところで,Hamiltonian(37)は,CaldeiraとLeggettが議論したモデルのひとつの例であるが

【2】,彼らが高温,Markov近似において導出したマスター方程式

孟ps(i)-一鉢,ps(i)ト 等 帥 ,ps(i)】卜 誹 Jp,ps(tn] (40)

は,ここで導いたマスター方程式(38)とは異なる.7)ただし,TはIl(I?)に対応する減衰係数,M

は繰り込まれたHamiltonianがH;で与えられる注目系粒子の質量である･この相違は,想定して

いる状況が異なるからであると理解される【1,11】.ここで想定しているのは,弱い散逸の状況であ

る.実際,注日系の振動数L?はスケールされたTの時間ではn/入2であり,A-0のvanHove極
限においてはT(I?)≪a/入2という,減衰が注日系の時間変動を特徴付ける振動に対して圧倒的
に遅い状況である.これに対してCaldeiraとLeggettの状況は,散逸と系の時間変動とが同程度

な,7-βという状況でなのである 【1,11】.この後者の状況をvanHove極限で扱うには,ここで

用いた通常の弱結合極限とは異なる極限を考えなければならない.Hamlitonianとしては,(2)の

かわりに,

H- 2̂Hs+AV+HB (41)

である【21トこの場合のvanHove極限を取り扱う確率極限近似を確立することは課題である.また,

最初に触れたように,CaldeiraとLeggettのマスター方程式(40)はLindblad型でない【7,10-131.ち

ちろんそのことは,彼らが用いた近似の通用範囲内では問題とはならないが【11],Hamiltonian(41)
の状況のⅧnHove極限によって導かれるマスター方程式がLindblad型であるか否か,Caldeira

とLeggettのマスター方程式(40)が導かれるか否かは,興味あるところである【22】.

本研究を発表する場を与えてくださらた主催者の方々に,また,研究集会において議論してくだ

さった皆様に,感謝致します.本研究は,共同研究者である今福健太郎博士との議論が柱となって

おります.

7)マスター方程式(38)において,a-(p-iMnx)/ノ百万万万 としてみよ.CaldeiraとLeggettのマスター方程式
(40)にはない 抄,b,ps(i)]]とb,(I,ps(i))】の項が存在する.

-1032-



｢第8回 『非平衡系の統計物理』シンポジウム｣

AppendixA:StochasticIJimitApproximationandDelta-Corre-
lation

式 (10)で定義される環境系の演算子Amn(i)の交換関係は

lAmn(i),AL′n,(t')]-4,m叩 ′n,(i-t')ei(W-n~W-'n')(W')/2, (A･1)00
Q-n,-′n,(i)-/芸 F-n",n′(W)e-i{W-'W-n'W-,n,''2't, ㍍np,n′(W)-2打9-n(W)gL,n′(W)

0

(A.2)

である･ここで,Tmn,m′n′(LJ)-Oforw≦0として,
()〇 ()〇

/窒p-n,-′n′(W)L e-i'-o'T'入2-/芸,-n",n′(woI 2̂x)e-ixTO -∞

-:享

dユ:
元 (Tm叩′n′(wo)･入2鵡 n,m′n′(wo)I-)e~ixT

-(,-n,-,n′(wo)十 ^2,Lnp,n′(wo)(i;)十･･･)6(T)
に注意すると,ⅧnHove極限入-0において

妄¢mnJdn′(T/入2)一 ㍍ n",n′((W-n.W-/n′)/2)6(T)

(A･3)

(A･4)

となることが示されるので【18】,したがって,交換関係は

[主A-n(T/入2),去AL′n′(T'/̂2)]-p-n,-′n,(W-n)6W-nwm,n′6(T-T') (A･5)
となる･ただし,ei(W-n-U-,n′)(T'T′)/2人2 - 6umnwm′n′とした･形式的にAmn(T/入2)/A- bmn(T)
と書くと,

lbmn(T),bL,n′(T/)】-Tmn,m′n′(wmn)6wmnwm′n′6(T-T')･

AppendixB:CommutatorsbrNormal-Ordering

bmn(T)とut(T)との交換関係を求めよう.Schr6dinger方程式(14)を積分方程式
T

uI(T)-1一芸/dT′vI(T/)uI(T′)
0

(A･6)

(B･1)

に書き換え,これとbmn(T)との交換関係を考える･
T T

lb-n(T),uI(T)】- 一芸/dT/lb-n(T),VI(T′)]uI'(T/)一芸/dT'vI(T/)lb-n(T),uI(T/)]･ (B･2)
0 0

これは,交換関係 (A.6)を考慮するとlbmn(T),VI(T′)】-0forT≠T′,[bmn(T),uI(7-I)】-0for
T>T′であり,8)

丁~

lb-n'T),uI'T)i-一言封dT'lb-n'T減,n,'T'''DL′n,uI'T) (B･3)

8)積分方程式(B･1)から逐次代入して得られるuI(T)-∑pn=｡(-i/A)Pj;dT1-･j:㍗-1dTpVI(Tl)-VI(,p)との交
換関係を考えよ.
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となる.積分範囲がT一丁′-0をまたいでいないために,被積分関数の交換子を～∂巨一丁′)とで

きないことに注意.これを,vanHove極限をとる前の交換関係(A.1)に戻って改めて評価するこ

とで,

T T/入2
/dT';¢-nJdn′((TIT')/入2)-/dt,Q-n,-′n,(i,)0
0く)

-/d妬 n"′n,'t,'-/ng ･,mn,m′n,(〟′,
0 0

を用いて,

-i

W′-(wmn+LJm′n′)/2-ie
(B･4)

lbmn(T),uI(T)]--∑∑6wmnwm′n′iEmn,m′n,(wmn)DLl,n,uI(T), (B･5)
m/nI

iEmnp,n,'u'-/n芸 ,mn,m,n,(W′)

を得る.ただし,

である.

-i

27T~''…'′'川 ＼一一′LL)/-LJ-ie-去,mn,dn,(W)･i△mn"′n,(W), (B･6)

Ann",n,'W)エア/n芸 ,mn,m,n′(W,)右左
0

die-i(W'-W)i=
-i
LJ/-LJ-1e-1r6(LJ'-W)-iP

1
LJ/-LJ

(B.7)

(B･8)

AppendixC:NegativeSemi-DefinitenessoftheFokker-Planck

MatrixFandThermalization

対角成分に対する方程式(31)を

孟p(T)-Fp(T),Fmn--6mn∑ TAk,mk･FnOm,nmk
(C･1)

と行列表記することにする.Fokker-Planck行列Fは,相似変換により対称化することができ,

p-UFU-1,Umn-6mnePhLJm/2,

Pmn--∂mn∑ TAk,mk+TnOm,nme-Phun-/2-Enm,
k

さらに,この対称行列釦 ま,

p--QIQ

と分解することができる.Qは,例えば,

Pmn-∑Q芸l,mQkl,n, Qkl,n-
k>l
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式(C･4)は,Fokker-Planck行列Fの固有値がゼロ以下であること(F≦0)を示している.これ
は,対角成分が初期条件に依ることなく,Fokker-Planck行列Fの最大固有値0に属する固有ベク

トルuo(Fu0-0)に向かうことを意味する.

p(T)-eFTp(o)-Cuo as T-∞.

Cは規格化定数である.その固有ベクトル叫)は

Qii0-9,ilo-Uuo

より決まって

(uo)n-e-Pawn

であり,対角成分は長時間極限で

pnn(T)-e~Phun/∑ e-Phut as T-∞
J

となる.

(C.6)

(C.7)

(C.8)

(C.9)
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