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発達乱流の統計力学的背景を明らかにするために,2つの条件 (｢確率の規格化｣と｢間欠性指数の値を一定にする｣)

の下に一般化されたエントロピー (Tsallisエントロピー)の極大値を与える分布関数として,局所散逸に対する確

率密度関数を導出した｡そのTsallisエントロピーは,特別な湯合 (Tsallis指数qが1)として,Bolt21mann-Gibbs
エントロピーを含んでいる｡確率密度関数が与えられると,それに対応するマルチフラクタル･スペクトルJ(α)が
分かる｡ここに現れるすべてのパラメータを,間欠性指数〃の実測値によりセルフ･コンシステントに決定するこ

とができる｡得られたf(α)を用いて導出した速度構造関数のスケ-リング指数くmは,実験結果をよく説明するこ
とを示した｡また,解析的な表式を評価すると,m≫ 1のとき,(mに対数項が存在することも明らかにされた｡

Tsallisエントロピーに基づいた本論文の解析によってqの値が0.370と判明し,発達乱流系の背景となる統計は非
示量性統計であることが強く示唆された｡

1 はじめに

論文 1)では,スケーリング関係 2)

1/ (1 - q)- 1/αBmin- 1/αBmax (1)

を用いて,間欠性指数〃の実測値よりpモデル3)に対

応するTsallis指数q4,5)の値を求めた｡ただし,戚ax
とαEinは.pモデルにおけるマルチフラクタル ･ス

ペクトル′(α)のα領域の最大値ならびに最小値であ
る｡さらに,局所的散逸をあらわす確率密度関数に対

してTsallis型分布関数を提案し,(1)を利用して〃の

測定値より決定したTsallis指数の値q-0.237を採

用すると,その分布関数がpモデルの二項分布関数と

よく一致することが分かった 1)｡このことから,発達

乱流系の統計力学的背景にTsallis統計が関与してい

る可能性が予想され,さらにq<1であることが明ら
かになった｡

本論文では,発達乱流の本質を明らかにするため

に論文 1)の結果を踏葬し,その方針をセルフ･コン

システントに発展させる 6)~9)｡すなわち,2つの条

件 (｢確率の規格化｣と ｢αの分散値を一定にする｣)
の下に一般化されたエントロピー (Tsallisエントロ

ピー 4,5))の極大値を与える分布関数を導出し,それ

をもって局所散逸に対する確率密度関数とするのであ

る｡なお.Tsallisエントロピーは,特別な場合として,

Boltzmann-Gibbsエントロピーを含んでいる｡確率密

度関数が与えられると,それに対応するマルチフラク

タル ･スペクトルJ(α)が分かる｡ここに現れるすべ
てのパラメータを,間欠性指数〃の実測値によりセル

フ･コンシステントに決定することができる｡そこに

は,いわゆるフィッティング･パラメータは存在しな

い｡得られた確率密度関数から,発達乱流の基礎とな

る統計は,示量性Boltzmann-Gibbs統計ではなく非

示量性Tsallis統計であることが分かる｡

本論文では,網目の大きさがeoである格子の後方に

発生した等方乱流における速度成分u(たとえば,流

れの速度場u-のC成分)の時系列を解析する｡Taylor

の凍結仮説の下に,

((Su(r))m)咲 ,Em (2)

で定義されるm次の速度相関関数に関するスケーリ

ング指数(mを,マルチフラクタル ･スペクトル′(α)

を利用して求める｡ただし,Su(r)-tu(x+r)-u(C)I
は,距離r離れた2点間の同時刻における速度成分 u

の差を表している｡期待値(-･)は,適切な確率分布関

数による平均である｡その確率分布関数を特定するこ

とが,本論文のひとつの目的である｡得られた確率分

布関数を採用して導出されたスケーリング指数(mは,

すべての実験データを大変よく説明している (Fig.1

参照)｡図には,他の理論で得られたく爪の結果 (K41,

対数正規,βモデル,pモデル,対数poisson)との比

較も示してあるCなお,解析的な表式を評価すると,

m≫ 1のとき,(mに対数項が存在することも分かる.
第2章では, 発達乱流の理論のうち,マルチフラ

クタルによる解析を中心に説明する｡第3章では,n

番目のカスケードにおける乱流運動エネルギーの局所

散逸を記述する分布関数が求められる｡その分布関数

は,先に述べた制限の下でTsallisエントロピーを極

大にするものである｡さらに,得られた分布関数に対

応するマルチフラクタル･スペクトルを決定するセル

フ･コンシステント方程式を導出する｡第4章では,

間欠性指数〃の実測値を採用してセルフ･コンシステ
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ント方程式を解き,スケーリング指数cmを求める｡

実験結果ならびに発達乱流の他の理徐による結果との

比較をする｡さらに,この輪文で示された方法に対す

るいくつかの吟味を行う｡第5章は,議論にあてる｡

2 発達乱流の系

2.1 慣性領域におけるスケーリングの性質

発達乱流の系はNavier-Stokes方程式

∂u-/∂l+(u-･予)u---守(p/p)+〝∇2u- (3)

で記述される｡ただし,p,p,〝=77/pは,それぞれ,

質皇密風 圧力,動粘性率であり,71は静粘性率であ

る｡発達乱流の研究はKolmogorov10)の次元解析か

ら始まった｡そこでは,いかなる物理量も動粘性率と

エネルギー注入 (流出)率Eによって決まると仮定さ

れた｡エネルギー注入領域では〝はきかないのでエネ

ルギー注入率は,E =戒/eoで与えられる｡ただし,u｡

は格子位置での流休の速度成分である｡他方,エネル

ギー散逸領域では〝の振る舞いが主になるので,この

領域で特徴的な渦サイズedはed=(Z,3/e)1/4で決ま

る｡系のレイノズル数f=まR-uoeo/y=(eo/ed)4/3
で与えられる｡

高レイノルズ数R≫1の場合は,広い慣性領域が
存在する｡その領域はeo≫ en≫edの関係を満たす

渦サイズ

en=206n, 6n-I/2n (n-0,1,2,･･･) (4)
で特徴付けられる.nは,カスケード数である.それぞ

れのカスケー ドにおいて,渦は半分の大きさに分割さ

れるものとする｡高レイノルズ数の極限における慣性

領域の統計的本質を明らかにすることが,本論文での

主な興味の対象であるCこの領域ではNavier-Stokes

方程式(3)の第3項が無視できるので,スケール変換

ll):戸=Ar-,u-I- 人α/3u-,t'=入1~α/3l,(p/p)′ =

入2α/3(p/p)に対して不変である.
つぎに慣性領域における直感的な説明をしよう12)C

単位質量あたりの運動エネルギーを

En-I:n'ldkEku6u: (5)

と定義する｡ただし,kn=en-1である｡また,Sun=
6u(en)は,距離が～en離れた2点間の速度差であ

る.サイズenの渦に蓄えられていた乱流の運動エネ

ルギーがサイズen+1の渦に移るのにかかる時間の目
安は,渦の1回転する時間

in=en/dun (6)

で与えられるものとする｡n番目の渦から(n+1)香
目の渦-の単位質量あたりのエネルギー輸送率lenは

･n～En/in～(Sun)3/en (7)

となる12)0

以上のように考えると,r～enの領域にわたって平

均された単位質点あたりのエネルギーの輸送率E,は,

乱流の局所的散逸エネルギーと呼ばれ,そのα依存性

は, 6,-6uE/r∝rα-1 となることが分かる｡サイズ

rの箱を考えると全散逸エネルギーE.は

E,～ E,rdc" a-I+d (8)

となる｡dは空間次元で,今の場合1である｡

2.2 マルチフラクタル的解析

スケール不変性から,サイズr-2"の渦は,それぞ

れスケーリング指数αで特徴付けられる異なったエネ

ルギー輸送率を持つ渦どうLに分類でき,マルチフラ

クタル的な構造を呈すると考えられる｡そこで.乱流

の運動エネルギー輸送率E,がマルチフラクタル的に

分布しているために,発達乱流の系に間欠性の現象が

表れると仮定 11)しよう｡

1次元空間を長さrに分割し,(8)で記述されるE,
をαに関して足し合わせると,それはサイズrに

∑E,q-～r(i-1)D4 (9)
α

と依存することが期待される11)｡ただし,Dq-は一般

化された次元 (Renyi次元)と呼ばれる畳である｡和

を積分 ∑ α=Idctp(α)r-I(α) で置き換える｡ただ

し,p(α)r-JJ(a)はαの値がα～α+daにある領域の

個数である｡また,fd(α)は,αの値がα～α+daに

あるスケーリング指数の集合のマルチフラクタル ･ス

ペクトルである｡密度p(α)のα依存性が弱いと仮定
し,さらにrの小さい極限で最速降下法を用いると,

関係式

f(α)=αq-+T(ql (10)

が導出できる11)Cただし,質量指数

T(q-)-(1Iq-)Dq- (ll)

を導入した｡αは

αニーdT(q-)/dq- (12)
1定常過程におけるエネルギーの保存によりen=Cでなくて
はならない｡これを(7)に代入すると,Sun～(ten)1/3とEn～

宝henl2;nkkn-聖 oe273i-713(;;)㌫ 芸 .Kolmogorovスペクトル:
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で定義される｡一方,q-は

ql=df(α)/dα (13)

で定義される｡(10)は(12)あるいは(13)と併せると･

Legendre変換になっている20

乱流エネルギーの局所的散逸を記述する確率密度関

数PE(er)は

pE'Er'd(er/i)-(去)DoIJd'α'

-6nDo-Jd(α)dα
i,ln(r/eo)

a(i,/E)

-expilDo-fd(α)】lnSn)dct (14)

で与えられる11)｡ただし,

E,/<=(r/eo)α~1 (15)

である｡また,間欠性指数〃は

FL=1-D2=1+T(2) (16)

で与えられる11)0

3 発達乱流の本質となる統計の探索

3.1 TSallisエントロピーを最大にする分布関数

n番目のカスケードにおける局所散逸を記述する確率

密度関数

尊 l)(α)=[Iil)(α)1m (17)

を決定しよう｡カスケードの各ステップが互いに独立

であると仮定する｡Pil)(α)を決定するためにTsallis
エントロピ-:

sq【p(α)】-(1-q)-1(/daP(α)q-1)(18)
の極値を取るCその際

dαP(α)-1 (19)

qq-((α-αo)2)q
2

(/dαP(α)q(α-αo･2)//GαP(a)q(20)
の制限を加える.qぅ 1の極限で,Tsallis統計は

Boltzmann-Gibbs統計となる｡以上の手続きにより,

piI)(α)da

=Zq-i 一β
∩

■ー■nu
けT
lhHl
U

l
r

L

-zq-1[1-(1-q)P

CL40.
ら

2円

uOααhH■川U

(α- αo)2

zql-q

1/(1-q)
dα

1/(i-q)
dα (21)

2本論文では,Tsallis指数qと混同しないよう文字q-を用いて
いる｡

という確率関数が得られる｡ただし,βはLagrange
定数であり,

β=ell+(1-q)βqq2/Zql-q｢2 (22)

dl
IZ lβtHrhH一-VIIt

r:R
Uα,α
ーノ

2

Ol
b2EHLHu0ααnHJJU
I/(1-q)

zq-/da(1-(1-q,Pb#〉1′(1-q'
である｡ここで

/dalPil'(a)]q- zql-q
と

zql-q=Zql-qll+(1-q)βqq2/Zq1-q]~l
を用いると,

β/zq2(1~q)=β/Zq2(I-q)

の関係が得られる｡

エントロピーは,

Sq-(Zql~q-1)/(1-q)

で与えられ,Lagrange定数βは

∂sq/∂qq2-♂

により与えられる｡関係

bql~q-Zql-q-(1-q)βqq2
zq1-q
[1-2(1-q)βUS/Zql~q]

【1- (1-q)βqq2 / zql-q 12

を用いて

Fq-- (Zql-q - 1)/e (i- q)

とすると

Fq-0.q2-♂-1sq
の関係が得られる｡ただし,

qq2-∂(βFq)/∂β,

Sq=-∂Fq/∂β~1

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

である｡これらの関係により通常の (示量性)熱力学

と同様のLegendre変換が得られる｡q1 1の極限で,

これらの関係はBolt2mann-Gibbs統計や熱力学のも

のと一致する｡
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3.2 Tsallis統計に基づくセルフ･コンシステントな解析

乱流の局所散逸を記述する確率密度関数が

pin)(α)dα

-(zin,)-1[1-(1-g,# r/'1-qiα(35,

で与えられるものと仮定する｡ただし,ZP =zqn,
2X/ln2=Zq1-q/p (36)

と置いた｡この分布関数に対応するマルチフラクタル･

スペクトルは,(14)式より

fT(α)=Do

･(ト q)-1.og2[1-(1-q)S # ](37,

となる｡カスケードの各ステップが独立であると仮定

したので,マルチフラクタル･スペクトルはカスケード

の数nによらない｡3つのパラメータαO,X,Tsallis

指数qは間欠性指数ILが与えられると決まる｡

q-とαの関係は (13)で与えられる.これを解き,

q一 1で有限となる解を選ぶと.

･守一α0-(1-J5)/q-(1-q).n2 (38)
が得られる｡ただし,

D=1+2q-2(1-q)Xln2 (39)

である｡これより,αmax=α(q-=-∞)とαmin-
α(q-=+∞)は

と求まる｡また･積分領域も記したqq2の正確な衷式は

qq2-Z-q-'1-q'/:n::Ida(a-αo)2[pil'(a)]q(41,
である｡

(37)と(38)を用いると(10)によりd=1に対して,

T(ql-(1-qL)D官=-αq-q-+fT(αq-) (42)

が得られる｡ただし,

fT(αq-)-1

+(I-q)-1log2
(I-∨唇)2

2q12(1-q)Xln2
(43)

である｡マルチフラクタル集合のフラクタル次元に対

してfT(α0)-Do-1とした｡q≠1の場合,Iqlう∞
に対して,

fT(aq-)→ 1.(llq)-1[log2lql

･log2Vk-(1二~i)in虫.0(1/q-)](44)

が得られる｡このことはIqlが大きい場合r(q-)に対数
項が表れることを示している｡

3つのパラメータαO,X,qを決定するためには3
つの独立な方程式が必要である｡

1.(42)にqL=1を代入して第1の関係式

丁(り-0 (45)

が得られる｡

2.(42)にq-=2を代入し(16)を用いると,3つの
パラメータを用いて〃を与える第2の関係式

〃=1+丁(2) (46)

が得られる｡

3.fT(α)=0の解

α土=α｡土∨扇万 (47)

を

1/(1-q)-1/α_I1/α+ (48)

に代入して第3の関係式が得られる｡ただし,b=

(I-21(1-q))/[(1-q)ln2]kq^Lだ.

(48)は,マルチフラクタル ･スペクトル/(α)が負の
値を持っ場合も含めて(1)を一般化したものである｡

間欠性指数〟の値が分かれば,上記の3つの方程式に

より3つのパラメータαO,X,qが決まる｡

第3の関係式(48)を解くと

-1正 司 α3+(1-g)2-(1-q)]/V6(49)
あるいは

αo= 2bX+2(1-q)摘 万 (50)

が得られる｡

4 結果

実験値IL=0.235ll)を採用するとq=0.370,α｡=
1.14,X=0.2806･7)が得られるOこのときα+-αO-

αO-α--0.673,αmax-αO-αO-αmin-1.133,
qlα-)=-q-(α十)=3･72･qq2-0･307･♂≡ 1171,
β= l･47,Bq= 1･48(Zql~q= 1･28),Zq= 1･31

(Zql~q=1･19)であるo
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4.1 スケーリング指数

速度構造関数のスケーリング指数(mは,

㍍ =1一丁(m/3)=(m/3-1)8m/3+1 (51)

で表される11)0〟=0.235の場合の結果を,実験結

果 13･14)や他の理論計算結果とともにFig.1に載せ

てある｡対象となる他の理論は以下のとおりである｡

10 20 30

m

Figure1:速度構造関数のスケーリング指数cm｡実
線は〃=0.235を採用した場合の本論文の結果｡黒塗
り三角形はAnselmetetoL.(1984)による実験結果｡
凶角と丸はMeneveauandSreenivasan(1991)による
実験結果｡点鰍まK41,破線はβモデル(ββ=2.8),
一点鎖線はpモデル (〟-0･235),短い破鰍 ま対数
poissonモデル,2点鎖線は対数正規(p=0.235)モデ
ルの結果である｡

1.K4110)

(m-m/3･ (52)

2.対数正規 15)-17)

(m=-〃m【m+3(〟+2)ル】/18. (53)

3.βモデル 12)

(m-(1-〟)m/3+〟. (54)

4.pモデル3･11)

(--1-log,lpm/3･(1" )m/3]･ (55)
ただし,

p-(1+ヽ序こ司 /2 (56)

である｡m≫ 1の場合,

<-→-撃 -
となることが分かる｡

(57)

5.対数Poisson18･19)

㍍-m/9+2(ト (2/3)m′3)･ (58)

本論文によって得られた解析的表式 (51)は,実験結

果をよく説明している｡

m一 ∞ でのcmの漸近形には,(44)の対数項が現

れる｡つまり,

(--αminm/3.(I-q)~1【log｡m

･log2(vrkfi~二両 5/3).0(1/m)](59)
である｡スケーリング指数 (59)の漸近形に対数項が

存在することは,Tsallis統計を特徴づける注目すべき

性質である30

●■■'､.
/
f8(α)

1 2
α

Figure2:〟=0.235を採用した場合のTsallis統計
に基づくマルチフラクタル ･スペクトルfT(α)と乗
法的二項過程に基づくマルチフラクタル ･スペクトル

fB(a)

4.2 マルチフラクタル･スペクトル

本論文によって得られたマルチフラクタル･スペクトル

fT(α)をFig.2に示しておく｡この図でもFL-0.235

を採用した｡fT(α)に対してαの領域は【αmin,αmax】

である｡α>α+,α<α_に対してfT(α)<06)で

あることに注意されたい｡マルチフラクタル ･スペク

トルがアニール平均に対応する場合は負になることが

知られている21)CfT(α)はTsallisエントロピーの極

3本論文を事き上げたあとに,Hosokawaにより導入された一般
化されたCantor集合に基づいた解析においても,対数項が現れ
る20)ことを知った｡Tsallisエントロピーを基礎にした統計力学
的手法で,一般化されたCantor集合の物理的意味を探るのは興味
深い閲歴であろう｡
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値を与える分布関数 βで(α)から求めたので,本姶文

の解析で得られたマルチフラクタル･スペクトルはア

ニール平均に対応したものであろう｡なお,分布関数

埠l)(α)は飯域【｡min,｡max】において正である｡
pモデルによるマルチフラクタル･スペクトルfB(α)

もFig.2に示す｡その解析的表式22)は

fB(α)-log2AαB

-[(α芝ax-α)log2(αBmax-α)

+(α一成in)log2(α一成in)]/AαB (60)

である｡ただし,Aα=α芝ax-α芝in,α芝i｡=-log2P,

αEaK=-log2(llP)である｡αBminとctBmxは,それ

ぞれfB(α)に対するαの最小値,最大値である｡そ

れはまた,fB(α)-0の解でもある｡(56)によれば,

pはFLから導出されることが分かる｡二項過程に基づ

くマルチフラクタル ･スペクトルはクエンチ平均に対

応している21)｡

4.3 q一 1の場合

有限のnに対してq一 1の極限でPir)(α)はGauss型
分布関数となることが分かる｡各パラメータの間には,

α3-2X,X-FL, (61)

qq2=1=1/2β=FL/ln2 (62)

の関係が成立する｡(62)の最初の等号は,等分配則を

示している｡これらの関係式は,q一 ト でfT(α)の

表式を用いて得られる結果と矛盾しない｡つまり,こ

のとき,αo= X=2,FL=1+'(2)-2,♂-β-
1n2=0.693を得る｡これより

fT(α)ニ ーα(α14)/4,T(q-)=(1-q-)2 (63)

となる｡q-1のときGauss型分布を与える訳だが,

対数正規モデル 11)とは異なる｡〃の値から判断して,

発達乱流に対してq=1の場合は実現しないと結論づ

けることができよう｡

4.4 q>1での解について

スケーリング関係 (48)をq>1の場合に拡張するた
めに

1/ll-ql=1/α-I1/α+ (64)

と一般化するC

セルフ･コンシステント方程式(45),(46),(64)が

q>1で解を持ち,その値がq=1.52,αo=1.10,
X =0.202であることは興味深い｡この場合,q-の
値は

Iq-l≦q-end-【2(q-1)Xln2｢l/2 (65)

5 10
m

Figure3:実線はFL-0.235を採用した場合のq>1
に対する速度構造化関数のスケーリング指数Gl｡細

い実鰍まq<1に対するFig.1と同じもの｡黒塗り三
角形はAnselmetetal.(1984)による実験結丸

に制限される｡この領域外では.(39)で与えられるD

は負となる｡端点q-- 土q-endでは

lαiq-"a-α｡l-ノ2X/(q-1)ln2 (66)

fT(αi=q-end)-1-(q-1)~1 (67)

が得られる｡

q>1の場合のスケーリング指数cmをFig.3に実

線で示した｡q-endに対応してmに上限がある｡すな

わち,q>1では,cmはm≦3q-end=7.86のときに

のみ意味を持つ｡なお,q>1(実線)とq<1(細い
実線)の場合,ともに実験で得られた同じ〝の値を用

いているので,それぞれの(mの値はm-6で一致し

ている｡

本論文の手法を用いるとq>1に対してもセルフ･

コンシステントな解が存在するが,その物理的意味は

まだ明らかでない｡しかし,q>1とq<1の場合の
二重性を調べる際に,何らかの指針を与えることが期

待される｡

5 考察

｢確率わ規格化｣と ｢スケーリング指数αの分散の値

を一定にする｣という2つの条件の下にTsallisエン

トロピーの極大値を与える分布関数を導出し,それを

局所的散逸に対する確率密度関数pr(α)とした｡これ

は測定された間欠性指数〃と関係付けられる｡Tsallis

エントロピーに基づいた本独文の解析によってqの値

が0.370と判明し,発達乱流系の背景となる統計は示
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皇性統計ではなくて非示量性統計であることが分かっ

た｡統計的に独立な系A,βに対して成立するTsallis

エントロピーSqの示す擬加汝的性質 5):

Sq(A+B)=Sq(A)+Sq(B)
+(1-q)Sq(A)Sq(B) (68)

は,過剰乱流エントロピーと何らかの関連があるかも

知れない｡その関連が明らかになれば,より深く乱流

を理解することができるであろう｡また,スケーリン

グ指数の漸近形に対数項が存在することはTsallis統

計を特徴づける注目すべき性質である｡その実験的検

証は本独文の手法の妥当性の確認ともなる｡本姶文の

解析が,非示量性という奇妙な性質を持つTsallis統

計の本質的な理解-導くことを期待する｡ひいてはそ

れが,乱流の間欠性という古くてしかも今なお新鮮な

難問の理解-と繋がることを願いたい｡

ここで提案したマルチフラクタル ･スペクトルを参

考にすると,Tsallis統計の背後にある動力学的性質が

見出せるであろう｡それは,NavieトStokes方程式に

基づいた動力学的解析 23)~25)との関係を付ける足が

かりになるものと期待される｡

本論文の手法によってスキューネスの問題を扱うこ

とは,興味深い今後の問題である｡その際,Beck26)

やHosokawa27)が提案した方法との比較が必要とな

るであろう｡これらについては,また改めて報告する｡
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