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水の中を重力で落ちる粒子の挙動を21世紀の科学は完全に予言できるか､あるいはこ

んな古典的な現象でも現代の科学は完全に解明できていないのか?この現象を重力だけで

水を無視して考えると､粒子は加速運動することが分かる｡しかし実際には粒子はある程

度の速度でほとんど一定に落下する｡ 速度に比例するような水の抵抗力を考えればこの

振舞は定性的に記述できる｡ しかし更に現実には､この抵抗力がまわりの粒子全ての影響

を持つため､多粒子系ではその挙動は複雑である｡｢流体を直接数値計算してしまえ｣と

いう立場もあるが､ここでは流体の粘性が支配的な状況であるStokes近似に徹底的にこ

だわ り､それ以上の人工的な､あるいは仮想的な近似を排し出来るだけ妥協せずにその

性質を実感したい｡その正確な数理的な情報を得るために数値計算を使おう､というのが

本論文の立場だ｡物理のカリキュラムの中で ｢流体力学｣は大きく取り上げられないし､

microhydrodynamicsと呼ばれる粘性流体中の多体問題は通常触れられない｡専門の異なる

研究者にこの microhydrodynamicsの面白さと難しさも併せて紹介したい｡この論文は半

分は(独断や偏見に満ちた)レビューで､半分は最近の私の仕事の紹介である｡ ここで紹介

する計算手法は流体力学に限らず一般の多体問題に応用可能であると期待し､｢多体問題

の数値解析｣という広いframeworkを示唆する.Stokes流れの多粒子問題に興味の無い方

もこの手法の応用を少し考えて､もし使えそうなら是非チャレンジして欲しい｡ここでは

もっとも単純な､つまり高級な技巧を使っていない計算道具を議論しているだけで､Stokes

流れの多粒子問題に対してすら面白い物理現象への応用は示していない｡本来私自身がこ

の道具を使って物理を取り出し尽くした後に ｢どうだ､まいったか｣という論文を書くべ

きなのだが､逆に読者にチャレンジするspaceが残っている､と挑発しておく｡

･l本稿は､編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である｡

･2E-mail:ichiki@mailaps･org
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ことわり

これは ｢物性研究者のための計算手法入門｣というシリーズの一編である｡シリーズ開始に当たる ｢物性

研究｣74-1(2000-I)p.1｢はじめに｣という文章に､｢モデルを作る段階だけでなく､これまで軽視されて

きた実装時の know-howを供することが (少くとも)一つの目的である｣(意訳)とある｡この論文では一歩

踏み込んで､モデル作成 (物理的思考)とモデル実装●3(数値的試行)の結合によって見えて来る何かを､こ

こで議論するStokes流れの多粒子系の流体力学 (microhydrodynamics)に対 して示したい｡その意味から､

｢microhydrodynamicsの物理｣と ｢microhydrodynamics計算手法｣を同程度にまとめようと思う｡つまり｢計

算手法入門｣シリーズであるが､問題の物理的側面を意識的に議論することを最初に断っておく｡さらに最後

では特定の問題によらない一般的なframeworkとしての ｢計算手法｣を展望したいO

それから言い訳に近い ｢ことわり｣を一言述べるo以下で私は随分と偉そうに書いているが､実はそれらは

偉い先生による正しい事柄の系統的な教育によって獲得されたものではなく､私が勝手に自分の必要に応じて

独学で寄せ集めた知識であり､的はずれな点や素人的な詰めの甘い部分が多くLあると思う●4｡こういう視野の

狭い認識や間違っているかもしれない事柄も､しかし敢えてあからさまに書こうと思う｡識者の方々(に限ら

ず､読者のみなさま)のコメントを切に期待します｡

この論文の構成は以下の通りである｡まず l節で背景とこれまでの研究を､主に理論に重点をおいて概観

する｡2節ではこれまでの数値計算の研究を概観する｡3節で私の最近の数値計算に関する研究を紹介する｡

4節で未解決の問題と今後の課題を述べ､5節でまとめる｡

l microhydrodynamics

最初にこの論文で議論する ｢microhydrodynamics｣とい う用語を定義する｡ここでは多粒子系

を議論する｡ その粒子は分散媒質を連続体､つま り流体 として扱 える程 に大 きく､その粒子 を

取 り囲む流体 の影響が効かないほど大 きくはない､つ まり流体抵抗が重要である程度 に小 さい

とする｡ 粘性が支配的な状況での流体 に分散 した suspensionと呼ばれる多粒子系の流体力学 を

microhydrodynamicsと呼ぶ｡これは応用数学や ChemicalEngineeringの分野で活発 に研究 され

ている｡ この分野の研究には既 に幾つかの成書 も存在する. 私の知っている範囲では HColloidal

DispersionsM[80】や､そのものずば り…Microhydrodynamics"[50]がある｡前者は理論 と実験 に詳

しく､後者は数値解析に詳 しい｡

私の個人的な microhydrodynamicsへの入口は､流動層 (nuidizedbeds)であったO流動層は､粉

体 とよばれる砂粒 くらいの粒子 を容器に入れ､容器の底から空気や水などの流体 を上向 きに流 し

込むことで流動化 した層のことである｡大学院に上がった時に､この流動層の粒子スケールでの振

舞 を研究することになった｡普通の意味で流動層は suspensionと言 うには粒子のサイズが大 きく､

'3｢実装(implementation)｣という日本語はjargonではないか､との指摘があった｡programmingやalgorithmの日本

語の書籍には広く使われている｡本論文では､｢概念(algorithm)を具体的な形(program)にする｣という程度の意味
に用いる｡｢机上の空論｣という言葉があるが､｢実装｣は大事だ｡

■4 物理屋は基本的に素人であるという言い訳を､あくまで言い訳として準備している｡こういうと大変語弊があるが､

言いたいのは ｢何でもいいから分からない問題を持って来て見ろ､解いてやるから｣という気分が物理屋さんには少

からずあるような気がする｡その尻馬に乗ってしまえ､ということ0
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流れを特徴付けるReynolds数も一般的に小さくない｡そこでまず粘性が支配的な状況で理解出来

ると思われる流動化が始まる辺 りの挙動を考えはじめた｡粒子は詰まっているがすき間は空いてい

て､その間を流体が流れる｡ 流速がある値に達すると､詰まった粒子が流体で吹き上げられて流動

化することは誰でも分かる｡ 定量的にこの振舞を理解するには､詰まった粒子の間を流れる流体の

動きと､それが粒子に及ぼす影響を特定すれば終 りだと思った｡球のまわりの流体の流れという基

本的な問題は流体力学の教科書をみれば絶対載っていると当時は思った｡しかしこの考え方は当然

甘かった｡おかげで今になってもまだ ドロドロと研究 している訳だ｡

以下では一般の物性物理研究者には馴染みが薄いであろうmicrohydrodynamicsについて､その

位置付けとこれまで行われた研究を概観する｡

1.1 位置付け

1.1.1 流体力学

流体は圧縮性の有無で ｢圧縮流体｣と ｢非圧縮流体｣に分けられる｡ 非圧縮流体はNavieトStokes

方程式で記述できる*5｡NavieトStokes方程式は非線形なため､一般に解析には様々な困難がある｡

しかしそれゆえNavieトStokes方程式は多 くの面白い現象をはらみ､数多 くの研究を生んでいる｡

別の分類として粘性の有無で ｢粘性流体｣と｢完全流体 (perfect触id)=非粘性流体 (inviscidfluid)=

理想流体 (idealfluid)Jが分けられる｡ 完全流体は渦度が保存されるため､更に渦の有無により ｢渦

運動｣と ｢渦無 し運動｣に分けられる｡ 完全流体に関しては ｢流体力学｣と名の付 く教科書にはもれ

なく記述がある｡ しかし完全流体にはいわゆるd'Alembertのパラドクスがある｡ つまり､完全流

体の中を等速運動する物体には抵抗が働かないのである｡したがって流体抵抗が重要な我々の目的

には使いものにならない｡流れを特徴付ける無次元量 Reynolds数が無限大の状況がこの完全流体

に対応する｡逆の極限､つまりReynolds数がゼロの状況がこれから議論するmicrohydrodynamics

の舞台であるStokes近似である｡そこでは粘性が支配的であり､またNavieトStokes方程式は線

形化される｡ 完全流体とは対照的に､Stokes流れの教科書レベルの記述は非常に限られている｡

以下で議論するのはStokes近似､つまりmicrohydrodynamicsであるが､最後の4.2節では一般

的な文脈で議論を行う｡そこでは具体的な系として vortexdynamicsとbubblyliquidsを簡単に紹

介する｡ 前者は ｢完全流体の渦運動｣､後者は ｢完全流体の渦無し運動｣に近い領域である｡

1.1.2 流体力学と統計力学

今から約 100年前の20世紀初頭 Einsteinが行った流体力学と統計力学の境界領域での研究 (と

いうより､続計力学誕生前後の流体力学からのアプローチ)はmicrohydrodynamicsの先駆的な研

究と言える｡ ブラウン粒子､つまり媒質である水などの流体分子よりも大 きな粒子の運動に対 し

'5この言説は私が流体力学の非専門家だから言える｡細心の注意を払うならば ｢非圧縮 Newton流体の支配方程式は

(非圧縮)NavieトStokes方程式である｣とすべきとの助言を頂いた0
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て､その拡散係数 β と抵抗係数γに関するいわゆるEinsteinの関係と呼ばれるものを示した｡

D=竺
γ

( 1)

ここでkはBoltzmann定数､Tは流体の温度である｡ この式は揺動散逸定理の最初に示された一

番簡単な表式である｡つまり温度 Tの分散媒質である流体がBrown粒子に及ぼす乱雑な寄与であ

る熱揺ぎと､同じ流体の系統的な寄与である抵抗力を結ぶ関係である｡ 後者､つまり流体の抵抗力

がここで議論する物理量そのものであり､microhydrodynamicsは統計力学と流体力学の間にある

学問と言える｡

実はEinsteinのmicrohydrodynamicsへの寄与はこれだけにとどまらず､suspensionのrheology

に関する先駆的な仕事も同時に行われていたことは注目に値する｡ これに関しては 1.2.6節で議論

する｡

1.1.3 流体力学の中の microhydrodynamics

先にmicrohydrodynamicsを統計力学との関連を見た｡そこでは媒質である流体は媒体である粒

子にランダムな力と系統的な力を及ぼすことをみた｡以下で我々が議論 していくのは､このうち流

体の系統的な寄与である抵抗である｡

現在 microhydrodynamicsを勉強しようとした時､その主な内容は残念ながら教科書の類には無

く､直接論文にあたる必要がある*6｡粘性流体､特にStokes近似についても伝統的な教科書では

Stokes抵抗に簡単に触れてある程度である. しかし世界的に見ると状況は一変する.Oseenの本+7

は見た事がないが､Lambの辞典のような本 [61】には詳 しい記述があり､特に球面調和関数によ

るStokes流れの一般解は最近まで広 く使われている.Ladyzhenskayaの数学的な本 [60]もstokes

流れに大部を割いており､その積分方程式の定式化は重要だ｡ある意味でmicrohydrodynamicsの

生みの親とも言えるBatchelorの本 [4]は粘性流を大きく取 り上げており､流体力学の教科書とし

て斬新であった｡Stokes流れの当時の集大成的なHappel&Brennerの本 【341もある｡ 最近でも

LadyzhenskayaのStokes流れの部分の現代版と言えるPozrikidisの本 【78】や､Happel&Brenner

の現代版というべきKim&Ka汀ilaの本 【50]も出ている｡

振 り返って日本では近年この分野の研究者が少い事もあってか､完全に取 り残されているよう

に感 じる｡まるで ｢Stokes流れは古い｣という標語でもあるかのような状況だ｡しかし昔は日本

の研究者はこの分野で頑張っていたようである｡実際に以下で紹介するHasimoto(1959)[35】や

Je取ey&Onishi(1984)[46】は現在でも頻繁に引用されている重要な仕事である*8｡またHasimoto

&Sano(1980)[36]のレビューにはこの分野の日本の研究者の活躍を読みとることが出来る｡ 教科

書においても今井功 ｢流体力学 (前編)｣【102】は､そのはしがさに ｢粘性流体力学の基礎的な部分｣

'6このことは非常に大事だ.｢教科書｣というformatはその記述に対する懐疑を薄めてしまい､そこに存在する本当の

問題を認識できないという弊害を持つ｡本論文は出来るだけ読者が疑問をはさむ余地を意識的に残したつもりだ｡

+7C･W･oseen(1927)､Hydrodynamik.Leipzig:Akad･Verlag.

■8 ｢引用される仕事がよい仕事である｣というstatementが真かどうかは自明ではないが｡
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を書 く事が念願であったとある通 り､その最後の第9章 ｢おそい流れ｣はユニークである｡そこで

は本論文で扱うstokes近似にとどまらず Oseen近似 も含めた粘性流体の統一的な記述 (また完全

流体の理論とも統一的な記述)が展開され､私の視野の狭さを痛感させられる｡当初二冊構成の前

編であったためか､かえってこの第 9章が際だって見える｡ 日本物理学会 50周年を記念 して書か

れた ｢ある流体物理屋の軌跡｣【103]にも､非乱流の流体力学.における活発な研究が読める｡ 現在

の状況を想像すると､今の偉い人はその昔の若い人であって､昔の偉い人とは違う仕事をしようと

した､その結果なのかもしれない*9｡ ならば今手薄になっているStokes流れやその周辺に､今の若

い人は踏み出してもよいのではないか(いや､踏み出すべきだ)0

1.2 これまでの研究

Stokesらが流体力学を作った後に､先に見たようにEinsteinが20世紀初頭にmicrohydrodynam-

icsの先駆的な仕事を行ったことを見た｡当然その後多 くの研究が行われ､結果は蓄積されていっ

た｡例えばHappel&Brenner【341を見るとその蓄積された多 くの結果が伺える｡以下の概観で分

かるように､70年代にBatchelorがこの状況を一旦まとめあげ､現在のmicrohydrodynamicsの基

礎を作ったと言える*10｡その後も更に知識は蓄積されている｡ 言ってみれば今はpost-Batchelorの

時代と言える｡

ここでは microhydrodynamicsの理論的な研究を､私の知っている仕事に限って簡単に概論 して

おく｡ これは全 く不十分だが無いよりはましだろう｡ただしこの論文は外国語で書かれた教科書の

翻訳ではないので人の論文に書いてあることを翻訳 したりせず､基本的に私なりの文献の紹介にと

どめる｡ 不用意に孫引きせず､興味ある文献には是非直接あたって頂きたい'11.私が実際にcopy

を持っていて少 くとも目を通 した文献は最後の参考文献に挙げ､持っていないため直接内容は確認

できないが重要かも知れない文献は脚注にreferenceを記 した｡また出来る限り論文のタイトルも

付 した｡

1.2.1 問題の特定

非圧縮流体の支配方程式はNavieトStokes方程式である0

ptatu+(u･V)u)=-vp+FLV2u, V･u=o

ここで uは流体の速度､pは密度､pは圧力である.無次元化すると以下のようになる｡

Reta,･如 (a･や)可ニーやp･や2h

(2)

(3)

'9この点に関して識者の方から ｢日本の研究者は 1980年前後のcomputerによる数値解析の波に乗ることを潔しとし

なかった(粘性流の研究は解析計算にこだわった)という背景もある｣と伺った｡

'10G･K･Batchelor氏は2000年春に亡くなられた.彼に関しては､例えばH.E.Huppertl381を参照｡

●11私自身もあまり人に言えた義理ではない｡特に流体の研究は過去をたどると切りが無いという側面はある｡
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ここでReは Reynolds数と呼ばれる無次元量で､特徴的長さL,､特徴的速さU､流体の動粘性率

γ=〃/βを用いて次のように定義される｡

Re=望 (4)
γ

NavieトStokes方程式の厄介だが面白い部分は左辺の慣性項に含 まれる移流項の非線形性である｡

乱流の研究はこの非線形項による複雑 さの研究 と言ってよい｡

遅 く(U- 0)､小 さく(i- 0)､高粘性 (V- ∞)の極限ではRe- 0となる｡microhydrodynamics

の microとはこの ｢小 さい｣ことに由来する｡この時 NavieトStokes方程式 (2)は次のようになる｡

o=-vp+FLV2u, V･u=o (5)

この極限が満たされる近似 を Stokes近似 と呼ぶ*12｡この近似では NavieトStokes方程式の面白さ

が根 こそ ぎ無いので､乱流に興味を持つ研究者は興味がないだろう｡ 見ると分かるように方程式

は線形であ り､ほとんどLaplace問題である｡ ここで再び先程の問いをあえて繰 り返す;本当に

Stokes流れは古 くて面白くないのか?この問いへの答え､つまりmicrohydrodynamicsが自明では

ない一つの例 としてカオスとの関連を紹介する.Stokes流れの多粒子問題がカオスを示すことは

これまで暗黙のうちに認識 されてはいたが､最近 JdnosietaI.(1997)【42]により明確 に示 されて

いる｡

私が流体力学の非専門家である長所を活か して､以下ではこのStokes近似を出発点にして議論を

行 うことにするO つまり(5)式で表される問題の数理を研究するという立場にたち､Navi占トStokes

方程式の近似 としての Stokes流れという立場はこの論文では棚上げする｡この私の手に負えない棚

上げした問題は ｢議論の余地｣としてここに列挙するにとどめる｡Reynolds数が小さいというStokes近似の

条件は見ている現象の空間スケールL,が相対的に小さいことに対応する｡しかしこの近似で大きな､例えば

以下で議論するような無限空間の流れを議論していいのか､という疑問は存在する｡実際2次元ではpoint

forceの寄与が 1/rではなくlogrとなり､広い空間にそのまま適用できない(Stokesのパラドクス)0Reynolds

数をsmallparameterとしてNavieトStokes方程式を展開する試みは､比較的低次で破綻することが知られて

いる 1̀3｡NavieトStokes方程式の慣性項のうち時間微分項を残す場合は､線形性から時間をFourier変換し

て形式上はLaplace問題からHelmholtz問題に移るように対応できる｡残る移流項を遠方の流れで線形化す

るOseen近似も昔から議論されている｡このStokes近似のNavieトStokes方程式との関係のilトposednessが

Stokes近似の解析の様々な困難に関係するかもしれないという疑問は､少くとも以下での議論では妃憂であ

る｡例えば沈降速度やBrowniandynamicsの発散の問題は､このilトposednessとは無関係であった｡

線形の問題ではpointforceが作る解はGreen関数とよばれ､解析上極めて重要である [105,106]｡

つまり線形性からpointfbrceの重ね合わせで任意の解が構成できる｡ 今の場合速度場の Green関

数は Oseenテンソル J､あるいは Stokesletと呼ばれる0

Jt･).(,)-;(6L･j･?) (6)

●12stokes近似を､(5)式第-式左辺にβ∂′〟を残したものに､つまり非定常に対して使う慣習もある(例えば今井功 ｢流

体力学 (前編)｣【102]の $68)｡しかしここでは本文の意味で用いるO

●13例えば佐野理 ｢連続体の力学｣【1041のp.151を参照｡
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ここで 6ijはKroneckerのdeltaである｡本論文ではスカラーはroman体 (p)､ベクトルはbold体

(〟)､テンソルはsansserif体 (J)で､ベクトルやテンソルのCartesian表示の要素はroman体に下

付き添字で指数を付けて(Jij)表す'14｡そこで繰り返された指数に対してはEinsteinの規約を適用

する｡ つまり繰 り返された指数に対して和を取る｡原点にある強さJのpointforceが場所 rに作

る速度場はこの Oseenテンソルを使って以下のように書ける｡

ui(r,-hJij(T,fj (7,

注目して欲 しいのは 1/rの依存性を持つこと､つまりある場所の pointforceが作る速度への影

響は長距離に及ぶ｡この 1/rの依存性はLaplace問題との類似性による｡また重力多体系や電子

系との類似性を示唆する｡有名な､そして Stokes近似の非専門家にも知られているStokes抵抗

F=67TIJaUは､無限に広がった粘性率IJの流体の中に孤立した半径 aの剛体球形粒子が速度 Uで

動 く時に流体に及ぼす抵抗力である｡この抵抗力は粒子表面での力密度を積分したものに他なら

ず､それらの力はそれぞれ 1/rの強さで周 りの流体を乱 している｡ 他の粒子が周 りにある状況で

stokes抵抗を何の抵抗も無 く使ってはいけない*15｡

1.2.2 粒子間相互作用

11体問題 以上から流体の中にある物体は強く相互作用していることが分かった｡次はこの相互

作用を具体的に特定 したくなる｡こんなに明確な問題設定はない｡1体問題であるStokes抵抗が

分かったのははるか昔であり､誰もが前々世紀 (とは 19世紀)にどんどん解かれたのではないかと

想像するだろう｡しかし状況はそのように甘くはなかった｡

解の一意性から､一旦見付かればその解の出自は問われない｡1体問題が厳密に解けたのは､実

は問題が高い対称性を持っていたため極めて簡単な表式で解が書けたおかげである｡ 実際 1つの粒

子が作る速度場は(6)式のOseenテンソルの粒子中心での多重極展開の0次と2次の トレースの線

形結合で尽きている｡

u(T,-;[(1･fv2)J](T,･U (8,

ここで表記に関して注意しておく｡Green関数は一般に(相対)空間に依存し､多重極展開ではその

Green関数の空間微分の微分係数が瀕出する｡ 微分する変数 (例えばr)とその微分係数を見積 もる

場所 (例えば∫)の間の混同を避けるため､本論文では以下のような表記を一貫して用いる｡

･,fJ】(∫,:-孟J(∫) (9)

(8)式は実際にIrl=αで〟=打を与える｡残念ながら2体問題やそれ以上の多体問題にはこのよう

な偶然はなく､多重極展開で頑張っても無限級数になる｡ これはその相互作用が本来粒子の表面全

.143節ではベクトルをモーメントテンソルに一般化するが､その際モーメントは管 のような筆記体､モーメントとモー

メントを関係付ける行列はルーのような筆記体を用いる｡

◆15第ゼロ近似として当たりをつけるには悪くない｡しかしそこに多体効果として有効粘性みたいな触ingparameterを

安易に導入することは､正当化が議論できない限りは行うべきではない｡
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体に対する境界値問題の解であることに由来する｡ したがって支配方程式は線形であるが､2体問

題は単純な 1体問題の重ね合わせではない｡

■2体問題 2粒子問題の歴史を簡単に振 り返る｡2粒子の問題を解析的に解 く方法は各粒子の中

心での極座標 (bi-polarcoordinates､双極座標)を使う方法と､2粒子が接触する極限での漸近形を

議論するlubricationtheory(例えば､0'Neill(1969)[74])があるり6.剛体粒子の運動の自由度に

は､並進運動と回転運動がある｡並進運動に関して､2粒子の中心間ベクトル(以下単に ｢軸｣と

呼ぶ)方向に平行な､2粒子の同じ方向の運動はStimson&Jeffery(1926)[89]が双極座標により

解析 し､Cooley&0'Neill(1969)[26]暮17が接触時も含め対応するscalar関数の値を計算 した｡2

粒子の反対方向の運動はBrenner(1961)*18が公式を示 し､Cooley&0'Neill(1969)[25】が対応す

るscalar関数の値を計算 した｡軸に垂直方向の運動に関しては､同方向の運動に対 してGoldman,

Co又&Brenner(1966)*19が､反対方向も含めて0'Neill&Majumdar(1970)【75,76]が計算 した｡

以上の結果はBatchelor(1976)【7】の表 1と表 2にまとめられている｡ この結果は粒子の並進速度

と力の一般的な関係を与える｡この記述のレベルを本論文では ｢Fバージョン｣と呼ぶ.粒子の回

転については､軸対称の問題をJeffery(1915)[43]が双極座標で､Majumdar(1967)[66]が接触時

について解いた｡0'Neill&Majumdar(1970)[75,76]は軸に反対称運動の並進と回転に関して､双

極座標での解析と接触極限を示した｡

これらの結果を統一的な形にまとめ上げたのがJeffrey&Onishi(1984)[46]である.そこでは粒

子の並進速度と角速度と､粒子が流体に及ぼす力とトルクの間の線形方程式 (以下この記述レベル

を ｢FTバージョン｣と呼ぶ)としてmobility問題とresistance問題を定義 し､対称性から少数の

scalar関数でそれぞれを特徴づけるmobility行列とresistance行列を書いた｡このscalar関数の粒

子間距離 rに関する巾展開を求めるために､2つの粒子の中心でLambの一般解 【34,61】を用い､

この極座標の間の変換を使って係数に対する漸化式を導出した｡例えばresistance問題のscalar関

数xflとXI2については以下の Vn,p,qとp,.,p,qに対する漸化式

VI.,P,q=Pn,p,q-

pn･p･q-a(
n+s
n

n(2n-1)

2(〟+1)

2n

(n + 1)(2n+3)

n(2n+I)(2ns-n-S+2)

2(n+1)(2S-1)(n+S)

Ps,(q-S),(p-I.-I)-

n(4n2- 1)

Ps,(q-S),(p-n-I)

Ps,(q-S),(p-n.I)

2(n+1)(2S+I)

(10)

vs･(q-S-2,･(p-n･I,] ( I 1,

+16そもそも1ubricationtheoryのはじまりはReynoldsである､とのコメントを頂いた｡0.Reynolds(1886),Onthetheory

oflubricationanditsapplicationtoMr.BeauchampTower'sexperimentsincludinganexperimentaldeterminationofthe

viscosityofoliveoil,Pj7L'L.Trams.Roy.Soc.A177,157.(referenceはLealの本 【62]による｡)

'】7Faxenの法則で有名なFaxinの直接の仕事を私はあまり知らないが､このCooley&0'Neill(1969)[26]にはFaxin

が同じ大きさの2粒子の接触時の場合を反射法(l.2.3節を参照)で解いた､とある:H.Faxin(1927),Z.Angew.Math.

Mech.7,79.

'18H･Brenner(1961),Chem･Eng･Sci･16,242･

'19A.I.Goldman,R.G.Cox,andH.Brenner(1966),Chem.Eng.Sci.21,I151.
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を､初期条件 p",0,0 = V,.,0.0=∂l〟で 解 い た 解を使って､

xfl(r)-∑∑(.I(-1)P･qlPl,p.q(y (警)〟
p=Oq=O

xf2(r,-孟 宗 昌 {ト (-I,P'q}Pl,p･q(y (警)〟

(12)

(13)

となる｡ここで ^=a2/al､aαは粒子 αの半径である｡ この巾展開とIubricationtheoryの結果を

結合させて､粒子間隔 rの接触極限から無限大まで統一的に表 した｡

流体に流れがある問題の中でも特にshearnowは応用上重要である. この shear とstressletを

含めた記述の レベルを以下 ｢FTSバージョン｣と呼ぶ｡simpleshearnowのもとでの解は､同

じ大 きさの 2粒子に対 して Wakiya(1967,1971)[92,93]が､一般の線形流での解は､任意の大 き

さの 2粒子に対 して双極座標を用いて Linetal.(1970)[63]が､接触 した場合は Nir&Acrivos

(1973)【70]が計算 した｡StokesianDynamics法 [16](2.6節を参照)が開発された当時､Je取ey&

Onishi(1984)[46]の厳密解にshearの影響が入っていない事が問題となった｡当時はArp&Mason

(1977)[2,3】に 1/rの展開と接触極限について限られた展開次数で解が与えられていただけであっ

たoFTSバーションの 2粒子問題は Kim&Mifnin(1985)[48】によりboundarycollocation法を

用いて数値的に求められた(ただし2つの粒子が同じ大きさの場合).その後厳密なFTSバージョ

ンの表式はJeffrey(1992)【44]によって完結 したoちなみにJeffrey,MomiS&Brady(1993)[45]に

はpressureモーメントを含む表式 (FTSPバージョン)に拡張され定式化がある｡ここでJeffreyと

Kim&Mifninでは､FTSバージョンのmobility問題の定義が違う点に注意に必要だ｡またJeffrey

らの無次元化 とStokesianDynamics法での無次元化の違いにも注意してお く｡ 陽にこの無次元化

の違いが問題になる部分は無いと思うが､本論文ではStokesianDynamics法の習慣に従う｡

■3体問題 3粒子以上では問題の対称性から､行列や scalar関数の一般形､境界を特定する粒子

配置の指定の方法も複雑になり､気合いの問題になって くる｡ しかし当然研究は存在する｡ 私の

知っている研究を挙げてお くと､Kin(1987)【49】とClercx&Schram(1992)【24]がある｡ このよ

うに2体問題のような一般的な状況に対する厳密な扱いは3体以上では事実上不可能である｡ こ

れら多体問題を含む数値的なアプローチは､2節で改めて概観する｡

1.2.3 反射法

今ほど計算機の性能が高 くなかっ.た時代､多体相互作用の計算は人間が行っていた｡ 反射法

(methodofrenections)は､手間をかければ必要な精度の解を計算できることから広 く用いられて

いた (例えば Happel&Brenner【34]を参照)0Kynch(1959)【52】によるとこの反射法は､はじめ

Smoluchowski(1911)'20が用い､Burgers(1942)'21がその精度の改良を行ったとある.また同じ大

'20M.A.Smoluchowski(191I),Bull.Acad.Sci.,Cracow,lA,28.

'21J.M.Bursars(1942),Proc.K.Ned.Akad.Wet.43,307,425,625.
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ききの2球の軸に垂直方向の Iubricationtheoryを示 した0'Neill(1969)[74]によると､反射法は

上記に加えFax6ム(1927)'22とBurgars(1941)'23の仕事が挙げられている.

反射法は逐次法の一種である｡mobility形式､つまり粒子に働 く力が分かっている状況で粒子の

速度を求める問題に対する反射法の収束性はLuke(1989)【65】によって証明されている｡しかし

resistance形式､つまり逆に速度から力を求める問題についてはその収束性が分かっていなかった｡

以下では､このresistance形式の反射法の収束性の破綻に関する我々の仕事 【41]を紹介する｡

lresistance問題の反射法再考 場所 xαにあり力 Fαを流体に及ぼす粒子 αが場所 xに作る速度

乱れは次のように書ける｡(厳密な議論は3節で行い､ここでは天下りにこの式から始める｡ )

u(x,-hl(1Ifv2)J](x-xα,･Fα (.4,

ここでJ(∫)はOseenテンソル(6)である｡この式は力から速度を与える｡一方粒子の速度 〃αから

力を与える関係としてFaxgnの法則がある*24｡(明らかには書いていないが､これも3節の議論で

導出は尽きているので､ここでは天下りに書 く｡)

Fα- 6"I- (Uα1 (I･f v 2)u ,](xa,), (15,

ここで〝′(∫)は∬での流体の速度である｡ ここでは粒子の内部も流体が連続的に存在 していて､粒

子表面で ｢現実｣の粒子の境界条件を満たすような､そういう問題を解いていると考える｡粒子 α

が存在する正 しい境界条件を満たす厳密な速度場 〟′が分かれば､(15)は厳密な力を与える｡ しか

し一般にはこの解は求まらない｡逆に今の目的はその解を求めることだ｡反射法では､この解を以

下のように逐次的に構成する:最初に何か速度場を仮定する(例えば相互作用を無視 して〟′=0と

おく)｡次に(15)式によって力を修正する｡その力の作る修正された速度場を(14)式で計算する｡

次に再び(15)式によって､というように繰り返す｡

簡単のためまず 2体問題 (粒子 αとβ)を考える｡ 最初すべての相互作用を無視すると､並進速

度 〝αを持つ粒子 αは(15)式よりStokes抵抗そのものを得る｡

FLo)=67TIJaUα (16)

.22H.Faxen(1927),Z.Angew.Math.Mech.7,79.

2̀3J.M.Bursars(1941),NederL.Acad.WeEensch.Proc,(Amsterdam)44,1045,1051.

●24 これは ｢法則｣と名が付いていることで混乱を招く｡数学的には､Stokes間韻がpositive-de触iteな線形問題なので

速度場が完全に分かっていればそれを作るべき力も分かる､というだけの関係である｡｢〟'が粒子の無い時の速度場

で云々｣という物理的な言説が混乱を増している､というのが論文 【41】を書いた時のJohnFBradyの意見であり､

現在の私自身の気持ちである｡つまりBatchelor(1972)【6】の付録にある導出は､式だけ見ればよくて文章は読むな､

ということ｡混乱の原因の一つは相反定理を使った導出にある｡相反定理は支配方程式の対称性から別々の二つの問

題を関係付けるもので､直観的に分かりにくい(二つの別の開溝が同時に起こる事は現実にはない)｡また結果の精度

についても唆味である(実際boldsymbolu′が粒子αが無い時の速度場でも(15)式が厳密な場合がいくつかある｡)0

3節の取扱はその解(例えば次の(22)式 )の精度に対する系統的な考察を与える｡Faxenの法則は相反定理を用いて

elegantに証明できるが､相反定理を用いなくても証明できる(第3節を参照)｡更に言えば､その証明に相反定理は

本質的ではないと私は思う｡
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添字の(0)は0次の反射 (つまり反射無し)を意味する｡ この粒子 αの力は速度に乱れを作る｡そ

の速度場は(14)式から次のように書ける｡

u(0,(x)-a l(1Ifv2)J](x-xa,･FLO, (17,

この粒子 αが作った速度場を(15)式に代入すると､粒子 αから粒子βへの 1次の反射 (と便宜的

に呼ぶが､最初の補正)を含んだ力が求まる｡

Fb1,-6npa(Up -a l(.･fv2)2J] (#-xα,･可

この操作を繰 り返すと､i次の反射を持つ力を次のように漸化式の形で書ける｡

dpt',- 6- (Up-a l(1Ifv 2)2 J ](# -xq用 .-I,)

(18)

(19)

〃粒子以上に拡張するには､各粒子が作る速度乱れを重ね合わせればよい｡結果として resistance

問題の反射法は次のような行列の関係式にまとめられる｡

F'i'-Z･lU-h･F'F'-1']

-I･(L･al-h･I]k).U
ここで行列 Zとルーはそれぞれ以下のように定義する｡

I=67rFLaI, 〟 =

o Mf2
M2F1 0

MSI M,rv2

FW

F訓
…

o

M
M

(20)

(21)

lは単位テンソル,M㌫次のように与えられるo

･Ep-k l(1･fv2)2J](xa雄 志 [(1+iv2)J](xa 湖 (22,

ここで ∇2∇2J=0に注意する'25｡ また(20)式のベクトルは以下のように要素に各粒子のベクトル

を含むように拡張 した｡ 八り

可･･･瑠 〃

b

‥
.
a

(23)

●25 多くの文献でM蒜 は ｢Rotne-Pragerテンソル｣と呼ばれているが､同時期のⅦmakawaの仕事は忘れてはならない､
とのコメントを頂いた｡J.RotneandS.Prager(1969),Variationaltreatmentofhydrodynamicinteractioninpolymers,

J･Chem･Phys･50,4831',H･Yamakawa(1970),Transportpropertiesofpolymerchainsindilutesolution'･Hydrodynamic

interaction,J.Chem.Phys.53,436.

- 595 -



市来 健吾

この再定式化から､resistance問題の反射法が実は次の線形方程式

U-(I-1･h)･F (24)

をFについて解 くJacobiの逐次法 (行列の分離による逐次法､あるいはクーラン-ヒルベル ト[99]

の 1章の Neuman級数)に相当することが分かる｡ 注意するべ きは､この行列 (r l+ルー)が (14)

式の打ち切 りでの mobility行列 〟coそのものであることだ.これは今の状況からはそうあるべ き

ものであるが*26､resistance問題の反射法の帰結としてその極限が行列 ルt∞の反転であることを示

した意義はある｡

証明した命題はその時点で自明になる｡すると自明なものの証明の意義が分からなくなったりして混乱す

る｡実際この論文【41]のそもそもの動機である ｢行列の反転と多体効果の関係｣についても､色々なレベル

の納得がある:a)逆行列の各要素はもとの行列の全部の要素に依存するので､この意味で多体効果が入るのは

当り前｡b)逆行列を求めることは連立方程式を解いている事なので､｢連立｣という意味で多体効果が入って

いるのは当り前｡しかしここでの議論の結果はもう一歩踏み込んでいて､C)行列の反転により考慮される多

体効果は多粒子間の相互作用の反射を全部(無限に)取り込んでいるものだ､ということを示している｡しか

し再び､｢実はa)=b)=C)ではないか!｣と思う訳で､結局自明な事を言っているだけなのかも知れない｡

tresistance問題の反射法の破綻 resistance問題の反射法の極限が行列 ルー̀泊の反転の逐次解法で

あったことが分かった｡その逐次法は以下の分離

,M ∞=Z~1+.M (25)

に基づいて構成され､右辺第一項の逆 (1体問題の解)を丘rstguessとして､右辺第二項 (相互作用

部分)を逐次的に補正していくものだ.容易に想像できるように､その収束性はfirstguessの良さ､

あるいは同じ事だが補正項の小ささによる｡この逐次法の計算には分離の一方である7-1の逆 (つ

まりZ)が必要である.nrstguessの精度を最高にすることは補正項をゼロにすることで､ルー∞自

身の逆 (つまり解そのもの)をnrstguessに用いることに他ならない｡(25)式の分離による逐次法

である反射法は一体効果の逆Jが自明であることにより､簡単な計算で構成できている｡ この反射

法の収束性は ｢一体近似｣が許される状況､例えば希薄な場合によくなる.逆にそれが悪 くなる状

況では収束 しない｡論文 [41]では〃 ≧3で粒子間隔がせまい時に実際に反射法が発散することを

示 した｡

Kim&Kamilal501は8章で反射法を議論 してお り､p.197の図 8.3に3粒子の resistance問題

の結果が示 されている｡ これはKim(1987)[49]の図 1に対応する. 興味深いのはKim&Karrila

の図に ｢numericalinstability｣とコメントされている発散挙動だ｡論文では ｢r=2.16で発散する｣

とある｡ 我々の解析からこの発散は反射法の破綻であることが分かる｡ 実際〃=3ではr=2.1567

で逐次行列 ,Ct･Zのspectrumradiusが 1を越える､つまり反射法自身が破綻することを示 した｡

ここでの反射法 (20)は通常のそれとは異なり､(14)式で考慮するモーメントをはじめから固定

している｡ つまり高次の反射はより高い精度を表すが､通常それと同時に導入される同じ精度の高

●26っまり､力を未知数として速度を求める問題は､ある精度でのmobility問題であるべき､と言う意味｡
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次のモーメントはここでは考慮 していない｡しかし高次のモーメントを導入してもこの破綻が救わ

れないことは､3節で示す高次のStokesianDynamics法の計算により確認した【41】 0

1.2.4 沈降速度とその分散

以上では 1体から2体､あるいは 1次､2次と相互作用を積み上げていく話を見た｡ここでは､

はじめから粒子が沢山存在する分散系の物性に対 して希薄極限での体積分率 ¢の展開による解析

を見ていく｡ 最初に相互作用の長距離性が沈澱速度に及ぼした話を概観する｡沈澱速度はある意

味 rheologyよりも基本的なsuspensionの問題であるが､未だ完全には解決されていない (例えば

Davis&Acrivos(1985)の沈澱に関するレビュー【28】を参照)0Batchelor(1972)[6】のイントロに

は､Smoluchowski(1912)*27にはじまる沈澱速度の問題の､その当時の混乱 した状況が読める｡

■Batchelorの繰 り込み 混乱の 1つは l/rの依存性をもつ相互作用を一様系に素朴に適用すると

発散 してしまうことである｡Batchelor[6]は数学的な性質を巧妙に用い､最初に現実的な挙動に一

致した(つまり発散 しない)結果を示した:

U(¢)
Uo

= 1-6.55¢+0(42) (26)

そこでは二体相互作用をfullorderで取 り込んでいる｡ 三体効果は 0(¢2)以上で表れる.この

Batchelorの処方は､後にSaffman(1973)[82]のスマー トな議論から､数学的には相互作用の波数

空間での波数0の寄与を落す事が分かった.このSaffmanの議論では､ランダムな配置と規則的な

配置での沈降速度の¢に関する巾の違いも説明されている｡ 前者は¢の一次に対して､後者は¢1/3

が leadingtem となる｡ ちなみに規則格子の沈降速度はHasimoto(1959)【351によりEwald和を

使って議論されており､そこでは実際にk=0の寄与を除いて収束する結果を得ている.Batchelor

の処方が物理的には考慮する領域での平均速度のフレームにのって見る､つまり速度の基準を領域

の平均速度にとることに相当することは､0'Brien(1979)[73]により遠方の境界条件を積分方程式

で陽に考慮することで示された｡

1分散の発散 沈澱速度は 1/rの依存性をもつ相互作用の平均に関するものだ｡一方速度の分散に

関しても類似の発散挙動が､Batchelorの処方を課した後も(つまり平均の発散を繰 り込んだ後 も)

存在する事がCamsch&Luke(1985)[20】によって指摘された.この理論的な帰結 (発散)と実験事

実 (非発散)の間の矛盾は多 くの研究を生んだ｡ここでは最近の仕事を実験と理論から2つに限っ

て挙げておく｡Segrとetal.(1997)【87]は実験で沈澱する粒子の速度を観測 した｡その結果､速度

の分散に容器サイズに対する線形の依存性はなく､また速度場にはBatchelorが仮定 したような一

様性はなく空間的な相関があり､その相関長が ¢~1/3でスケールされることを示した｡発散が生 じ

ない起源を空間構造に求める理論はKoch&Schaqfeh(1991)[51]にあったが､そこでは¢~1と予

測した｡Brenner(1999)[19】は系を実際に束縛している容器の影響を考慮 し､壁による相互作用の

'27M･Smoluchowski(1912),OnthepracticalapplicabilityofStokes･law･Proc･5thlntem･Cong･MaEh･vol･2,192.
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反射などにより1/rの相互作用が有効的に問題を生 じない形になっていることを､数値計算 と理論

解析から指摘 した｡

雷沈降速度再考 沈降速度については､小 さいが本質的かも知れない疑問がある｡この疑問とは､

Batchelorが示 した¢の一次の係数-6.55は､実験で観測される値や､経験則であるRichardson-Zaki

相関

芸-(ト が (27,

の指数 αが 5前後で実験 とよく一致するという事実と有意に違う点である｡ この間題については

色々議論 されている｡ 例えば Brady&Durlofsky(1988)[17】は二体相互作用の 1次以上の高次の

カモーメントは効かないとして ¢の一時の係数を-5と主張 している｡ この仕事の当時のポイント

は､むしろ二体分布関数にhardcore系のPercus-Ⅵ∋vick分布関数を使った点にある｡(Bathelorは

一様分布､つまりstep関数を用いている.)更にhardcoreの場合 percus-Yevick分布関数の厳密

解が分かっているので､これを用いて沈降速度の¢に関する解析的な関数形

UU. ('ll.-gi3, (28,

を書 き下 した｡Brenner(1999)[19】は分散による寄与はBatchelorの寄与 -6.55とは逆となり､定

性的に実験事実に近 くなると述べている｡ 理由は簡単で､濃度が平均値から均等に分散 していれば

高濃度の寄与の方が (粒子数が多いので)大 きくなるからだ｡こうくると我々の仕事 【37】に関 して

コメン トしなければならない｡結論だけ言うと､そこでの結果は誤解を招 きやすい｡行った計算

は､Brady&Durlofsky(1988)の計算に高次のモーメントの効果を追加するというもので､その方

法にStokesianDynamics法で用いられた 1ubricationcorrectionのアプローチを応用 したOこの場

合､希薄極限で 1-6.492¢､解析表現として (114)3/(1+2¢+1.492¢(1-4)3)を示 した｡

この間題に対 しては大きく二つの立場がある｡一つはBatchelorの解析が正 しい､あるいは高次

のカモーメン トの寄与は効 くと言う立場で､もう一つは Batchelorの解析が正 しくない､あるい

は高次のカモーメントの寄与が実際には効いていない言う立場である｡ 我々 【37】(及びBatchelor

1972)は前者､Brenner(1999)[191や Brady&Durlofsky(1988)[17】は後者に立っている｡ 個人的

には最近は後者が有利な気が している｡

数値解析については､ランダム配置の沈澱速度の濃度依存性についてのStokesianDynamics法に

よる数値解析は Phillipsetal.(1988)[77]に､規則格子構造に対 してはZick&Homsy(1982)[98]

にある｡

1.2.5 拡散係数

suspensionが熟平衡状態にあると考えると､いわゆるEinsteinの関係 (1)により拡散係数が抵抗

係数と関連することが分かる｡(例えば岩波講座現代物理学の基礎 ｢統計物理学｣【1011の 5章を参

照｡)直観的には､熟揺 ぎ､つまり熟による平均からのずれの緩和 も､熟以外で外的に加えられた

作用による応答 も同 じはずで､熟揺ぎと外力による応答は相互に関係を持ち､抵抗係数がわかると
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拡散係数が分かる｡ 多体問題の場合は､抵抗係数の自己部分 Rの逆行列の対角成分が短時間自己

拡散係数D昌になるo

D昌-kT(tr(R~1)) (29)

上付き添字 ∫は自己 (self)､下付き添字 0は短時間(才一0)を表す｡ここで trは対角成分の抜 きだ

し､()は粒子配置に関する平均を意味する｡

D昌の体積分率 ¢による展開も昔から研究されているo Batchelor(1976)[7]は沈降速度と同様に

2体相互作用をfullorderで計算 して以下の結果を示した.

D昌-孟 (.-1･83¢, (30)

Beenakker&Mazur(1983)[121は2体効果より高次の効果をMazur&vanSaarloos(1982)[671の

方法を用いて計算 した.3体効果まで考慮 したvirial展開により

D昌-蓋 (1-1･73¢+0･8842)

濃度分布の揺らぎの2次まで考慮 した数値計算により

Da-孟 (lll･964,

(31)

(32)

を示 しているo ¢の一次の係数が Batchelorの結果と違うのは､Batchelorが 2体相互作用をfull

orderで計算 しているのに対 して､Beenakker&Mazurはそれぞれの展開に必要な次数までしか考

慮 していないことによる｡Beenakker&Mazur(1984)【13]は波数依存する拡散係数も求めている(,

k- ∞ の極限で自己拡散係数D昌に収束するはずだが､前の論文 [12]の結果からずれているo そ

れは波数依存により考慮されるringcorrelationの影響である｡ この論文では逆のk→ 0の極限で

のcollective拡散係数の結果も示している｡

数値解析はPhillipsetal.(1988)[77]のStokesianDynamics法による結果がある｡

1.2.6 rheology

suspensionの rheologyである shearの応答としての粘性率を見る｡この間題の最初の研究は

Einstein(1906,1911)'28である.これは先に紹介 した 2体問題の研究 (例えば Stimson&Jeffery

(1926)【89】)に先行 している｡それは粘性率の体積分率 ¢での展開は､0次が流体の粘性そのもの

であり､l次が 1体問題の寄与であることによる｡Einsteinの結果は次のように得られる｡

5
色 =1+亘¢〃

ここでFLeは有効粘性率､FLは流体の粘性率である.

(33)

暮28 A.Einstein(1906),Arm.Phys.19,289,ibid(1911),34,591.その導出は､例 えばランダウーリフシッツ ｢流体力

学｣【100]$22に簡掛 こ､またBatchelorl4】昏4.11に液滴の分散系を含む一般形で示されている.
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当然 2体効果を使った2次の寄与も計算されている｡ その係数をAとしよう｡

坐 -1･iQ･A42〃
(34)

Batchelorらはこの計算のために線形流の中での2体問題の解をBatchelor&Green(1972)【9】にま

とめ､これらを用いてBatchelor&Green(1972)[8]で二つの流れ､つまりpurestrainingmotionと

simpleshearingmotionに対してそれぞれA=7.6と5.2を得た｡Beenakker(1984)【10】は拡散係数

と同様に波数依存する有効粘性率FL(k)を計算している｡ ここでIL(k-0)=〃Oで､FL(k- ∞)=lJe

である｡一様分布 (動径分布にstep関数を使う)に対してA=4.84の結果を得た｡Batchelorの結

果との違いは拡散係数の場合と同様である｡

shearに対する応答の数値解析は､ランダム配置に対 してStokesianDynamics法によりPhillips

etal.(1988)【77]に､規則格子構造に対してはNunan&Keller(1984)【72]にある｡

2 microhydrodynamicsの計算手法

2.1 数億計算の意義

物理には伝統的に ｢多体問題｣という一筋縄ではうまく記述できない問題､つまり ｢解けない問

題｣のある種の言い替えであるカテゴリーがある*29｡ 本屋で見掛ける ｢多体問題｣は主に電子系で

あるO それらは基本的に相互作用の長距離性や多体性から一般に解析が困難な問題と言える. ここ

で ｢解析が出来る｣という意味は､平均場近似 (1体近似)が出来る､くらいの意味だろう｡ 逆に言

うと､系続的に物事を理解 しようと思う時人は大概まわりを塗 りつぶして主体だけで記述 (1体近

似)しようと考える｡ 現象の本質を捉えていれば､現象論とか平均場近似とかは自然と分かる｡こ

の本質が見える人はやはり非凡なのだろうが､見えていない時に見えた気になって適当な理論を作

り､その正否を通して本質を掴もうとするアプローチもあるだろう｡ しかし正功法は現象そのもの

を虚心に正確に眺めて本質を感じとろうとするアプローチだ｡そのための手段に実験があるという

見方もある｡ 数値解析を行っていると実験はつくづく偉いと感 じ､また羨ましく思う｡ 全てがそこ

に存在 しているからだ｡しかし実験では見たくない雑多な要素も同時に必然的に含まれてしまう｡

この時､正確な数値シミュレーションは実験に代る重要な地位を占める｡ 世の中に存在する ｢数値

シミュレーション｣は､｢多体問題｣などの良く･分からない現象が一体どうなっているのかを見る

ために行われていると思う'30｡長距離相互作用する多体系としてmicrohydrodynamicsは重力多体

系ともよく似ている｡重力多体系に関しては本シリーズの論文に ｢重力多体系の数値解析｣【1081

がある事を紹介 しておく｡ そこに見られるように重力多体系は数値解析が大変進んでいる｡重力多

体系に関しては4.2節で､またより一般的な数値手法の文脈においては5節で再び議論 したい｡

◆29したがって､｢非線形｣とか ｢非平衡｣､｢複雑流体｣､｢複雑系｣などのnon--という命名と同様､このレッテル粘り

に生産的意味はない｡せいぜい研究対象をひとまとめにする程度の意味だ｡

●30こう思うと､安易なシミュレーションにはほとんど価値がない｡理論解析や実験を補うのではなく､一歩進んで理論

解析や実験を置き換え得るシミュレーションが､｢(物性)研究者のための計算手法｣の目指すべきものだろう｡
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話をmicrohydrodynamicsに戻す｡ここでは支配方程式は線形だが問題が境界値問題であるとい

う事実から､2粒子問題の解は l粒子問題の解の単純な重ね合わせではない｡この意味では問題は

線形ではない｡実際剛体球形粒子の問題でさえ厳密解が得られているのは2粒子 【46】までであり､

3粒子以上になると一般解は陽には求まっていないOしたがって分散系の巨視的な物理を表す現象

論やモデルの正当性を決める手段として､数値手法は極めて重要である｡

以下では再び私の知っている限りにおいて､mircohydrodynamicsの数値シミュレーションを概

観する｡連続体の数値解析には､大きく分けて二通 りのアプローチがある｡ この有限要素法(FEM)

と境界要素法 (BEM)を最初に見る｡ 前者は素朴な連続場の差分化を基礎においた手法で､後者

は微分方程式で書かれた支配方程式を境界積分に書き直 した積分方程式を出発点においた手法で

ある｡ 後者の具体的な計算法には境界面の差分化によるアプローチに加え､展開によるアプロー

チがある｡ これが 3節で議論する手法に継るものである｡FEM からBEM に移った段階で見掛け

上流体の存在がなくなり､問題は境界､つまり今の場合は粒子の問題に帰着される｡連続体の数

値解析を離れてこの粒子系の数値解析 というカテゴリーを最後に概観する｡ ここで紹介するうち

boundarycollocation法と多重極展開に関してはWeinbaum&Ganatos(1990)のレビュー 【94]が

ある｡

2.2 有限要素法

有限要素法のアプローチは､記述しようとする連続体の支配方程式である微分方程式を直接差分

化 し数値的に解 くものだ｡これは ｢計算流体力学｣の筆頭に挙げられるアプローチである｡ 原理的

には差分を細かくとることで精度を上げられ､計算コス トは差分の細かさによる｡ この時の参照点

は3次元の場合は考える空間の体積に比例するため､狭い空間に束縛された問題や周期境界条件で

の問題に有効なアプローチだ｡逆に自由境界条件のような広い空間の問題に対しては何らかの工夫

が必要であろう｡ このカテゴリーの方法では ｢粒子数が増えても計算 costは増加 しない｣という

言説が散見されるが､今述べた通 り ｢体積に比例して増加する｣と読むべきでる｡ ある要求精度に

対 して一定の空間で粒子数が増えると､考慮すべき点も当然増える｡ このアプローチの一番の長所

はその素朴さにあり､単純流体に限らず支配方程式が既知な場合は基本的に計算可能である｡ また

microhydrodynamicsに関して言うと､NavieトStokes方程式を基礎に置 く場合 Stokes近似の刺限

を受けないという長所がある｡

Lbigprojects 近年の計算機の性能の飛躍的な進歩から､現在の techniqueを大規模に応用 し

て somethingnewの発見を目指す pr亘iectがいくつか存在する｡FEM を徹底的に押 し進める路線

として､D.D.Josephらが行っている固液系の直接計算を行おうとするプロジェクトがある●31｡

machinepowerがあればこの程度まで出来るのか､と感じさせるデモがそのweb上で見られる｡ そ

こでのボトルネックは､ダイナミクスを見る場合にメッシュを切る過程にあるようだ｡

日本でも土井正男氏を中心に名古屋大学高機能材料設計プラットフォーム研究体の進めるプロ

'31http://ww.aem.um.edu/Solid-Liquidllows/
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ジェクトがある*32｡その日的はsoftmaterialsの色々なスケールでの現象を統一的に扱える数値解

析のプラットフォームの創造である｡その中のmicrohydrodynamicsのスケールでの記述には､そ

の柔軟性からFEM 的なアプローチをとっている｡ このことにより､例えば相転移や反応が入った

状況など様々なモデルを統一的に扱える｡ このプロジェクトは､microhydrodynamicsという近視

眼的な見方を超えた ｢様々なスケールの統一的な記述｣に重きがある.

llatticeBoltzmann latticBoltzmannによるアプローチは､流体を格子上で近似的に記述しようと

する試みから生まれたものである｡この手法はもともとcomputer上で簡単な規則により流体の本

質を表現しようとするものであり､計算効率で見ると他の数値解析に比べて圧倒的なpe血mance

を持つ｡また NavieトStokes方程式との接続も理論的に確立 している｡単純さによる柔軟性 もあ

り､最近は多成分流体などの分野でも人気があるようだ｡

分散系である microhydrodynamicsへの応用はLadd(1988,1994)【57-59】により行われている｡

LaddはもともとStokesianDynamics法に近いアプローチでのmicrohydrodynamicsの数値解析を

行っていた [53-56】｡しかしその計算コス トの高さを克服するためにlatticeBoltzmannにシフトし

たようだ｡

2.3 境界要素法

有限要素法は支配方程式である微分方程式を生に差分化 して問題を計算機にのせるアプローチで

あった｡一方境界要素法はもともとの微分方程式を境界値問題に適 した境界積分方程式に変形 し

(例えばLadyzhanskaya【60]を参照)､その積分方程式を計算機にのせるアプローチである｡ この方

法の特徴は､解 くべき空間の次元を3次元から2次元に落したことにある｡ このことから差分方程

式を解 くコス トは小さくなることが期待される｡ 特に広い空間や無限に広がった非拘束系など､有

限要素法では扱えない問題が扱える｡ この文脈で多重極展開を用いるアプローチは2.4節で独立に

扱う｡

Jr自由境界条件 Yungren&Acrivos(1975)[96]は剛体表面に対 して､Rallison&Acrivos(1978)

[791は液一液系のような変形する表面に対 して､定式化を行った｡当時の計算機の能力から､具体

的に扱われた系は 1体問題であった｡

雷周期境界条件 自由境界条件での積分方程式の定式化を周期境界条件に応用 したのは Zick&

Homsy(1982)【98】とNunan&Keller(1984)【72]である｡ そこではHasimoto(1959)【35]のEwald

和をとったOseenテンソルが使われる｡

■boundaryco"ocation法 境界要素法と同様に境界値問題を直接扱うが､より直接的なアプロー

チが boundarycollocation法である｡ そこでは境界条件を表面上の有限個の点で課す｡Gluckman

etal.(1971)【32]や Ganatosetal.(1978)[31]がその具体的な実装である. そこでは粒子が作る流

'32http://ww.zoom.cse.nagoya-u.aC.jp/
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れをLambの一般解 【34,61]で書き､その係数を境界条件から粒子表面上の点で決定する｡ そこで

は 3体問題など具体的な問題を計算 してある｡Kim&Mi用in(1985)[48】はこの方法で 2体問題

を解いた｡直接的なアプローチからこの手法は一世を風廃 した｡しかし最大の問題は collocation

pointの選択によりパラメータを決定する線形方程式が singularになり得ることにある｡ このため

動的な問題に用いることは困難となる｡

2.4 多重極展開

ここでは､3節で再定式化を試みる多重極展開について､過去の解法をまとめて概観する｡

lLambの一般解 これまで頻繁に出て来たLambの一般解 【34,61]はStokes流れの一般解を極座

標で球面調和関数を使って表 したもので､計算機が使われる以前に粒子の問題を解析する上で重要

なものであった｡Jeffrey&Onishi(1984)[46]が 2体の厳密解をまとめた際にも使われた.

■Laplace方程式の解 を使 うアプローチ Stokes方程式 (5)が Laplaceequation十αであること

から､調和関数を修正 して Stokes方程式の解を作るアプローチである｡ 今井功 ｢流体力学 (前

編)｣[102】第9章で示される展開はこのカテゴリに入る｡ この方法では電子系の定式化で得られた

結果を直接応用できる｡ 特に周期系ではその長距離性からEwald和が必須 となるが､電子系に対

しては古 くからその定式化が行われていた｡Hasimoto(1959)[35】の古典的な解析はこの文脈で行

われ､規則格子の抵抗係数の濃度依存性が計算されてる｡

私見であるが､調和関数を用いる先のLambの一般解やこのアプローチは本来 Stokes方程式の

基本解が調和関数そのものではないため計算に余分なコス トが必要であり､その処理の煩雑 さが

見通 しを悪 くしていると思われる｡この点が､3節で試みた多重極展開の再定式化の一つの動機で

ある｡

LFourier空間での多重極展開 Mazur&vanSaarloos(1982)[67]は Fourier空間で irreducible

モーメントを使って多粒子問題を定式化 した｡1.2節で見た通 り多体効果の系統的な計算などの理

論解析で用いられ､拡散係数 [12,13】や有効粘性率 [101の解析を与えた｡

数値手法への実装は､Ladd(1988)[531が行った｡ そこではもともとのFourier積分をFourier級

数に置き換えることで直に周期境界の問題として定式化される｡

■実空間での多重極展開 Stokes方程式の Green関数はOseenテンソルである｡ 一般解は原理的

にこの Oseenテンソルの微分展開で構成できる｡Hasimoto&Sano(1980)[36]のレビューによる

とBatchelor(1970)【5]､Imai(1972)*33､chwang&Wu(1975)[22]によりOseenテンソルの微分

展開の 1次までが陽に求められた､とある｡そのChwang&Wuによると､この微分展開を実空間

'33日 mai(1972),HSomeapplicationsoffuctiontheorytofluiddynamics･"2ndlnt.JSMESytnp･,FluidMachineryand

FLuz'dics,(Tokyo)pp.15-23.多重極展開の議論は今井功 ｢流体力学 (前編)｣【102]第9章の調和関数の微分展開として

示されているものと同じであると思われる｡
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で行う定式化 (singularitymethod)はLorentz(1897)'34､oseen(1927)'35､Burgers(1938)●36にはじ

まる､とある｡ ここでは､物理的に意味を持つ力､ トルク､stressletが必然として出て来る｡ つま

り物理的に見通しのよい定式化である｡ しかし一方で､物理量にあまりにも密着 した定式化である

ため､系統的な高次への一般化が明らかな形では行われていない｡

周期境界での取扱も､原理的にはOseenテンソルにEwald和を施した周期境界での Green関数

を使えばよい｡この定式化はBeenakkerの簡潔な2ページの論文 【11】で行われる｡ 数億手法への

実装はBradyらによりStokesianDynamics法 [16]としてまとめられた｡

線形性から､解は正規直交系など任意の関数系で表すことができる｡ 一般にどの関数系を使うか

は問題によって最適なものを選べば良い｡関数系の間の関係は､例えばOseenテンソルの微分展開

とLambの一般解､つまり球面調和関数による展開の間の関係は､低次に限られるがWeinbaum&

Ganatos(1990)【94]のレビューに与えられている｡

3.2節では､この実空間での多重極展開の再定式化を示す｡

2.5 粒子法

ここでは連続体の数値解析を離れて､粒子系の数値解析について本論に関係する部分に限って

概観する｡Brady&Bossis(1988)のレビュー [16]はStokesianDynamics法の紹介にとどまらず､

そのイントロダクションで粒子系の数値解析に対 して興味深いまとめをしている｡ 微視的なス

ケールから巨視的なスケールに移るにしたがって､moleculardynamics,macromoleculardynamics,

Stokesiandynamics(Browniandynamicsを含む),granulardynamics,stellardynamicsを挙げ､それ

らの間に入れ子状の類似性があると指摘 した｡つまりmoleculardynamicsとstellardynamicsはと

もに真空中を中心力で運動する質点であり､macromoleculardynamicsとgranulardynamicsは相

互作用は複雑になるが本質的に真空中の運動であり､Stokesiandynamics(流体中の粉体を含む)は

もっとも複雑な階層で､そこでは連続体と粒子相互作用の両者が重要となる｡本論文では 4.2節

で､この類似性とは異なったStokesiandynamicsとstellardynamics(重力多体系)の類似性とそこ

から見えて来る ｢多体系の数値解析｣という統一的なframeworkについて議論する.

2.5.1 moleculardynamics

多粒子系の挙動を考えるために､粒子の運動方程式を直接解 くのが moleculardynamics(MD)の

精神である｡そこで考えている粒子とは文字通り分子である｡ 分子は真空中をある速度をもって飛

んでいる｡分子は衝突するだけで相互作用を持たないとして､いわゆるevenトdrivenな数値スキー

ムがAlder&Wainwright(1959)[1]によって定式化された.つまり粒子の軌跡は衝突を除き弾道的

'34日･A･Lorentz(1897),Ageneraltheoremconcerningthemotionofaviscousnuidandafewconsequencesderivedfrom
it.Versl.Kon.Akad.Wet.Amst.5,1681175.

'35C･W･oseen(1927),Hydrodynamik･Leipzig:Akad･Verlag･
'36J･M･Burgars(1938),Onthemotionofsmallparticlesofelongatedformsuspendedinaviscousliquid･Chap･IIIof

SecondRepoT･tOnⅥscosityandPLastL.Ciq.Kon,Ned.Akad.Wet.,VeT･hand.16,113-184.
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で､軌跡から粒子間距離が計算できるので､衝突時刻､衝突場所が特定され､一番先に衝突する村

を探 して衝突､つまり速度を反転させることを繰 り返す｡

個人的には ｢MD=evenトdriven｣と思っているが､運動方程式 m(dU/dt)=Fを時間に関する

微分方程式 と見て､時間を差分化 して積分するスキームも一般にMD と呼ぶらしい.複雑な相互

作用がある場合はしばしば衝突点を厳密に､あるいは解析的に決定できない｡その場合にもこのス

キームなら適用できる｡(これはBEM とFEM の関係に似ている｡ )

2.5.2 Browniandynamics

分子を扱 うMDの精神で suspensionを考えるのが Browniandynamicsである｡suspensionの分

散媒質である水などの分子と着目している粒子のすべての運動を解 くことは非効率的である｡ した

がって媒質は連続体であるとする｡粒子はその媒質から乱雑力と抵抗力を受ける｡Langevin方程

式はこの粒子の運動方程式そのものである｡

乱雑力は乱数で表せばよいとして､問題は抵抗力である｡｢そんなものは 67TFLaU とすれば十

分｣ではこの論文の意味が無 くなってしまう｡Ermak&McCammon(1978)[301は流体の及ぼす

乱雑ではない寄与である抵抗力をpointforce(Oseenテンソル)の重ね合わせで近似 して Brownian

dynamicsを開発 した｡しか しこの手法は高い粒子濃度で数値的に不安定になるという問題を抱え

ていた｡

2.6 StokesianDynamics:TheOriglnalSeries

2.6.1 SDTOSの成立

1980年代､高濃度 suspensionの振舞を数値的に計算 しようという機運が高まっていた｡しかし

Browniandynamicsは､その多体的な抵抗力が特に粒子濃度が高い場融 こsingularな振舞を引き起

こしてしまうことが知られていた｡この状況で Brady&Bossis(1984,1985)【14,151はどうすれば

この粘性抵抗を2体相互作用の重ね合わせでうまく表現できるかを模索 した｡Stokes問題の線形性

から選択肢は必然的にmobility形式､つまり速度を重ね合わせで表現するか､あるいはresistance

形式､つまり力を重ね合わせで表現するかのいずれかであった｡経験的に､mobility形式は希薄な

極限でよい近似であり､resistance形式は高濃度でよい結果を与えることは知られていた｡こうし

た混乱 した状況はStokesianDynamics法 【16]の出現により解決された｡StokesianDynamics法は

はじめ自由境界に対 してDurlofsky&Brady(1987)[29]により定式化され､Bradyetal.(1988)[18]

で周期境界に拡張された｡StokesianDynamics法に関するレビュー 【16]もすぐ書かれ､当時注目

されたことが伺える｡

StokesianDynamics法は､本来多体問題である相互作用を巧妙に2体相互作用の重ね合わせで

近似 した｡そこでは低次で打ち切った多重極展開(つまり､力､トルク､stressletだけで､高次のカ

モーメントは無視する)を用いて希薄な状況で正しいmobility行列〟∞をまず構成する｡(1.2.3節
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の (25)式の行列は力で打ち切ったmobility行列である｡)これは粒子濃度が上がると精度は悪 く

なる｡ この誤差を補正するために､既に分かっている2体問題の厳密解 【46】を使う｡ つまり高濃

度で精度のよい resistance形式の 2体の厳密解 R28から､そこに含まれるmobility行列 MTBの寄

与を差 し引いたものをlubricationcorrectionL2B･･-R2B-(MTB)-1とする｡この補正を多粒子に対

してpair毎に重ね合わせて仝粒子に対する上 を構成 し､最終的なresistance行列を以下のように

近似する｡

双岩(〟∞)~1+L (35)

これは先にみたmobility形式とresistance形式の良いとこ取りで､しかも2粒子の場合に厳密解を

回復する自己無矛盾な形式となっている｡ この巧妙なlubricationcorrectionの導入により､それま

で全 く不可能であった高濃度の系に対 して高精度の数値計算が可能となった'37.

StokesianDynamics法は､境界要素法と同じく境界積分方程式を基礎に持つ｡つまり流体の速度

場を直接扱わないで境界条件を扱う｡ 粒子系は境界の形状が同じという特徴がある｡ この性質をう

まく使うことが多粒子系の数値手法の善し悪 しを左右する｡StokesianDynamics法は当時存在 した

他の積分方程式由来の方法に比べ､より粒子に最適化された数値手法と言える｡ それは逆に変形す

る物体に村する柔軟性を捨てた結果でもある｡実際に同じ(経験的)精度に対 して､境界条件 とし

て課される条件数がboundarycollocation法や境界要素法などに比べて少ない｡

このようにStokesianDynamics法は､Browniandynamicsの抱えた困難を克服 し､またその結果

は定量的にも信頼できるものであったと言う意味で､その分野の計算手法の中で当時最も進んだ方

法であった｡残念ながら､いわゆる素人が簡単に使える程の簡潔性が無かったためか､その普及は

専門家､つまりsuspensionの研究者に限られていた｡この手法は極めて直観的な､言い替えると厳

密な証明がなされていない多くの本質的な物理を含んでいる｡_

2.6.2 SDTOS三不思議

先に述べたように､結果としてStokesianDynamics法は定量的にも妥当な結果を与える計算手

法であったが､理論的な証明抜 きに構成された現象論であるとも言える｡ これは 2.1節で述べた

｢数値計算の意義｣に反する｡ ここでは私が勝手に ｢StokesianDynamics三不思議｣と名前を付け

た謎を見ていく｡それらはStokesianDynamics法に直観的に､したがって証明抜きで用いられた

アイデアであり､最近数年間私が行ってきた研究の目標でもある｡それらは､1)行列の反転と多体

効果の等価性､2)FTSバージョンを越えるスキームはなぜ出来ないのか､3)1ubricationcorrection

は正 しいか､の 3つだ｡本論文の目的の一つはこの ｢StokesianDynamics三不思議｣に答えてい

く事で StokesianDynamics法を現象論からある種の厳密な手法に格上げする事にある｡ 両者を区

別するために､現象論としての StokesianDynamics法をStokesianDynamics:TheOriginalSeries

(SDTOS)､厳密な手法としてのStokesianDynamics法をStokesianDynamics:TheNextGeneration

'37ここで注意 しておくが､このresistance行列の近似､あるいはIubricationcorrectionの定義は必然ではなく､一つの

可能性に過ぎない｡確かに無矛盾であるが､その正当性は明確に議論されてはいない｡4.1.1節で議論する｡
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(SDTNG)と呼ぶ｡

■行列の反転と多体効果 Durlofsky&Brady(1987)【29】の付録Bに ｢mobility行列の反転と反射

された相互作用の和の等価性｣と遺した一節がある｡そこでは2つのpointfbrceの中心間方向の

運動に対 して具体的に表題の等価性を示している｡これは(35)式が正しい結果を示す一つの理由

として､｢mobility行列 ,M∞が反転されたために､そこに多体効果が入って来るからだ｣という主

張を正当化するためである｡

私はこの特殊な状況の計算だけでこのstatementが証明されたとは思わなかった｡1.2.3節で紹介

した論文 [41】は､当初この付録 Bの完全な証明を目的に行われたものだ｡既に 1.2.3節に示 した

ように､実際にこの等価性は多体に対しても､一般的な運動に対しても､pointforceに限らず､証

明された｡

TFTSを越えて SDTOSの精度についてはlubricationcorrectionという飛び道具はあるが､基礎

となる粒子中心での多重極展開は不思議なことに 1次のカモーメントで止まっていた｡これには

歴史的な状況と現実的な状況と､複雑性という困柾があった為であろう｡ 歴史的には､力のモー

メントとして物理的に重要なものは､0次の力そのもの､1次の反対称成分の トルク､対称成分の

stressletに限られる｡最後のstressletはrheologyの問題､つまりshearに対する解析ではじめて必

要となるもので､本来剛体粒子の運動の自由度は力とトルクで尽きている｡

私が JohnF.Brady氏の研究室に滞在した時に聞くと ｢当然挑戦したがうまく収束する定式化は

得られなかった｣と言っていた｡私はこの困杜に何か必然があると思い､素朴に挑戦 してその必

然を特定 しようと解析を試みた｡結果は3節に示す通 り ｢困難は存在 しなかった｣というオチで

あった｡

tlubricationcorrectionの真偽 sDTOSのハイライ トの一つはlubricationco汀eCtionである｡ こ

れによりSDTOSは最密充填の粒子濃度まで安定に計算できる堅牢なスキームとなっている｡単に

粒子中心での多重極展開で精度を上げる事は､特に粒子濃度の高い領域では困難である｡SDTOS

はその発端である ｢精度のよい2体の重ね合わせ法｣の模索から､lubricationco汀eCtionと呼ばれ

る一種の飛び道具的アプローチを粒子展開の枠組に導入した｡その結果全粒子濃度で高精度の結果

を出す事に成功 した｡

しかし先にも述べた通 りlubricationco汀eCtionの導入は確かに自己無矛盾であるが､そうでなけ

ればならないという必然性は示されていない｡例えば､ルー∞として評価するべきモーメントの次数

が 1次 (つまりFTSバージョン)であるべきかどうか､については何 も答えていないoこの課題に

関しては3節で定式化する多重極展開のアイデアを使った定式化と､その高精度スキームを使った

数値的な検証を現在試みている[40】｡
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2.6.3 SDTOSの問題点

先に述べたように '80年代後半､SDTOSは計算精度においても計算速度においても飛び抜けて

いた｡SDTOSは発表と同時に既に完成 していた｡その後今日まで本質的な発展は無かったことが

その完成度の高さを物語っている｡しかし10年以上経過 した今 日､学問は進歩 して定量的な知識

は増え､技術 も進歩 して高性能なcomputerは溢れている｡ こうした時代性から､SDTOSは今 日そ

の長所もすでに長所ではなくなって来た｡

現在ユーザーサイドに立つとSDTOSは大きく二つの問題点を持つ｡一つは精度に対する不満､

つまり三不思議のうちの一つで述べた,M∞の展開が力､ トルク､stressletで止まっている点であ

る｡ もう一点は高い計算負荷である｡(35)式に含まれる行列の反転や､実際の計算では連立線形方

程式の形で与えられた境界値問題を解 く必要がある｡ この線形方程式の解法､言い替えれば行列を

反転させることがボ トルネックとなり､SDTOSで計算できる粒子数は数 100個であった.これで

はどんなに正確な計算が出来ても少なすぎる｡次節では､この二つの問題を一挙に解決 しようとす

る試みを紹介する｡

3 StokesianDynamics:TheNextGeneration

"SuspensL'on,thefinalfrontier･ThesearetheresearchesbytheStokesL'anDynamics.It'scontinulng

mission,toexplorestrange,newworlds,toseekoutnewjTactsandnewphysL'cs,tOboldlygowhereno

onehasgonebefore..."

この節は最近の私の論文 [39]の自分自身による翻訳である'38.

3.1 SDTNGのはじめに

suspensionの微視的構造は､Stokes近似での流体に浮ぶ粒子間の流体力学的相互作用によって決

まる｡StokesianDynamics法 [16】は､この文脈で開発された｡Stokes近似での多体問題には､大き

く分けて二つの状況がある｡ それは自由境界条件と周期境界条件である｡ この違いは粒子の振舞に

定性的な変化をもたらす;-'''Liの力が働 く場合､自由境界では粒子間隔が小 さい程粒子は速 く落下

するが､周期境界では粒子濃度が高い程粒子はゆっくり落下する｡ これらの振舞は全体の境界条件

を陽に考慮することで基本的に理解できる｡相互作用の長距離性から､周期境界条件ではEwald和

と呼ばれる特別な方法が必要となる｡ したがって自由境界条件に比べ周期境界条件の問題の方がよ

り複雑で､計算時間も多 くかかる｡ どちらの問題でも支配方程式は同じであるため､適切なGreen

関数を用いることでこれらの問題を同じ枠組で研究することが出来る0StokesianDynamics法は

このような枠組の一つと言える;Durlofsky&Brady(1987)[29]は自由境界条件に対する､Brady

●38といっても､日本語で論文を書いてそれを英訳 した訳ではなくて､英語で必死に書いた論文を文句を言いながら日本

語に翻訳 した｡多分､より論理的に書けていると期待する｡
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etal.(1988)[18]は周期境界条件に対するものである.オリジナルのStokesianDynamics法 (以下

SDTOSとする)は成功を収めた｡しかし開発されて既に 10年以上経過し､最近二つの大きな問題

が認識されてきた･,-つはその近似が FTSバージョンと呼ばれる力とトルク､ StressletLか考慮

されず､高次のカモーメントが軽視された近似に制限される点であり､もう一つは計算時間が非常

に大きく実際に計算できる系の粒子数が数 100に限られる点である0

ここでの目的は､人為的な仮定を導入することなく必要な精度で少い計算コス トで問題を研究

できるStokes流れに対する枠組として一般的な定式化を確立することである｡ このような数値ス

キームを可能な限り単純に定式化する;この単純さは､物理に対するよい見通しや多 くの問題への

簡単な応用を与える｡単純さの別の長所として､手法の効率的な実装がある;計算機は一般に調和

関数や三角関数よりも代数演算の方を好むものだ｡

ここでは最も単純な状況を考える｡つまり自由境界条件の剛体球形粒子からなる系で､Brownian

運動と流体の慣性が無視できる(Peclet数が無限大で､粒子Reynolds数が0)とする｡ 自由境界条

件の問題は最近あまり研究されていない｡しかしこれはこの問題が既に解決している事を意味 しな

い;実際､流体中の粒子集団の重力落下中の崩壊 【71]やshearnowによる崩壊 [47]など興味ある現

象は存在する｡ ここでの主な目的は定式化の確立と数値スキームの実装にあり､これらの興味ある

現象への応用は議論 しない｡

Iubricationco汀eCtionはSDTOSの一つのハイライ トであるが､ここでは詳細な議論はしない｡

しかし､もLIubricationco汀eCtionを使いたければここでの定式化に組み込むことは可能である

(詳しくは3.3.1節を参照)0

ここでの現実的なゴールは､Durlofsky&Brady(1987)[29]の手法の精度と計算スピー ドを改良

することである｡精度の改良は実空間での単純な多重極展開と適切な縮約によって行う;そこで､

カモーメントと速度モーメントを結びつける一般化されたmobility問題を任意の次数に対 して導

出する｡ 速度モーメントは速度の微係数を使って計算する;このことが定式化を単純にし､拡張を

直接的にする｡ 計算スピー ドの改良は疎な行列の問題で広 く使われている逐次法を使うことで行

う｡高速多重極法 (FMM)[33]を用いる事で計算速度の更なる改良を行うo ここでのFMM の定式

化はオリジナルのFMM とは異なり､精度の改良で用いた多重極展開の単純な拡張になっているこ

とが分かるだろう｡ ここでは単純な逐次法とFMM のnon-adaptiveバージョンだけを使う;逐次法

に対する前処理や､FMM のadaptiveスキームは議論 しない｡これはそれらの手法がここで行う定

式化に使えないからではない｡むしろそれらの技法をこの定式化に応用することで､ここで示 した

結果の更なる向上が期待される｡

ここで示す定式化は一般的で単純であるため､拡張は直接的である｡ 周期境界条件への拡張は

Green関数をOseenテンソルからEwald和をとられたテンソル 【11,18】に置き換えることででき

る｡球形ではない物体に対 して適切なモーメントの縮約を使うことで､非剛体的な物体に対 しては

二重層ポテンシャルを加えることで応用できる｡ ここでの定式化は流体力学の特別な性質は使って

いないので､Laplace問題や線形弾性論､重力多体系､渦ダイナミクスなどの問題に対する応用も

直接的である｡

最後に､ここでの定式化と他の研究との違いを見ておく｡精度の拡張については､Mazur&van
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Saarloos(1982)[67]が Fourier空間での多重極展開を行った.そのFourier積分をFourier級数に

置き換えることで､Ladd(1988)【53】は周期境界条件での数値的な実装を行った｡ここで示す定

式化は彼らの実空間での表現であると理解することも出来るが､それだけではない;Mazur&van

Saarloos(1982)【67】はモーメントの間の関係を形式的に書き下し､Ladd(1988)【53]はその定式化

を実装 している｡ つまり彼らはモーメントを直接扱っている｡ しかし我々は､速度モーメントを速

度の徴係数を用いて計算 している｡ その結果､式の上に調和関数や三角関数は表れない｡

計算スピー ドの改良については､Sangani&Mo(1996)【86】が周期境界条件でのStokes流れの彼

らの定式化 【69】を元にしてFMM を初めて応用 した｡彼らの定式化は調和関数展開に基づいてい

て､Laplace問題に対するオリジナルのFMM をStokes問題に応用するのに適していた｡ここで示

す FMM の定式化は調和関数によるものではなく､むしろ精度の向上で用いる多重極展開の単純な

拡張であり､同様に調和関数や三角関数はは表れない｡球の対称性をもつ系に対 しては球調和関数

は有効であるが､逆にそのような対称性を持たない系に対 しては制限になる｡ ここでの定式化は単

純 (で､ある意味冗長)であるが､より柔軟である;これはここで示す定式化の持つ長所である｡

3.2 多重極展開再考

まず Stokes月owの中の剛体球粒子の流体力学的相互作用に対する多重極展開を再定式化 し､一

般化されたmobility問題を導出する｡ それはSDTOSのgrandmobility問題の素直な拡張になって

いる｡

3.2.1 速度場の展開

剛体粒子による速度の乱れV(x)は､-重層ポテンシャルによって次のように書ける[60】.

志 真上
vt･(x)=ui(X)-u,T'(x)=一言± dSひ)Jij(X-y)fjひ) (36)

ここでuは流体の速度､ucDは粒子がない時の流体速度､FLは流体の粘性率､Nは粒子数､Sαは粒

子 αの表面､fO)は粒子表面yでの力密度､J(r)はOseenテンソル(6)､つまりStokes方程式 (5)

の Green関数である｡ 繰 り返された指数に対 してはEinsteinの規約を適用する｡(36)式は厳密で

ある. この右辺を粒子中心 xαで展開すると､oseenテンソルの微分係数J とカモーメントC を

用いて次のように書ける｡

〃 〆

V,･(x)-∑∑3,lJ72...(x-xa)gJf,nkZ.ラ.(α)
α =1〝t=0 (37)

ここで仮の打ち切 り次数〆 を導入する(詳しくは3.2.4節で定義する)0Oseenテンソルの微分係数

JとカモーメントL97はそれぞれ次のように定義する｡

J,fJ!,nk'･･･(r,-志 L l(-∇,T.･JL･j](Y,
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91,T.!･(α,ニーtdSO,OIX,T･jJ･&, (39,
省略された指数 k･･･は高次のテンソルに関してその次数mを陽に書 く場合に用いた｡当然これら

にもEinsteinの規約を適用する｡ このカモーメントと習慣的に用いられる物理量 (力 F,トルクT,

stressletS)の陽な関係は次のようになる｡

F･y-gi'0'(α,,T･?-Eijkgk',lj'(α,,ST,-糎 '(α,+9,5,:･'(α,-;6ijCk'i'(a,) (40,

gi'0'(α)-F,T･ 9,･u･'(α)-;6ijgk'.lk'(α)-去EjikTkaISTj
ここで eijkは

E,.vz= EYE,=Ezxy=+1, Ezyx=Ey,～=Exzy=- 1

で､それ以外はゼロである｡

(41)

(42)

3.2.2 境界条件

(37)式は粒子表面での速度という境界条件を満たすための変数を､連続量Jから扱いやすい離散

量 C に変換 したと言える｡ このL多 を決定するためには‥タ の要素の数だけ条件式が必要となる｡

速度場の境界条件を適用する方法には､少 くとも以下の3つが考えられる:boundarycollocation法

と､速度の徴係数を使う方法､速度モーメントを使う方法｡

boundarycollocation法 [321では境界条件はcollocationpointと呼ばれる境界上の有限の点で直

接課せられる｡ したがって (37)式で定式化は完了する｡このアプローチは単純であるが､動的な

間蓮では困難が生 じる｡ これはこの手法が collocationpointの選択に依存 し､そのためある状況で

は破綻する(解が求まらない)からである｡ 別の方法として粒子中心での速度の微分係数

榊 a)-AlvIL:I.Vt･](Xα) (43)

を使うものがある｡ このアプローチもまた単純であるが､二つの問題がある;一つは γ の対称性が

カモーメントC と異なること､もう一つは(37)式の展開では速度の微分係数の自己部分が特異と

なることである｡ 前者は未知数と条件式の数のずれを生 じ､その場合間題が不定になり得る｡ 後者

は自己相互作用はこの方法では考慮できないことを意味する｡

もう-つの方法として速度モ-メント

郷 α,-左 上 dSO,O-xayLZ･･･vt･ひ, (44,

を用いるものがある｡ここでαは粒子半径である｡ 速度モーメントは速度の微分係数よりも複雑で

あるが､先の二つの問題はない｡粒子表面での速度は､与えられる流れu00に対する粒子 αの並進

速度 Uαと回転速度 nα､Eα変形テンソルによってvO)=Uα+nα×ひ-xα)+Eα･O-xα)と与え

られる.したがって 0次と1次の速度モーメントは次のように書ける｡

4yE'0'(α)-U,g･ eyi,',l'(α)-喜(ELK,.勘 ETj)
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畔 - 言EijkWkU･'(α), EFj-言(%･.'jl'(α)･qJ,･1'(α)) (46)

速度モーメントとカモーメントを関係付ける線形方程式は､(44)式の表面積分を(37)式に行う

ことで得られる｡

〃 〆

% .,i;.'.ラ(α)-∑∑ 〟;.';:T;',,A...(α,β)C J(,"kt.ラ.ug)
P=lm=0

ここでルtは次のように定義する｡

JMf.I;:T;'j.k･.･(α,β)-左 上dSO,O-珊 3tJ72･･.O-♂,

この (47)式､あるいは略記 した表式
曾 =M ･9

(47)

(48)

(49)

を一般化されたmobility問題､行列 ルーを一般化されたmobility行列と呼ぶ.以下では煩雑さを避

けるためこのような略記を用いることがある｡

実際に(49)式を計算する時は､簡単のためまず速度モーメ ト留 を自己部分 ea'S と非自己部分

忽′′に分離するO
忽′=忽 ′S十忽′′ (50)

これはJ を計算する方がルーを計算するよりも簡単､つまり微分を計算する方が積分を計算するよ

りも簡単であるからだ｡自己部分 曾 S は次のように書けるO

忽′S=ルts･Lg

ここでmobility行列の自己部分 〟∫は次のように与えられる0

〟sf,I;･･T:'j,A- -〟 E,I;:T;'j,k-(a･α,-去 j;.=adS(T,a ,Tk'･･･(T,

(51)

(52)

この表面積分はKroneckerのdeltaの一般化とみなせる｡行列 ルts('',桝)は次のような性質を持ヅ 39:

i.ルts(n,〟-)はnとmが両方とも偶数であるか､両方とも奇数である場合のみゼロではない｡

ii.ル1S(nJn)はm≧n+2ではゼロである｡

0次 と1次の具体的な形は次のようになる｡

〟sf?,･o'-6;:a

I

N f,lL:ilk-扇 毒 【46L･j6kL-6ik6jL-6"6jk]

(53)

(54)

高次の場合 も煩雑だが単純な計算で構成できる｡ それらを用いて自己部分は求めることができる｡

'39 この論文が教科書ならこれは演習になるだろう｡ちなみに答えは論文 【39】の付録にある｡
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一方非自己部分の計算は､先に触れたように速度の微分係数 y′を計算し､それを速度モーメン

ト曾′に変換することにする｡ ここでダッシュは非自己部分を陽に表すために用いる｡ この変換を

求めよう｡ 定義からγ′は次のように与えられる｡

y′frkZ.'..(a)-封 ∇;!･･V,?](xa)

非自己粒子β≠αの作る速度の乱れは次のように書ける｡

〟
V'?(x)-∑∑J:;･:2...(x-xp)9,Enk7.!.ug)

β≠α〃1=0

ここでγ′α を中心 ∫αで展開する｡

V′㌢O)-∑y'5;k7.'..(α)O-xa)Z!･･m=0
粒子 αに対する表面積分を行う事で､速度モーメントと速度の微分係数の関係が得られる｡

財′…:;?･･(a,-"!.y,E;k71,･.(a,封 dSb,O-xq,;,:kn･t.･

2次までの具体的な形は次のように与えられる｡

ea,′to'=y′to)十室 y′(2.,.
∫ ∫ 3りノ

曾′;,lk,-誓y,!,.A,十誓y,fi,jj
曾′諾,I-ai6k′γ′…0,十g (6kly ,5,2j,,I 2y ,5,2k,I)十誓 y ′E3k,Ljj

(55)

(56)

(57)

(58)

(58)式について3つの註がある. 一つは､nとmの偶奇が一致すること｡ これは右辺の積分が

Kroneckerのdeltaの線形結合であることによる｡二つ目は､mに関する和の上限についてである｡

これは速度場 γの重調和性

∇2∇2γ≡o (62)

から来ている｡ したがって(58)式には展開による打ち切り誤差はなく､y′から曾′への変換は厳

密である.(58)式でmに関する和の上限がnではなくn十2であることは､曾 ′(m)には有限サイズ

効果がγ′(肘 2)の トレースとして入っていることを意味する｡三つ目は非圧縮性

∇･γ=0 (63)

に関してである.このため速度の微分係数はn≧1に対してy'tn.).=0となる.しかし速度モーメりノ…
ントに対 しては同様の関係は 1次にしか成立しない｡つまり

La''5,I,･)-o (64)

であるが､n≧2に対 しては一般に紗霊 .‥≠Oであるoこれはn≧2では曾′Tj]･.･にy′']',li'ik...≠0と
いうゼロではない項が必ず含まれるからである｡
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完全形 対称形 縮約 形

0 ea,,(o),qy(o),Qz(0) Car,(0),qv(0),earl(0) 戟(0),@y(0),@Z(0)

1 Q,(i),ear,(,i,),A(.呈) cy,(,土),car,(,i),W,(,i) -a,Qx(,;,),鎖(,i)

qyt三),敏yt,I,),eaTyt2) qyt土),鶴,I,),敏ytzl) qy!i),@V!: ),@ytZ)
caTzfi),qz!3),earzfzl) Larzfi),earz!:),wz!zl) @Z!i),dzS),@Z!三)

2 敏122,敬,(x2V),忽12Z) 敏122,管,(,?V),敏12Z) -b,磨,(,?V),感i2Z)
管,5,fx),管,(V2y),管12Z) -C,敬,(y2,7,管,(y2Z) -C,磨,!V?y),密12Z)
敬,(Z2,),敏ev),敬,(Z2Z) -C,-C,敬,(Z2Z) -C,-C ,磨,(Z2Z)

3 敬.(;3x)" 敏13x)V,勿i3,)Z懲13,),,懲13,)Y,忽132z b,b,b

敏13V)x,敬,(x3,?V,智慧Z -C,ear,(,3,)V,脅13y)Z - C,感i2,?V,密,(.2V)Z

管.(,3Z),,懲13Z)V,敏Sz)Z -C,-C,敬,(,3Z)I -C,-C,磨.(,22
敏S,),,敏,(T3,)V,敏禁)z c,C,c c,C,C

懲思し,敬,(,?V)"敏男]Z -C,ca:,(,?y)Y,管,(,?y)I -C,感温 ,感 12,?I

忽iez).r,管iez)y,La誓ez)I -C,-C,曾Sz)Z -C,-C,@ 12Z)I

car.(Z31,,管,(Z3,)V,tat,(Z3x)z c,C,c c,C,C

管.(Z3V),,管,(Z3V)V,管,(Z3V)z c,C,c c,C,C

敬,(Z3Z)I,管,(A)y,敬,(Z3Z)Z -C,-C,管.(Z32 - C,-C,磨,(Z2Z)Z

表 1:｢完全形｣と｢対称形｣､｢縮約形｣の要素｡JLとある縮約は非圧縮性 % ･.,=0による｡ -b

と- C とある縮約はそれぞれirreducibleテンソルによるものと､%･.A...の添字k･･･の対称性に

よるものである｡m≧2での添字iは変化がないので省略した｡

3.2.3 モーメン トの縮約

例えばresistance問題の場合､粒子にかかる力を粒子の速度から求めるために､一般 mobility問

題 (49)を速度モーメントta'からカモーメントC に関して解 く.例えば(64)式で見たように､こ

れらのモーメントに含まれる要素はそれぞれ独立ではない｡このため線形方程式 (49)は不定とな

る｡ この状況はresistance問題だけでなくmobility問題でも起こる｡そこではカモーメントの高次

の要素が未知数で､速度モーメントの高次の要素が剛体性から既知である｡(詳 しくは3.2.5節を見

よ｡)正しい解を得るには､全て独立な要素から成るi汀educibleモーメントを関係付ける方程式に

縮約する必要がある｡速度場の性質による縮約､つまり非圧縮性と重調和性は既に3.2.2節で議論

した｡モーメントの要素の間には別の､粒子形が球であることによる依存性がある｡ ここでは速度

モーメント砂 を使って議論するが､カモーメントに関しても全 く同様であるo

m次の速度モーメント%.,(kn.7.78こついて考えるoまず添字 k- に明らかな対称性があるoこの対

称性を考えるとm次モーメントの独立な要素の数は各添字 iについて 3m から(m+1)(m+2)/2と

なる｡ この段階の縮約形を ｢対称形｣と呼ぶ (表 1を見よ)｡
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モーメントの定義から､高次のモーメントは低次のモーメントと次のような関係を持つ｡

wJf:ts'k?.ミニ a2ea']笠.'.. (65)

この依存性を除 くには､対称で tracelessなi汀educibleテンソル[27】を使うとよい｡ノブ次のテンソ

ル♂〝の縮約は次にように与えられる｡t･･･

[T)/2]

a:･?･-∑aE6'i,i26L･,L･｡- 61･,トIL･加3%Pk.I...ip,S.S1...SkSkk=0
ここでakPは次のように定義されるo

aE-(A)k
p! (2p-2k-I)!!

(p-2k)!(2p-I)!!(2k)!!

例えば2次と3次に関しては次のようになる｡

堵-a(,'j,} 6ijds2s

d:)'k-a(?,k了 ;(6ijd (Zss,I6jkd(?ss,･Skid(3ss,)

(66)

(67)

添字を囲む括弧はそれらの添字に対する対称化を意味する｡ 今の場合はモーメントの定義から添字

に対 して対称なので､この対称化は気にしなくてよい｡この縮約によって∽次の独立な要素の数

は2m+1となる｡ 縮約された要素は表 1にまとめてある｡

この縮約を表す演算子をP､逆演算子 (つまり復元演算子)をQ とする.陽な形は(気合いで)既

知である｡ これらの演算子を使ってirreducibleモーメント感とGは次のように関係する.

′＼
@=p ･ルー･Q･9 (70)

これを縮約された一般化 mobility問題と呼ぶ｡この式の具体的な計算手順は3.2.4節で､境界条件

の適用は3.2.5節で示す｡

3.2.4 打ち切 りと計算手順

(37)式で暖味に導入した打ち切 りは､独立な要素が陽に示されている縮約形の(70)式においてな

されるべきである｡ 正式な打ち切 り次数 pを､(70)式のモーメント@とG の最高次と定義する｡

実際の計算手順を､打ち切 りpを陽に書きながら見ていく｡(70)式は次の 6ステップからなる

手順で計算する:

(i).縮約されたカモーメントG からカモーメントC を力復元する｡

a(0･0) Q(0,p)

- 6 15 -
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(ii).カモーメントC を使って速度の微係数の非自己部分 y′を計算する.

γ′(0)
y′(p'2)'a'-p;

灯0,0)K(0･p'2)

K(p'2･0)K(J*2･p'2)

(xα-i)･
9(0)

9(p+2)ug)(72)

ここでK は次のように定義される｡

Kf,1;:･77:I,,A-(Y,-ilvi,･･･JtFJ?21･･](T,-走去Llv;!･･(-∇,;,･･JL･j](T, (73,

(iii).y′を(58)式を使って速度モーメント曾′に変換する｡

D(0･0)D (0･p) D (0･p'l) D (0･p'2)

D (p･0) D (p･P'2) D (p･P'l) D(p･P'2)

ここでD は次のように定義される｡

D ',･PZ)=空=
4刀.

(iv).速度モーメントの自己部分 La'Sを計算する.

l=l
dS(?)Fz'm

ルts(0･0) … ルts(0･p)

ルts(p･0) ... 1̂S(p･P)

ここでル1Sは(52)式で与えられる.

(V).自己部分と非自己部分を合わせて速度モーメント砂 を計算する｡

(vi).砂 を@に縮約する｡

/ヽヽ
ノ

o

〟
.

n川1u
nuJHr

.5
'+

+
.&

q̂･

^5,
0...乃r
舛

vP

n"nu
nrLu

0
0

卵三担

γ′(0)

y'(p)

y′(p+I)

y'(p+2)

(α) (74)

(75)

(78)

この 6ステップからなる手順は(70)式を表す一つのサブルーチンとみなせる｡ それは引数に縮約

されたカモーメントGをとり､結果として縮約された速度モーメント@を返す｡

SDTOSでは3つの打ち切 り､つまりFとFT､FTSバージョンが示された｡Fバージョンは打

ち切 りp=0に対応 し､一般化されたmobility行列は力 Fを並進速度 Uに結びつける.FTバー
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ジョンでは､カモーメントの 1次の反対称成分であるトルクTが考慮され､対応する角速度 Etが

あらわれる｡ FTSバージョンでは､カモーメントの 1次の対称成分であるStressletSと･,対応す

るrate-of-strainEが考慮される｡ これは打ち切 りp=1に対応する. この定式化はFTSバージョ

ンまでSDTOS[291に完全に一致する｡

打ち切 りに関して注意 してお く｡(70)式で縮約されたモーメントは p次で打ち切られるが､カ

モーメントはp+2次まで復元 し､速度の微係数もp+2次まで計算 し､その結果をp次まで速

度モーメントに変換する必要がある｡ こうしないと有限サイズ効果が正 しく取 り込めない｡実際

p=0でさえ有限サイズ効果はグリーン関数の2次微分の トレースとして考慮され､一般化された

mobility行列として(25)式のル100を得る｡この意味で(37)や(47)､(56)式で暖味に導入された打

ち切 り次数p'は､p十2と言える.ただし復元されたモーメントの 3 (p'l)と9 (p'2)は､縮約され

たモーメントの 3 (p'1)や 9 (p十2)の寄与を持っている訳ではない.

3.2.5 剛 体粒子の高次バージョン

粒子表面の剛体性から､剛体粒子の持つ運動の自由度は6Nである;独立な変数は力 Fとトルク

T､それに対応 した並進速度 Uと回転速度 f2であり､縮約された速度モーメントの高次の部分は

消える｡これはmobility問題であろうがresistance問題であろうが高次の速度モーメントは常に既

知であり､対応する高次のカモーメントは未知であることを意味する｡ 有効な自由度だけで表現

された問題を ｢contracted｣と呼ぶことにする｡ 剛体粒子の独立な変数を結びつける､したがって

6Nx6N次元をもつcontractedmobility行列やresistance行列は打ち切 り次数pに依存 し､p→∞

の極限で厳密解に収束する｡rate-of-strainが与えられるような線形流の問題では､自由度は Fr∫

バージョンと同じllNとなるO前者をFT-contraction､後者をFTS-contractionと便宜上呼ぶこ

とにする｡

独立な自由度に対応する低次のモーメントを添字 l､残 りの高次のモーメントを添字 hと書 く｡

つまりFT-contractionでは 虜 Iは F とT､FTS-contractionではSが加わる｡この記法を用いて

(70)式を次のように書 く｡

[釘-[,MP;Ll忽]･ほ]
剛体性 @h=0から､対応するカモーメント免 は解ける｡

igh--(Ahh)~l･JCthL･G L

したがってcontractedmobility問題は次のように書ける｡

@[=h (p)･Jgl

ここでcontractedmobility行列 か (p)は次のようになる.

A･(p)-A llIA lh･(Ahh)~1･AhL

- 6 17 -
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7

6

5

4

3

IJx

慮

匪

1
.2
T
P
D
S

2 2.05 2.1 2.15 2.2 2.25 2.3

粒子間隔 r

図 1:2体 resistance問題のスカラー関数 XIⅠ(r;p)を様々な打ち切 りに対 して示す｡ F̀'と

F̀TS'は対応 した解析表現の結果で､ èxact'はJeffrey&Onishil46]の厳密解である｡ここで

示 した手法の結果はp=0,1,- ,11に対 して示 した｡

rZl
この行列は打ち切 りpに依存 し､p- ∞ で厳密になる｡ この逆行列 衷*(p)=(N )-1は対応する

contractedresistance行列で､次のcontractedresistance間蓮を構成する｡

GL=欠暮(p)･@) (83)

行列 h (p)と食*(p)の次元はFT-contractionでは6Nx6N､FTS-contractionでは llNxllNで

ある｡

この contracted問題の実際の計算では､縮約された mobility行列 A を直接扱ったり､それを

(79)式のように陽に分割 したりしたくない｡先に示 した6ステップの手順はこの要求に答える｡ 逐

次法による線形方程式の解法においてはL/G からQを計算する手続きで十分である*40｡

この定式化 とその実装をテス トするために､厳密解 【46】が分かっている2体問題を計算する｡

最初にresistance問題を打ち切 りp=0,1,･･･,11で計算する｡ 図 1は2体 resistance行列を与え

るスカラー関数の一つX子.(r;p)を示す｡打ち切 り次数が p- ∞ の極限で厳密解に収束 している事

が分かる｡ また p=0とp=lでは対応する解析表現と完全に一致 している事が分かる｡解析表現

は Fバージョンは次のように､

xfl(r;0)≡
●40具体的な詳細は論文 [391の付録を参照｡

4r6

4r6-(3r2-2)2
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FTSバ-ジョンは次のように書ける.

xIl'r;1'-響 (-2880･2208r2-260r4-75r6十20rlO)

ここで βは次のように与えられる｡

D=2304-21120r2+55600r4-90600r6+45945r8

-800rl0- 1800r12-900r14十400r16

(J
･Ld)1Jx
I(J
･.
且
一首

糊
耗

0.01

0.0001

1e-06

1e-08

1e-10

1e-12

1e-14
10

粒子間隔 r

(J
･'8
=
d)

T
b

rI
(J
J
d

)

T
L

r
拙
溢

1

0.01

0.0001

1e-06

1e-08

1e-10

1e-12

1e-14

(85)

粒子間隔 r

図 2:2体問題のスカラー関数の誤差｡左はresistance関数 Xt.(r;p)の厳密解 XIl(r;P=∞)か

らの差を､右はmobility関数 xTl(r;P)の高次の結果 x771(r･,P=8)からの差を示すo

この定式化の打ち切 り誤差を定量的に評価するため､resisntance問題の厳密解 との比較 と

mobility問題での高次の解との比較を図2に示す｡この結果からいずれの場合も誤差は r~2(p'2)で

スケールされることが分かるoresistance関数 Ytlや mobility関数y71はこれらと同じ挙動を､その

他の関数はより高次のスケーリングを持つことに注意する｡ つまりこの定式化全体の誤差は大きな

rに対 して 0(r~2(〟+2))となる｡ この次数に対する誤差は次のように理解できる｡最初にmobility問

題を考えるop次の打ち切りの最大誤差は､より高次での(正確な)問題に対する勅 h･(Ahh)-1･勅 L
ノヽ

に存在するt/a(p'1)からの寄与である｡rOというスケーリングを持つ自己部分は､,M hh(と､した

がってその道)にのみ存在するので､9 (p'I)に関する最大誤差はr-(p'2)とスケールされるA lhと
ノヽ

〟 hLの最低次から生 じる｡ したがってmobility問題の誤差は r~2(p'2)でスケールされる｡mobility

問題だけでなくresistance問題でも､剛体粒子に対しては@hは常に既知であり‥免 は未知であ

る｡ つまりresistance問題においても打ち切り誤差は9 (p'l)の寄与から@Jにもたらされ､それは

r-2(p'2)とスケールされる｡ @Iから3 1への最低次の寄与は自己部分であるから､resistance問題の

誤差もr~2(〟+2)とスケールされる｡

3.3 高速化

SDTOSのボ トルネックはmobility行列の反転にあり､それは0(Ⅳ3)の計算コス トが必要であ

る｡ この計算はlubricationco汀eCtionの導入だけでなく､(82)式のような線形方程式の解法でも表
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れる｡したがって我々は線形方程式の解法を改良し0(〃3)よりも早 くする必要がある｡ 我々が示

した [41】ように､共役勾配型の逐次法の応用はこの改良の第一歩である｡StokesianDynamics法

への逐次法の応用は0(Ⅳ2)スキームを与える｡ この計算はmobility行列とカモーメントの ドット

積から構成される｡ この計算が次のボ トルネックになる｡ 高速多重極法は古典的な多重極展開の簡

単な拡張である｡ この方法は先の計算に応用できて､その結果0(N)スキームを与える｡

混乱を避けるためにあらかじめ注意しておくが､ここで述べる0(〃2)スキームや0(〟)スキーム

という用語は逐次法において収束が早い条件での計算コス トに対するものである｡ より正確に言う

と一回の逐次計算に掛かる計算コス トに対するものである｡したがってもし問題を解 くのに例えば

Nαという逐次回数が必要であれば､全体の計算には0(N2)スキームでは0(N2'α)､o(N)スキー

ムでは0(〃1+α)のコス トが必要である｡ 具体的な議論は3.4節で与える｡

3.3.1 逐次解法

まず逐次法についてまとめ､次に今の問題に関する応用を議論する｡ 以下のように与えられる標

準的な線形方程式を考える｡
b=A･x (87)

ここで係数行列 Aとベクトル あは既知で､未知ベクトル∬について解 く｡ 共役勾配型の逐次法

は､係数行列 Aとある任意のベクトルyの ドット積から構成される｡ したがって疎な係数行列な

どA･yの計算が速い場合は大変効率的である｡このことはまた､今の間竃のような密な行列に対

しても速 く収束する場合はこの ドット積のコス トで計算出来ることを意味する｡

線形方程式 (79)を考える.resistance問題に対しては係数行列はJCt､既知ベクトルは@で､3
について解 く｡したがって 3.2.3節で示 した6ステップによる(70)式の計算を使って逐次法を直

接適用できる｡この計算の6つのステップ全てが少 くとも0(〃2)のコス トで計算できるので､全

体の計算もo(〃2)となる｡mobility問題や､移動出来る粒子と固定された粒子が共存する混合問

題では状況は多少異なる｡ しかしこの差は本質的ではなく､これらの問題に対しても同じ6ステッ

プの計算手順で逐次法を応用出来る｡mobility問題とresistance間蓮での逐次回数の詳 しい結果は

3.4.2節で議論する｡

SDTOSで示されたlubricationco汀eCtionは次のように扱う事が出来る｡ そこではresistance行

列は､lubrication行列 L を使って(ルー)~1+Lと近似されるo ここでルーはFTSバージョンなどあ

る打ち切 りでのmobility行列である｡lubrication行列 L は2体の厳密解 [46]から構成される.こ

のlubricationcorrectionにより､一般化されたmobility問題 (49)は次のように修正される｡

(l+.M･∠)･曾 =ルー･9. (88)

これは留 とC に関する一般化された線形方程式である.一般化された線形方程式の､行列の反

転を陽に用いない取扱は可能である｡ そこでは次の二つのタイプの ドット積､つまりM ･砂 と

L･Cが必要となる｡前者は6ステップの手順で､後者 もIubricationの短距離性から0(N)のコ

ス トで計算できるo lubricationcorrectionに関して一つ注意 しておく｡ 最近 SDTOSのlubrication
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correctionの破綻と､それを克服する経験的な処方が報告された【23]｡この処方はLに対 して行わ

れるものであり､望むならばその処方をこの定式化に用いることは出来る｡ ここでは詳細な議論に

は立ち入らない｡

逐次法のバラエティについて簡単に述べておく｡ 一般最小残差法 (GMRES)【81】は広 く用いられ

ている. これは対称行列に適している｡ しかし我々の問題では､生の行列 A でさえ縮約によりわ

ずかに非対称となる｡ 実際 Fr∫バージョンでも､もし各粒子に対 して以下の11要素のベクトル

'(Ux,U.V,Uz,f2,,f2y,f2Z,Ex,,E,y,E,Z,Eyy,E.vz) (89)

と

t(F,,F.V,Fz,T,,T.Y,Tz,S,,,S,y,S,Z,S.V,Y,Syz) (90)

を使うと､SDTOSのmobility行列は非対称になる｡resistance問題では,Ctが直接係数行列となる

が､mobility問題ではA の小行列のある組合せが係数行列となり､一般に非対称である｡非対称

だが正定借な行列に対 しては安定化双共役勾配法 (BiCGSTAB)【91]や類似の手法が適 している｡

本論文の計算ではこの方法を用いる｡ここでは逐次法の詳細には立ち入らない｡代 りに多くの手法

に関して概略 してる本 [95】を挙げておく｡

先に進む前に､現時点でのボ トルネックがどこにあるかを見ておく06ステップの計算はステッ

プ(ii)を除き全て各粒子に対するものであり､したがって0(〟)のコス トである｡一方ステップ(ii)

の計算は〃-1粒子に対する和を含むので､計算コス トは0(〃2)となる｡ ここが現在のボトルネッ

クである｡

3.3.2 高速多重極展開

ここでは高速多重極法 (fastmultipolemethod､以下 FMM)を用いた更なる改良を議論する.

FMM ははじめ Laplace問題に対 して 2次元と3次元で､non-adaptiveセル構造を用いて定式化

され 【33】､adaptiveセル構造に拡張された 【21]｡Stokes流れへの応用は周期境界条件のもとで

Sangani&Mo(1996)[86】によって最初に示された｡

ここでの現実的な目的は自由境界条件のもとでの 0(〟)スキームを作ることであるが､加えて

FMM をより単純な方法で定式化 し実装 したい｡つまりFMM を､先の速度の微係数を用いた粒子

に対する多重極展開を粒子集団に拡張することで再定式化する｡ この点がここでの定式化とオリジ

ナルのFMM 【331やSangani&Mo[861の定式化との違いである｡彼らは球面調和関数を用い､そ

の結果式が複雑で計算コス トが高いが､我々は単純なCartesianモーメントとCartesian微係数を用

い､代数演算だけで計算できる｡ ここではnon-adaptiveセル構造のみ考える｡

3.3.3 FMMの手順

o(〃2)スキームの改良は(ii)の計算､つまり(72)式､あるいは略記すると

サ′′=K ･9
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に対 してである｡ これはN粒子に対する(N-1)和を含む｡カモーメントC はここでは逐次法の

ある試行値 として与えられる(既知である)ことに注意する｡FMM のポイントは粒子を個別に扱う

のではなく､カモーメントLgug)の粒子βと速度の微係数 y′(α)の粒子 αの両方に対 してグルー

プ化を行うことにある*41｡

階層的なセル構造を導入 し､このセル構造の階層間での計算を定式化する｡仝粒子を含む基本セ

ルを階層 0とする｡ 階層 1では､基本セルを23個に分割する｡この分割されたセルを ｢子｣と呼

ぶ｡この分割操作を最高階層 Lmまで繰 り返す｡最高階層のセルを ｢葉｣と呼ぶ｡｢葉｣を除く全て

のセルは 23個の ｢子｣を持ち､基本セルを除く全てのセルはその ｢親｣を持つ｡このセル構造の

中でFMM の手順は二つのステージ､つまり上向パスと下向パスを持つ｡上向パスではあるセルC

に含まれる全ての粒子のカモーメント

Lg(C)-∑sF(XC,xP)･卵 ) (92)
β∈C

が全階層の仝セルに対 して計算される｡ ここでxCはセルCの中心である｡ 演算子SF(x2,xl)はカ

モーメントの原点をxlからx2に移す｡カモーメントの定義から二項定理を用いてSFは求められ

る｡下向パスでは漸化的に速度の徴係数を計算する｡このために演算子Sy(x2,xl)を定義する｡こ

れは速度の微係数を求める点をxlからx2に移すo xlでの微係数はxlでのTaylor展開の展開係

数であるという事実から､その導出は直接的である｡ またここでセルCとその先祖から ｢十分離れ

た｣セルからの寄与からなる速度の徴係数

W(C)-∑K(C,β)･CU3) (93)
PeNC

を導入する｡〃CはセルCに近いセルを意味する｡ この ｢十分離れた｣セルの導入は展開での精度

を保証するためである｡

FMM の具体的な計算手順は次に示す 5ステップからなる:

(i).定義 (92)により葉 L,に対するカモーメントを計算するo

g(i)-∑sF(XL,xP)･卵 )
PeL

ここで粒子に対するカモーメントは既知である｡

(ii).階層 lにあるセルPのカモーメントを階層 l十1にある子セルCから計算する｡

8

9(P)- ∑ sF(XP,xC)･9(C)
CofP

(94)

(95)

この漸化式を用いて､階層 Im-1から2までのカモーメントを計算する.

(iii).(少 くとも)階層 1の W をゼロで初期化する｡ これはこの階層では十分離れたセルは存在 しな

いからである｡

'41tree-codeと呼ばれる手法は､βに対してのみのグループ化を行い､0(NlogN)の performanceを持つ｡tree-codeに

ついては牧野 【108】を参照｡
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wP 〟 〟 〟 〟 〟 〟
〟 〟 〟 〟 〟 〟

wP 〟 〟 C 〟 W 〟
〟 〟 I〟 〟 〟 〟

wP 〟 Ⅵ′ 〟 〟 〟 〟
〟 〟 〟 Ⅵ′ 〟 〟

wP wP wP wP

図3:2次元でのセル構造｡セルCに対する十分離れたセルはW､近いセルは〃とした｡セル

Cの親セルPから十分推れたセルでその子がWではないセルをWPとした｡

(iv).親の W (P)からW (C)を計算する｡

W(C)-sv(xc,xp)･W(p)･∑K(C,W)･9(W)
WC

(96)

ここで WCは､Cと同じ階層にあるセルの中で 〃Cではなく､その親が 〃Pであるものである｡

つまり右辺第 2項は 拶′(P)には含まれなかった寄与である｡図 3に2次元の場合の状況を示

す｡この関係を使って階層 2から Im にある全てのセルに対 して W を計算する｡

(V).近いセルに含まれる粒子からの寄与を加え､粒子 αに村する速度の微係数を求める｡

y′(α)-sv(xα,xL)･W(i)･ ∑K(α,β)･卯 )
β∈NLJg≠α

(97)

(91)式の直接計算をこの 5ステップの手順で置き換えることで 0(〟)スキームを得る｡

ここで SFによるC の変換は厳密であることに注意する.つまりステップ(i)と(ii)には近似は

ない｡ したがって上向パスで計算 された値は定義 (39)から直接計算 された値に (有効桁の範囲で)

厳密に一致する. これはプログラムのよいテス トになる｡

3.3.4 コス トの見積 り

上に示 した non-adaptiveFMM スキームの計算コス トを大まかに見る. ある逐次ステップの試行

値 として全ての粒子に村するカモーメントを与えて速度の微係数を求める計算は､各ステップを次

のようなコス トで実行される:

(i).葉 L,に対する (94)式の計算は0(N)のコス トで計算 される｡

(ii).階層 Im-1から2のセルに対する (95)式の計算は 0(8nc)のコス トで計算 される｡ここで nc

はセル構造に含 まれる全セルの数である｡
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(iii).階層 1での汐′の消去は0(1)のコス トで計算される｡

(iv).階層 l=2からLm のセルに対する(96)式の計算は0(nc(I+nw))のコス トで計算される. こ

こでnwはあるセルに対する十分離れたセルの数である｡

(V).全粒子に対する(97)式の計算は0(N(1+nL))のコス トで計算される. ここで nL,はある葉セ

ルに含まれる粒子数である｡

粒子数Nが大きい時ステップ(iii)のコス トは無視できる｡ 十分離れたセルの数 nwはNに関して

一定である. 全てのセルの数 ncと､ある葉セルに含まれる粒子数 nLは次のようになる｡

ん.

nc-∑ 8[-聖 上
td 7

〟

nl･完 訂

(98)

(99)

ここで粒子の配置が基本セルの中で一様であることを期待 した｡Im を固定 した場合､N2でスケー

ルされるステップ(V)のコス トがNの大きな時支配的になる｡一方 Im を以下のようにとると､

ImR31ogN (100)

ncは0(N)､nLは0(1)となる｡ したがってステップ(ii)と(iv)､(V)の計算コス トはNでスケー

ルされる｡つまりカモーメントC による全ての粒子に対するy′を0(N)のコス トで計算できる.

3.3.5 打ち切り

3.2節で議論 した粒子表面の力密度の中心での展開と､FMM での粒子の力密度のグループ中心

での展開は､原理的に独立である｡3.2.5節で見たようにp次の打ち切 り誤差は0(r~2(p十2))である｡

これは距離 rが多大きいほど精度が良く､最大誤差は最小間隔の粒子対に対 して起こることを意味

する｡

FMM の展開では､よい精度を得るためにある条件を課す必要がある｡ このために(93)式に〃C

を導入し､(96)式のセル W C を〃C によって以下のように定義した;

｡W C はCと同じ階層にある｡

●wCの親はNPである.

｡wC は〃C ではない｡

この定義から､Cの十分離れたセルと､Cの先祖の十分離れたセル､Cの近いセルによって基本セ

ルが過不足なく覆われる｡ 典型的な〃C の定義はC自身を含む最近接セルであり､最大 33個とな

るo nsを最も近い十分離れたセルまでの間にあるセルの数とするとこの状況はns=1となる. こ

の選択が唯一でないことに注意する｡ 例えば〃CとしてCの 5倍の長さを持ちCを中心とする直

方体の内部に含まれるセルととることも出来る(ns=2に対応).この場合 NCは最大 53個のセル

を持ち､その結果はより精度のよいものとなる｡
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図4:セル構造で､〝∫=1の場合の､最も精度が悪くなる3次元での点の配置｡点ClとC2は

長さLのセルの中心で､それらはお互いに十分離れている.点PlとP2はセルC1とC2から

最も離れた点である｡PlとClの距離とC1とC2の距柾の比は 帝 /2(ns+1)である｡

一般に多重極展開の誤差は打ち切 り次数と長さの比 r/Rで特徴付けられる.ここで rは源と展開

点の距離､Rは展開点と観測点の距離である｡FMM ではこの比は n∫によって次のように決めら

れる｡

r 帝
- く

R ~2(ns+I)
(101)

ns=1の時の最 も精度の悪 くなる状況を図 4に示す｡ もし(93)式でカモーメン トをq次で打ち切

ると､n･m,qとなるK',Z-'は無視でき､最大誤差は (帝/2(ns･1))q'1でスケールされる. した

がって FMM の打ち切 り誤差は rに独立である､つまり粒子の配置によらない｡

1

0.1

糊 0.01
拡
東

軍 0.001
e
貰 0･0001

1e-05

1e-06
10

粒子間隔r

図5:XIlのp=1での相対誤差を､距離
rに対してプロットしたもの｡'direct'

とある破線は(85)式のXt1(r;P=1)の

相対誤差で､rの大きなところでr~4と

なる｡

100

(o
ot=

J
)

相
槌
安

寧

1

0.01

0.0001

1e-06

1e-08

1e-10

1e-12

1e-14
1e-141e-121e-101e-081e-060.00010.01 1

スケール因子 (n,+1)lL/'L)

図 6:Xf.の相対誤差をスケール因子

(ns+1)~(q'l)に対してプロットしたも

の｡実線はこのスケーリングを示す｡

現在のスキームの経験的な誤差を見積 もるために､2体 resistance問題を解 く｡ここで展開点は
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図 4に示す最悪の状況を用いる.以下のように定義 したスカラー関数Xflの相対誤差を計算する.

lxIl]F""(r･,p,q,ns)-xIl(r;∞)

Xtl(r;∞)-1
(102)

ここで囲F""(rip,q,ns)Eょo(N)スキームによる結果であるO分母の 1は 1体の寄与､つま

り無次元化 された Stokes抵抗である｡ 図 5にβ=1での相対誤差を示す｡rの小 さいところで

は X:.(r;p=1)自身の誤差が支配的であるが､rが大 きくなるとrによらない FMM の誤差が

支配的になる｡ 図 6は p=2,- ,5を含む様々なパラメータでの､r=100での相対誤差 と因子

(〝∫+1)-(叶 1)とのプロットである｡

これら二つの領域の移 り変る距離は､qとnsが大きくなると大きくなるO標準的なパラメータ

ns=1とq=2(p+2)を選ぶ時､この移 り変 りはp=1に対 してr=4のまわりで起きる･,これは

粒子の最小間隔が r=4よりも小さい比較的濃厚な粒子配置に対 しては0(〟)スキームは0(〃2)ス

キームと同じ程度の精度の解を与えることを意味する｡ 一方､希薄な粒子配置に対 しては0(〟)ス

キームは0(〃2)スキームよりも精度の悪い解を与えることになる｡ この場合､o(〃2)スキームは

大変高い精度を持つ｡

3.2節の展開とFMM の展開は概念的に異なることを注意する.(72)式では､n≦p+2かつ

m≦p+2に対するK ('zJ")､つまりK (p'2･p'2)まで考慮する｡これは得られるmobility問題 (70)が

解を持つためである｡

3.4 計算結果

ここで､実際に0(〃2)スキームと0(〟)スキームを使って､そのパフォーマンスを確かめる｡ 以

下に示す計算は全て 550MHzのPentiumIIIプロセッサが 2基､メモリが 1GB載ったFreeBSD

の走るパソコンで行った｡プログラムはPentiumプロセッサに最適化されたGNUCコンパイラを

使ってコンパイルした｡

3.4.1 ベンチマーク

最初はmobility問題 (81)やresistance問題 (83)などの物理的な間蓮ではなく､(70)式を直接力

モーメントを与えて計算する. 図7はp-1の場合の計算に掛かったCPU時間である｡0(N2)と

ある結果は3.2.4節の6ステップの手順による逐次法を用い､0(〟)とある結果は逐次手順のステッ

プ (ii)の計算の (94)式を(97)式に置き換えた5ステップFMM 手順を使った結果である｡0(〃2)

スキームの CPU時間が N2でスケールされることが分かる｡ F̀TS'と書かれた結果はDurlofsky

&Bradyl29]に示された mobility行列を陽に計算 した結果である.0(N2)スキームの打ち切 りp

に対する一般化により余分なコス トが掛かっている｡FTSスキームが N2スケーリングとなる理

由は､ここでは物理的な問題を解いていないので行列の反転が一切含まれないためであるolm を

固定 した場合の0(N)スキームには､CPU時間がNに対 して一定な領域と､N2でスケールされる
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図 7:(70)式の一回の計算に掛かるCPU時間を､粒子数〃に対して示す｡これらの計算

の打ち切り次数はp=1､つまりFTSバージョンと同じである.FMM の打ち切り次数は

q=2(p+2)､十分離れたセルまでのセル間隔はns=1､最大階層数はLm =2,3,4,5とした｡

｢打 ∫バージョン｣は比較のための元のStokedianDynamicsによる結果である｡

領域がある｡ この移り変 りは0(〃2)のコス トを持つステップ(V)の近いセルに対する粒子間の直接

計算が､0(NO)のコス トを持つセルに対する計算よりも支配的となる所で起こる｡3.3.4節で示 し

たように､〃が大 きな時は系を(100)式のようにより細かいセルに分割する必要がある｡ 実際図 7

は､Im に関するCPU時間の移 り変 りがN彩10Lmの辺 りで起こり､色々な0(N)スキームに対する

包絡線がほとんどNでスケールされることを示している.同様の振舞は高次バージョン(p>1)で

も見られる｡

3.4.2 物理的な問題

次に物理的な問題を計算する｡図 8は間隔が r=3の単純立方格子上に配置 した粒子に一定の

力をかけた場合の平均落下速度である｡この計算では､FMM の打ち切 り次数をq=2(p+2)､十

分離れたセルまでのセル間隔をns=1とした.落下速度は全てN2/3に比例 した;もしこの粒子集

団が同じ大きさの一つの物体だとすると､落下速度はNでスケールされる掛かった力とNl/3でス

ケールされる物体の大きさに比例する抵抗係数の比で与えられるo 各pに対する0(N)スキームと

o(〃2)スキームの差は0(〃2)スキーム自身の誤差と同じオーダーである｡

これらの物理問題では､線形方程式を解 く必要がある｡ 逐次法を用いるとき､計算全体に必要な
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図 8:間隔がr=3の単純立方格子上に粒子を配置した場合の平均落下速度｡速度は 1粒子の

落下速度でスケールしてある｡

コス トは逐次回数 叫 に比例する｡どのような問題でも､図7に示した(70)式の一回の計算にかか

る時間の 〃J倍のCPU時間が必要である｡なぜならばmobility問題でもresistance問題でも､また

混合問題でも､(70)式の計算が必ず核に含まれるからだ｡逐次法の中での収束の状況を見るため

に､粒子間隔が r=3.0と2.2の単純立方格子の粒子配置とランダム配置に対 してmobility問題と

resisntance問題を解 く｡ ランダム配置は一辺がrNl/3の直方体の領域に対 して一様乱数によって粒

1

0.01

0.0001

稚
g le_06

1e-08

1e-10

0 50 100 150 200

逐次回数

図 9:〟 = 200に対する逐次法の残

差｡'Mob'と'Res'はそれぞれmobiト

ity問題とresistance問題を表す｡'SC'

と'RD'はそれぞれ単純立方格子の粒

子配置とランダム配置を表す｡
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問題 mobility resistance

粒子配置 単純立方格子 ランダム 単純立方格子 ランダム

間隔r 3.0 2.2 3.0 2.2 3.0 2.2 3.0 2.2

〃=4 3 7 4 11 5 6 19 42

〃=8 3 6 5 10 5 6 30 59

〃=10 5 12 5 14 27 65 27､ 67

〃=20 5 15 6 11 44 259 40 116

〃=40 5 7 6 9 43 115 56 158

〃=80 6 11 6 7 72 427 69 101

〃=100 6 12 6 7 79 795 76 131

〃=200 5 8 6 7 90 214 114 176

〃=400 5 8 6 118 3.19 133

〃=800 5 8 6 133 380 171

〃=1,000 5 8 6 186 680 202

Ⅳ=2,000 .5 180 200

〃=4,000 5 378 289

〃=8,000 5 482 412

表2:mobility問題とresistance問題で､粒子間隔がr=3.0と2.2の単純立方格子の粒子配置

とランダム配置に対して､E=10~6の精度での逐次解法に必要な逐次回数をを示した｡FMM

に対するパラメータはp=1,q=6,nJ=1とした｡(空欄は計算していないだけである｡)

子を配置 し､重なった場合を除いて構成 した｡図9は〃=200に対する逐次回数を示す｡mobility

間速の方が resistance問題に比べ速 く収束することが分かる｡表 2は精度 10~6に必要な逐次回

数である｡mobility問題については逐次回数は〃 に依 らず､0(〟)のコス トで解 くことが出来る｡

一方 resistance問題については 〃が大 きくなるにつれて多 くの逐次回数が必要となる｡ 図 10は

resistance問題に関する逐次回数である｡ 高い精度 E=10-6では逐次回数はおよそNl/2で増加 し

ているようであり､低い精度 E=10~3ではlogNか､少 くともNl/2よりは少い回数で増加 してい

る｡ したがって resistance問題を解 くのに必要な計算コス トはβ(Ⅳ3/2)と予想される｡

3.5 SDTNGの結論

低 レイノルズ数の流れのもとで自由境界条件での剛体球形粒子の流体力学的な相互作用につい

て､実空間の多重極展開を用いて定式化 した｡一般化されたmobility問題を導出した｡これは原

理的には任意の次数で､カモーメントを速度モーメントに関連付ける｡この定式化では､速度モー

メントを速度の微係数を使って計算 した｡この結果､単純 (で､ある意味自明)な定式化 となった｡

SDTOSでFaxinの法則が使われたことが､恐らくFTSバージョンまでしか定式化出来ていなかっ

た理由の一つである｡FTSバージョンは､ここでの定式化の一次での打ち切 りに相当する. ここ

での定式化ではFax血 は使われていないが､暗黙のうちにそれを含んだ定式化になっている;流体

速度の乱れを粒子表面で積分することは､ここでの定式化とBatchelorl6]に示されるFaxgnの法

則の古典的な導出の両方で行われており､少 くとも数学的には同じである｡正則な問題を得るため
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には､カモーメントと速度モーメントを適切に縮約することが本質的である;この縮約が､SDTOS

の拡張のもう一つの障害であったのだろう｡ この障害を克服するために､力や トルク､ stresslet､

並進速度､角速度､rate-of-strainという物理的な量を直接使わず､カモーメントと速度モーメント

という数学的な量を使った.適切な縮約に村する系統的な定式化により､FTSでの障害は無 くな

り､高次への拡張は直接的になった.この定式化によって､SDTOSの一つの困難は克服された.

高次のp=11までの結果を陽な結果を示した.

sDTOSのもう一つの困難である計算スピー ドの改良についても示した.線形方程式の解法に逐

次法を用いることで 0(〃2)スキームを定式化 した｡速度モーメントを速度の徴係数を用いて計算

しているため､高速多重極法 (FMM)を､古典的な多重極展開の自然な拡張として単純な形で定式

化できる｡non-adaptiveFMM による0(〟)スキームを示した｡このFMM の定式化では調和関数

や三角関数は必要無い;これはFMM のオリジナルの定式化 【33】やそのStokes流への応用 【86】と

の違い(であり長所)である｡

これらのスキームのパフォーマンスは､一般化されたmobility問題の一回の計算に対 してテス

トされた｡この計算はmobility問題やresistance問題を解く際に常に含まれる｡ この計算に掛かる

CPU時間は､0(〃2)スキームでは〃2でスケールされ､0(〟)スキームではnon-adaptiveセル構造

の階層をlog〃 と選ぶことで 〃でスケールされる｡ これらのスキームを用いた現実の問題の計算

は､最大〃=400,000粒子に対 して行われた｡mobility問題については逐次回数が少く､0(〟)ス

キームを用いて Nでスケールされるコス トで計算できることが分かった.一方 resistance問題で

はより多 くの逐次回数が必要で､高い精度 E=10~6では0(N)スキームを用いるとN3/2の計算時

間が必要となるようだ;ここで0(Ⅳ2)スキームを用いると計算時間は0(〃5/2)となるが､いずれも

sDTOSのコス ト0(〃3)よりは少い｡ここでは逐次法に対する前処理は何も使っていないことに注

意する｡これは恐らくこの状況に有効であろうと思われる｡

この0(〟)スキームによって､流体中の大きな粒子集団に対する詳細な流体力学的相互作用が

計算できるようになる｡ 幸い､自由境界条件での興味ある問題､例えば粒子集団の落下による崩

壊 【71】やず り流れによる崩壊 【47】などはmobility問題であり､0(〟)スキームで0(〟)のパフォー

マンスが期待できる｡

FMM のadaptiveバージョンはここでは述べなかった｡しかしこれは実際の動的な現象の研究に

対しては重要である｡なぜならば普通それらの系は構造やパターンを作 り､そのためnon-adaptive

バージョンのFMM では良いパフォーマンスが期待できないからだ｡

4 残された問題

以上で私の手持ちの話題は全て紹介し終った｡以下ではここで紹介した手法のこれからの展開､

発展､あるいは野望について､物理と計算手法に分けて見ていく｡
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4.1 物理としての未来

4.1.1 lubricationcorrection

この 1ubricationcorrectionの問題は､自称 ｢StokesianDynamics三不思議｣の最後に残ってい

るものだ｡SDTOSのlubricationco汀eCtionに対しては単に ｢必然性が示されていない｣という弱

い批判に加え､最近 Cichockietal.(1999)[23]が拡散係数の計算での3体効果でこの lubrication

co汀eCtionが破綻すること､またその解決法を理論的な正当化なしにではあるが示した｡SDTOSの

方法とは別のアプローチによるlubricationco汀eCtionの導入がSangani&Mo(1993)【85】に示され

ている｡ そこではIubricationco汀eCtionを接近する粒子のgapの中心での多重極で表現 している｡

しかしそこでも､Iubricationとして評価する寄与を指定するパラメータは経験的に決められるに過

ぎない｡本論文で示した高次モーメントを使ったスキームは､2粒子だけでなく3粒子やより多 く

の粒子系にたいしても正しい相互作用を与える｡したがってこの問題に関する理論的な背景や､正

しい処方を与えることが期待される｡

高精度の結果を少いコス トで計算する方法としての lubricationco汀eCtionの正当化 とは別に､

stokes流れでの lubricationの持つ疑問をもう一点挙げてお く.｢粘性流体中で粒子の衝突がどう

おこるのか?｣という問いは本質的な､しかし難しい問題だ｡流体の連続体記述を用いる限りは､

lubricationの効果によりすき間Eに対して 1/Eの抗力が生じ､接触は妨げられる. 粒子慣性が大き

くなり､また流体粘性が小さくなる場合､例えば低い流速の流動層でさえ粒子の接触や衝突は生 じ

ている｡ 連続体記述を放棄して小さいscaleでは流体を分子運動論的に扱うアプローチは､例えば

Sundararajakumar&Koch(1996)[90]がある｡

4.1.2 粉体流､流動層､その他

これまで一般的に流体が強 くcoupleする物理現象は解析手段がない､あるいは複雑であるため

に流体力学の専門家以外からは敬遠されて来た｡ここで紹介した計算手法は流体現象の中でもごく

限られたStokes近似に対するものであるが､応用対象として考えられる問題を列挙する｡

｢粉体 (granularmaterials)｣が近年物理の分野で研究されている.一般に粉体はsuspension粒子

よりも大きくて重 く､第ゼロ近似として空気の影響が効かない状況は広 く研究されている｡ その文

脈で ｢きれいではない問題｣として残されているものが ｢流体の効 く粉体の問題｣である｡ 例えば

鉛直に立てた細管の中に粉体を流すと一様には流れず密度波が生じる. この現象は明らかに空気の

影響である｡zero-Reynolds-numberの解析を安直に適用することは議論の余地が大いにあろうが､

第-近似としての方向性は与えられるはずだ.

流動層は流体と最もcoupleした粉体と言える｡ 高速流動層などは考慮の対象外 となるが､流入

流速の小さい状況に対 しては､本手法は現在広 く用いられている2流体モデルなど巨視的なモデル

の基礎付けとして有意義な寄与を与えうる｡ 流動層の粒子スケールでの挙動は､実はそれほど明ら
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かになっていないo実際低速で観測されると言われる一様流動状態では粒子は静止 している場合が

観測されている[68]｡

粉体を離れてまず挙げられるのは､生体分子やDNA､面状に構成 した分子である膜､線状に並

んだ分子である高分子などの媒質流体中での問題である｡ これらは古 くから研究されてきたが､流

体の多体効果が正 しく扱われてきたとは言えない｡また生物の運動､特に水中の微生物や動物の問

題もある｡ 最近注目されるmicro一machineなどの微細な系は当然流体以外の寄与が重要な問題もあ

ろうが､一般に環境の影響をより強く受けるため面白い現象があるかもしれない｡

このようにまだまだmicrohydrodynamicsにフロンティアはあると思っている｡

4.2 計算手法としての未来

3節で紹介 した数値手法は､そこで述べた通り素朴なもので何ら特殊な仮定などを用いていない｡

これは汎用性をはじめから意識 した結果である｡ この手法の今後の発展としてmicrohydrodynam-

icsの中での応用に加え､流体に限らない一般の線形方程式で支配される問題への応用がある｡例

えば線形弾性論や､Laplace問題である完全流体の渦無 し流れ(bubblyliquids)､完全流体のvortex

dynamics､重力多体系などが考えられる｡ 以下ではそれぞれの問題の支配方程式を陽に書き､3節

で紹介 した数値手法が形式的に応用可能なことを見る｡

4.2.1 線形弾性論

FMM の応用は､特に国内では弾性論の問題において進んでいる｡ 最近､弾性論の境界要素法

とFMM に関する新 しい成書 [1071が出ている｡ 実際に私 もFMM の勉強の当初､この本の著者

の一人である福井卓雄氏の日本語で明快にまとめられたweb上のノー ド42を見付け､大変参考に

なった｡

線形弾性論の支配方程式はNavier方程式である｡

o=IL∇2u+(i+〟)∇∇･u+pb (103)

ここでuは変位､FLと^はLame定数と呼ばれる物質定数､pは密度､bは単位質量当たりに働 く

体積力である｡Green関数はKelvin関数と呼ばれ､3次元の場合は次のようになる｡

Jt;(r,-走 去長 く(̂･3p,61･jI(̂･P,管 ) (104,

KL;･,A(r,ニー去 古志 (p(-6ij号 十号 6jk十号6ik)･3(̂･〃,竿 〉 (105,

前者はsingle-1ayerpotential､後者はdouble-1ayerpotentialであるoこれらを用いて変位 uの積分

'42http://taku3.anc-d.fukui-u.ac.jp/tak/project/fasLbemj.html
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ui(X,--LdSO,lJL;(X一- ,+KJFk;t･(X-y,njO,ukO,]

+〟I,dVO)J,;(x-y)bjO)

表現が得られる｡

(106)

ここでtlひ)は表面 S上の点yでの法線ベクトルで､体積 Vの方向を正とする.

線形弾性論 とStokes流れの支配方程式である(103)式 と(5)式との類似性は明らかだ｡しか

し(106)式と(36)式の類似性は分かりにくい｡それは簡単のためにStokes流れで剛体条件から

double-layerpotentialをはじめから省略 したためだ｡(36)式を一般的に書 くと次のようになる｡

ut･(x,-忘LdSO,lJL･j(X-y,fjO" 2pK･･jk(X-y,njO,ukO,] (107,

ここでJ(r)は(6)式で与えられたOseenテンソル､K(r)はpointfbrceの作るstressに対応 し､次

のように与えられる｡

Kijk(r)--3三苧 (108)

この一般化は3節で示した定式化の困難とはならない.double-1ayerpotentialの表面積分の粒子中

心での展開からは､カモーメントではなく速度モーメントが出てくる0

4.2.2 bubblyliquids

1.1.1節でNavieトStokes方程式のStokes近似の逆の極限に完全流体があり､そこには渦無 し流

れとvortexdynamicsがあると言った｡この完全流体の渦無 し流れでの多体問題が bubblyliquids

として議論 されている液体中の気泡の問題だ｡この間題 もStokes流れの剛体粒子の suspension

と類似の状況にある｡つまり当初 2流体モデルのような巨視的なモデルの構築が妥当な構成方程

式や平均操作によりなされ､その後色々と問題点が指摘され､確実な足場 (粒子スケール)から

の組み立てを試みている｡ 多体相互作用の計算法は､Sangani皮Didwania(1993)[84】やSmereka

(1993)[88]､Yurkovetsky&Brady(1996)[97]がある｡

colloidalsuspensionに村するStokes近似のように､bubblyliquidsに村する渦無 しの仮定は必

ず しも自明ではない｡Sangani&Didwaniaや Yurkovetsky&Bradyによるとこの点に関しては

Moore(1963,1965)'43が議論 し､渦は気泡表面の厚さ0(Re-1/2)の境界層に閉じ込められ､気泡背

面での渦の剥離はなくwakeの大きさも0(Re-1/4)程度である｡この点は剛体と気泡や液泡との大

きな違いである. Kok(1993)+44が2体問題に対して理論と実験の具体的な検証を行い､渦無 し近

似の正当性が確認され､一方界面活性剤により表面の流動が阻害される場合渦無し近似が破綻する

+43D.W.Moore,Theboundarylayeronasphericalgasbubble.J.FluidMech.(1963)16,161;ThevelocityofriSeof
distortedgasbubblesinaliquidofsmallviscosity.L'bid(1965)23,749.

'44J.B.W.Kok(1993),Dynamicsofgasbubblesmovingthroughliquid.PartI.Theory.EurJ.Mech.B.Fluids12,515,

PartII.Experiment.ibid541.
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ことが示された､とある｡現実には存在する粘性力や気泡の衝突についても議論が残っているよう

である書45｡

一般にベクトル場 u(x)はHelmholtz分解､つまり渦無し流れと湧き出し無し流れの和で書ける｡

〟(∫)=∇¢(∫)+∇×A(∫) (109)

ここで¢とAはscalarpotentialとvectorpotentialである｡ 実際に前者は渦無し(rot∇¢=0)であ

り後者は湧き出し無 し(div∇×A=0)である｡ ここで考えるのは渦無し流れなので流体の速度場

はscalarpotential¢を使って書ける｡

〟=∇¢

非圧縮性からscalarpotential¢はLaplace方程式に従う｡

∇2¢=o

Laplace方程式 (111)のGreen関数は
11

JL(r)=G 7

である｡Greenの定理から積分表示は次のように与えられる｡

紳 )--fdSO,(JL(x-y,n･uo,｣vJL](x-y,･nQO,)

気泡 αの表面の境界条件は､気泡の速度 Uαと法線ベクトルnを用いて次のようになる｡

〝･∇¢=〝･〃α

(110)

(11 1)

(112)

(113)

(114)

このように境界値問題としての渦無 し流れはLaplace問題で､多体問題の構造はStokes流れと同

様である｡ ここには完全流体の支配方程式であるEular方程式､つまりNavieトStokes方程式 (2)

で〃を0と置いた式の非線形性は現れていない｡しかし時間発展にその非線形性は効いて来る｡

4.2.3 vortexdynamics

FMM など多体問題の計算手法の問題の具体的な対象として､Laplace問題に次いで古 くから

取 り上げられている問題にvortexdynamicsがある｡ これは完全流体の渦運動であり､Saffmanの

本 [831がある｡Lindsay&Krasny[64】の仕事はvortexdynamicsに本論文の考えを(独立に)適用

したものであると言える｡ つまり球面調和関数を用いるのではなく､素朴に微分展開で定式化を行

う方向である*46｡ そこでは高速化に関してはtree-codeを採用している｡

湧き出し無 しとして速度場をvectorpotentialで書 く｡

u(x)=VxA(x) (115)

●45当然､これは部外者である私の偏見かもしれない｡

◆46RobertKrasny氏にはAPS/DFDOOで私が発表した後声を掛けて頂き､彼の仕事を教えてもらった｡その際頂いた投

稿中の論文を読んで驚いたが､本当に私の考えてたことの渦ダイナミクス版､tree-code版であると言える｡
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rotationを作用させるとpotentialAに対して次のようなLaplace方程式を得る｡

∇2A(x)=-u(x)

ここでu=Vxuである｡ したがって体積積分でPotentailは次のように表せる｡

A(∫)=∫
rotationを作用させて速度場の体積積分表現

〟(∫)=

を得る｡ここで積分核 JVは

dV(ブ)JL(x-y)uo)

dVb)JV(x-y)×ub)

1r

JV(r)=一石 声

(116)

(117)

(118)

(119)

である｡ 以上からpointvortexは流体の流れに沿って運動するとすると運動方程式は次のように

なる｡

Uα-∑ JV(xα-xP)×bj (120)
β≠α

ここで(㌦ はpointvortexβの強さである｡pointvortexの場合は境界条件を解 く必要がないので

microhydrodynamicsよりも単純である｡

4.2.4 重力多体系

重力多体系は質点と見なした星のつくる重力ポテンシャルを求める問題としてはPoisson問題そ

のものである｡ 質点の運動方程式はⅣαを質点αの速度､誹 を質点βの質量､JGを万有引力とす

ると次のように書ける｡ 〟
芸Uαニー∑JG(xα-xP)r# (12.)

α≠β

ここで核 JGは次のように書ける｡

JG(r)-G; (122)

ここで求めたいのはvortexdynamicsの場合と同様に境界値問題を解 くのではなく､与えられた質

量 (〝省 を持つ質点のある瞬間の質点配置 (∬α)に対して(121)式の右辺､つまり力である｡計算の

ボ トルネックは〃粒子に対する〃個の相互作用である｡microhydrodynamicsと違い､境界条件に

関する線形方程式を解 く必要が無い｡したがって直接 FMM を応用することになる｡ 重力多体系を

質点で表す場合 FMM で計算するべき土台はmicrohydrodynamicsでのp=0の式と言える｡ 一般

に質点の配置は特殊な対称性を持たないので､ここではreductionに神経を使う必要がない｡

実は本原稿執筆中に､この原稿に先立つ本シリーズの牧野淳一郎氏による論文 ｢重力多体系の数

値解析｣[108]が牧野さんのwebで公開された｡その原稿を読んで両者が大変密接に関係 している

- 63 5 -



市来 健吾

事を認めた'47. 特に牧野さんの第7節 ｢計算手法一空間領域｣とここでの第3.3節 ｢高速化に向け

て｣の関係は興味深い｡これはある読者 (例えば重力多体系の研究者や非専門家)には ｢FMM の別

の問題への応用｣と見えるかも知れない｡しかしそう読まれる事は､少 くとも本論文にとっては本

意ではない｡第3節でも繰り返し述べた通りここでのFMM の定式化と実装は既存の手法の単なる

応用ではなく､｢単純な物理は単純に実装 しよう｣というこの論文での主義にしたがったFMM の

再定式化である｡ 著者としてはここに何らかのsomethingnewを示 したつもりであり､読者にもそ

れらを見出していただきたい｡この対比で私が強調したいのは ｢簡潔性｣の意味である｡computer

にとっての簡潔性と､人間にとっての簡潔性は明らかに異なり､また人間にとっての簡潔性 もそ

の視点により異なる｡ここで示 した定式化はcomputerにとって簡潔であり､人間にとっては確か

に冗長であるが､ある意味で簡潔である｡重力多体系のアプローチ (や､あるいは伝統的なFMM)

と､ここで示 した冗長だが単純なアプローチの比較は､機会があれば是非行いたい｡

5 まとめ

この原稿は大部分が私の論文 【39】の日本語訳であると同時に､私がこれまで集めた知識を現時

点ではじめから終 りまで一通 り並べて見たものでもある｡ ここで示 した議論は大きく二つのレベ

ル､microhydrodynamicsの物理に関する議論と､数値手法に関する議論に分けられる｡｢本シリー

ズ｣は本来後者に関するものだが､はじめに断った通りここでは意識的に前者に関する議論にも多

くのページを割いた｡この点に関してはこの文章を読まれた識者の方から ｢ここは間違っている｣

とか ｢ここはこうだ｣など教えて頂ければうれしい｡また長々と書いたこの駄文が ｢何だこんな事

も分からんのか｣という批判でも良いから一つの契機になり､microhydrodynamicsの研究が再び

活性化してくれれば大変うれしい｡

二つのレベルの議論のうちの後者､つまり数値手法に関してはここで更に主張したい｡以上見て

来たように､一般に ｢多体問題｣と呼ばれるカテゴリーの問題は紘一のframeworkで相互作用､つ

まり力やポテンシャルを計算できる｡ 本論文の定式化は､支配方程式の線形性を除き流体力学の

特性や問題の特殊性に一切よっていない｡また粒子に対 して点電荷や質点､pointvortexのような

point近似は行っていない｡そこでは粒子の有限サイズ効果も積分方程式と適切なモーメントを用

いて一般的に定式化された｡重力多体系が質点を扱い調和関数を用いる事は当然とるべき最適化

の道であるが､それゆえより一般的な問題､例えば非 Laplace問題にはたとえ多少の修正を施す

事で適用可能ではあっても直接応用する事は難 しい｡異なった二つの物理的な問題の計算手法を

扱った牧野氏の論文 【108]とこの論文の類似性は注目するべきだ｡この類似性からある統一的な

frameworkの存在を､物性に限らない物理研究者､あるいは物理にすら限らない広い分野の研究者

に認識 してほしい*48｡ ここで紹介した私自身の研究の過程で強く感じたのは､各分野で ｢独立｣に

'47実は2000 年3月に総研大で開催された ｢天体力学N体力学研究会｣で牧野さんには個人的にFMM に関して質問し

て､色々教えて頂いた｡

'48 何だかgeneralistVSspecialistという対決の図式を勝手に作っ(て､specialist批判をし)たようだが､一番大切な点

は ｢絶妙なバランス感覚｣だ､と最近思う｡
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類似の努力が行われていることである｡このこと自身には悪い点ばかりではなく良い点もある｡ 実

際､応用ばか りしては生産的なsomethingnewの発見は限られる｡ しか し程度を越えた独立化や専

門化 も問題である｡粒子系のシミュレーションに長けた重力多体系研究者の方々には星だけが物理

ではない事を､流体物理の研究者の方々には流体だけが物理ではない事を､粉体の研究者の方々に

は粉体だけが物理ではない事を意識 して頂 き､一方 computer科学者には例えばどの逐次法がどの

問題に適 しているのか､この問題にはこの手法を使うと最適に問題を実装できるなど､広 く物理で

議論 されている様々な具体的な問題に対 して目を向けて頂ければ､この frameworkが生産的な結

果を生み出す土壌になると信 じる｡ 言うまでも無いことだが､これらは極度に専門化 してしまった

私 自身に対する言葉でもある｡
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