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Divergence-freeWKB法(3次の代数方程式に基づくWKB法)

1 はじめに

WKB法は､作用が定数 hに比べて十分大きい極限での量子力学的諸量の数学的記述を与え､それゆ

えに､量子力学と古典力学の関係を示すものである｡WKB法は量子力学の誕生直後に提案され､その

後､現在に至るまで物理及び化学での多くの分野に亙って幅広く適用されてきた [1,2,3,4]｡量子力学

的粒子の波動関数は､位置と運動量の不確定性のために､古典力学では粒子が存在しえない領域 (古典

禁止領域)においても､ゼロでない値を持ち得る｡WKB法でもこのことは説明できる｡ところがWKB

法では､古典的転回点で､波動関数が発散してしまう｡この発散は､WKB法が特異摂動法に基づく事

に起因している｡特異摂動法によると､ゼロ次解は発散しないが､1次以降の解はすべて特異点で発散

し､しかも高次ほど発散が強くなる｡WKB法ではゼロ次解を古典的軌道にとるために､古典的転回点

が特異点になってしまう｡そのため､波動関数はhのオーダー(i)refactor)以降が古典的転回点で発散

し､古典的転回点近傍では､量子補正に失敗するのである｡

特異摂動法の枠内で､古典的転回点近傍での量子補正の効果を正しくとりいれていくには､ゼロ次

解に量子補正を繰り込めばよい｡本論文では､この繰り込みをWKB法の自然な拡張として実行する

方法を提案する｡この方法により､量子補正された転回点､量子補正されたエネルギー量子化条件が導

出できる｡この方法のもう1つの特長は､この方法が特異摂動法の一種でありながら､最終的に得ら

れる波動関数は "uniformlyvalid"[5,6】になることである｡ ここで "uniformlyvalid"とは､ある関

数をf(x)-∑nn=｡fn(x)と展開したときに､すべての N ,xに対して fN(x)はfN-1(x)に対する小
さな補正であることを意味する｡さらに､線型シュレディンガ-方程式 (linearSchr6dingerequation:

LSE)の解だけではなく､非線型シュレディンガ-方程式(nonlinearSchr6dingerequation:NLSE)の

解についても同じ理論の枠内で論じることができる｡NLSEの基底状態に対する従来の近似としては､

Thomas-Fermi(TF)近似 【7,8]が最も有名である｡このTF近似での波動関数も古典的転回点近傍で破

綻する｡これは､TF近似もまた特異摂動法の一種だからである｡この間題も同時に解決できた｡すな

わち､NLSEに対するunifbrmlyvalidな解を構成できた｡

この論文の構成は以下の通りである｡第2章では､シュレディンガ-方程式(LSE)の解の一般的な性

質について議論する｡これにより､WKB法 (第3章)とわれわれの方法(第4章以降)の違いがより明確

になる｡§2.1では､本論文で一貫して使用される表記法の説明を行う｡次いで､LSEの一般解 【4,9】を

構成し(§2.2)､減衰解と爆発解について説明し､その形式的な表式を提示する(§2･3)｡§2.4では､束縛状

態に対するエネルギー量子化条件の形式的な表式 [91を提示する｡ところが､これらの表式は厳密であ

るが形式的なものに過ぎず､具体例に直ちに適用できるわけではない｡そこで､以下の章ではこれらの

表式に対する半古典的な近似を行う｡

第3章では､従来のWKB法(2次の代数方程式に基づくWKB法)のレビューを行う｡wKB法では､

ゼロ次近似で波動関数の波数を古典的運動量で近似する｡ところが､WKB法は特異摂動法であるため

に､高次の摂動を施しても厳密な波数に漸近しない｡§3.1では､WKB法での級数展開の方法を説明す

る｡また､この摂動が特異摂動になっていることを確認する｡§3.2では､この級数展開のうちの最初の

2項のみを残す近似について考える｡本論文では､この近似を"WKBl次近似"と呼ぶことにする｡次

いで､WKBl次近似での減衰解､爆発解(§3.3)､及びエネルギー量子化条件(Bohr-Sommerfeld量子化

- 74 7 -



俵口 忠功

条件)(§3.4)を導出する｡

第4章では､われわれが研究を行ってきた新しいWKB法(3次の代数方程式に基づくWKB法)につ

いて説明する｡WKB法の自然な拡張により､量子補正を正しく行う｡§4.1は本論文中でもとりわけ重

要な部分であり､どのようにして量子補正を繰り込むかが述べられる｡また､何故NLSEの解を同じ理

論の枠内で取り扱えるのかを説明する｡サブセクションではNLSEを2通りの方法で解析する｡§§4.1.1

では､NLSEをWKB法と同様の方法 (§3.1)で解き､LSEの解と比較する｡§§4.1.2では､NLSEを解く

ための新しい級数展開の方法を提示する｡§4.2では､§§4.1.2で提案された級数展開のうちのゼロ次項の

みを取り出す近似を考える｡この級数展開により構成された波動関数が発散する点をもたないことから､

我々はこの近似を"Divergence-freeWKB近似"と呼ぶことにする｡ 次いで､Divergence-freeWKB近

似での減衰解(§4･3)､エネルギー量子化条件 (§4.4)､及びNLSEの基底状態 (§4.5)を導出する｡

以上で､§2.2及び§3.2,§4.2はそれぞれ､LSEの一般解の厳密形とそれに対する近似である｡§2.3及

び§3.3,§4.3はそれぞれ､LSEの減衰解の厳密形とそれに対する近似である｡また､§2.4及び§3.4,§4.4

はそれぞれ､エネルギー量子化条件の厳密形とそれに対する近似である｡それぞれを比較されると､第

3,4章での近似の違いが明確になると思う｡第 5章では､第4章で得られた結果を線形ポテンシャル

(§5･1),調和振動子ポテンシャル(§5･2)､及びモース･ポテンシャル(§5.3)に適用し､その結果を議論す

る｡最終章では､現在までの仕事を総括し､かつ将来の仕事を概観する｡Appendix.A,Bはそれぞれ､

本文中の§§4.1.1,§4.3の計算の詳細を記したものであるが､加えて､これらのAppendixが将来の新し

い発展につながる可能性もあると考えている｡

2 シュレディンガー方程式の解の性質

第2章では､シュレディンガー方程式の解の一般的な性質について議論する｡これにより､wKB法

(第3章)とわれわれの方法 (第4章以降)の違いがより明確になる｡

2.1 シュレディンガー方程式

本節では､本論文を通して､一貫して使用される表記法を説明しておく｡定常状態に対する1次元シュ

レディンガ-方程式は次式で与えられる｡

芸慧 十Q2(卯 -0･ (1)

ここで､Q2≡EIVで E,V(I)はそれぞれ全エネルギー.ポテンシャルエわ レギーでともに実数と

する.またxは位置座標を表し､実数とする｡波動関数Q'(I)は､本論文では次のようにおいて話を進
める｡

せ-C4,/h (2)

ここで､波動関数 せが複素数なので4,もまた複素数である｡ここで､ポテンシャルの特徴的な長さの
スケール Jを用いて､距離､エネルギーをそれぞれ次のようにスケールする｡但し､スケール後の無次
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Divergence-freeWKB法(3次の代数方程式に基づくWKB法)

元量はtilde(～)をつけて区別する｡

～ X
こr≡一
g ､ Q2≡諸 声 (A-ウ≡長 話 )

これらの無次元量を用いて､(1)式を書き直すとd2申/d孟2+Q2(il)0-0となる｡また､ 4,を hでス

ケールし声 ≡4,/hとする｡以下では､混同の恐れが無い限り､記号 tilde(～)を省略することにする｡
故に､以下ではシュレディンガ-方程式､波動関数を次のように記す｡

中′′(I)十Q2(I)申-0,a,-Cや (3)

ここで､prime(′)はxについての微分である｡また､諸量のhのオーダー x∝hO,Q∝h-1,4,∝h-1
を確認しておくことは重要なことである｡本章の以下の部分では 中を次のようにおいて話を進める.

4,-10g◎+iS (4)

ここで◎,Sはともに実数とする｡Sは作用と呼ばれる量であり､◎-lQrlは波動関数の包絡線である｡

2.2 一般解

シュレディンガ-方程式 (3)に¢(4)を代入し美都と虚部に分解する｡

(

◎〝+(Q2-〟2)◎-o
@=K-1/2 (5)

ここで､K≡S′は波動関数の波数を表す｡(5)式の第2式を(5)式の第1式に代入して◎を消去するこ

とで､ガ の満たす方程式を次のように得ることができる 国｡

K2-Q2- 芸(芸)2- 三笠 - Kl′2芸 K11′2 (6)

ここで､(6)式の左辺(KL2-Q2)及び右辺のhの次数はそれぞれ0(TL-L2)及び0(flo)であることに注意
する｡逆に､K を消去すると､次のような ◎に関する一種の非線形方程式になることを付記しておく｡

◎′′+Q2(I)◎- ◎13 (7)

(6)式の解を用いてシュレディンガ-方程式(3)の形式解 せ-◎elS は次のようになる｡

o(x)-K~1′2exp(iidil′K(･7:I))

あるK(I)が､(6)式を満たすとき､-K(I)もまた(6)式を満たすので

o･(I)-K-1/2exp(イ dx'K(,I))

方程式(3)の-般解は次のようになる [4,9]｡

g(x)-A･K-1'2exp(ir dx′K(x'))IA- 1/2exl,(-irdx′K(x,)) (8)
ここでA土は複素数の定数である｡
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2.3 減衰解と爆発解

(8)式は次のように書き換えられる｡

o(x)-BIK-I/2sin(/I:dx'K(x')).iB2K-1′2(･,os(/x:dx'K(x/)) (9)

ここで､Bl,B2は実数の定数で､xoは任意の点である｡(9)式は2つの独立な実数解

〈

Q'(1)≡K-1/2sin
せ(2)≡K-1/2cos

(/I; )

(,/x,:xdx'K'al'))1 (10)
dx′K(x′)

もまた､シュレディンガ-方程式(3)の解であることを意味している｡

今､V′(x)>0,xlimcbV(I)>Eを満たすポテンシャルを考える｡このときx- ∞ で､波動関数は
振動しなくなる｡つまり波動関数は実数になる. これは波数K(a.)が x- ∞ で､ゼロに漸近すること
を意味する｡ 従って､波動関数 ql(1)のx→ ∞ での漸近形は次のようになる｡

g'1'-K-1/2sin(/I:dx′K(x'))
この式は､Qr(1)が遠方で､K-1/2に比例し､その比例定数がsin(上:dx'K(x'))であることを示して
いるoここで､∬OがJ芸dx/K(x′)≠n7T(n整数)なる関係を満たすときql(1)∝K~1/2に従って遠方
で発散するO逆に､Jx?dx′K(x′)-n7T(n整数)なる関係が成立するとき､g(1)は遠方でゼロに漸近す
る｡特に､∬O-∞ のときの2つの独立解

(ll)

のうち､中(1)を減衰解､a,(2)を爆発解と呼ぶことにする｡前者は遠方でゼロに漸近し､後者は遠方で

〟-1/2に従って発散するからである｡

本節の最後にxliimcy (I)>E を満たすポテンシャルの例として､線形ポテンシャルをとり上げて減
衰解､爆発解について説明しておく｡因みに､本論文ではたびたび､線形ポテンシャルをとり上げるが､

特に断わり書きが無い限り､次の表記を用いるものとする｡

Q2-E-V--F(x-I(C))--Fl2/3E

ここでF…V'(I(C))>0,E≡Fl/3(XIX(C))である｡:Cの代わりに､Eを用いてシュレディンガ-方程

式 (3)を書き改める｡
d2申
由
E申- 0 (12)

(12)式の2つの独立解は､減衰解Ai(i)及び爆発解Bi(i)で表現できる[10]｡実際､これらの IEl≫ 1
での漸近形はそれぞれ次のようになる｡.

義 (-i)-i/4sin(蛋(-i)3′2+芸)(E<0)
畠 と~1/4exp(-3E3/2) (i,0)

- 750 -
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Divergence-freeWKB法(3次の代数方程式に基づくWKB法)

Bi(弓 f f,'4-el三 C(oiE(3;2')-i)3/2+言霊 ミ (14,

古典禁止領域 (i>0)での両者の振る舞い､及び古典許容領域 (i<0)での両者の位相差が丁度7T/2で
あることに着目されたい｡ここで､線形ポテンシャルの場合の減衰解 せ(1)と爆発解 せ(2)を図1に表示

する｡両者は､包絡線 ◎の中で振動する波に他ならず､その違いは､位相差可2だけである｡このと
きの波数 K(i)を図2に表示する.但し､簡単のため､F-1とした｡因みに､同図中､Q(i)-√巧
は古典的運動量､Kn(n-3,4)は本論文の第4章以降で述べられる11次の代数方程式に基づくWKB

近似された波数である｡この図は､WKB法(第3章)とわれわれの方法(第4章以降)の相違を明確に表

現している｡WKB近似では､波数 打 を古典的運動量Qで近似するのに対して､われわれの方法では､

波数K をKnで近似するのである｡第4章では､K3について説明される｡但し､そこではK3-kな

る表示が用いられている｡ 〝4については､第6章で紹介される｡

3

2

1

冨 o

F

-2

-3
-8 ･8 -4 0 4

i

図 1:線形ポテンシャルの場合の減衰解せ(1)と爆 図 2:線形ポテンシャルの場合の波数とその近似

発解 Qr(2)｡両者は無限遠で対称的な振る舞いをす (F-1)｡波数 K の古典的運動量 Qからのずれ
るが､位相が7T/2ずれているだけの違いしかない が量子効果を表している｡K3,K4は第4章以降
のである｡ で行われる近似である｡

2.4 束縛状態に対する厳密な量子化条件

ポテンシャルが limV(I)>Eを満たすとき､波動関数は回- ∞ で減衰しなければならない｡こ
回--

の状態を束縛状態と言う｡§2.3における議論から､I- ∞ で減衰するためには波動関数は次式で記述

されなければならない｡

o(I)-NIK-1′2sin(/nXdal′K(,:I)) (15)

Ⅳ1は規格化因子｡一方､エー -∞ で減衰するためには波動関数は次式で記述されなければならない｡

Q(x)-N2K-1′2Sin(/_Xudx'K(3:I))

- 75 1 -
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俵口 忠功

N2は規格化因子｡さらに､波動関数の一価性のために､波数 K(1:)は次なる量子化条件を満たさなけ

ればならないことが分かる【9]｡

工dxK(x)-S(∞)-S(-∞)-(n+1)7T (n-0,1,2,-) (17)

量子化条件 (17)はエネルギー固有値を陰的に決定する｡結局､(17)式は､束縛状態の波動関数が節の

(n十1)個ある定在波であることを意味している｡図3を見ると､そのことがよく理解できる｡

ところが､この表式(17)は厳密であるが形式的なものに過ぎず､具体例に直ちに適用できるわけでは

ない｡そこで､以下の章ではこれらの表式に対する半古典的な近似を行う｡後に見るように､WKB法

(第3章)では､K をQで近似し､われわれの方法 (第4孝以降)では､K をKnで近似した量子化条

件が導出される｡

-6 -3 0 3 6

,r

図3:調和振動子ポテンシャル(V-x2,n-8)の場合の波動関数｡節の9個
ある定在波になっている｡xic),緩)はそれぞれ左側､右側の古典的転回点｡

3 WKB法(2次の代数方程式に基づくWKB法)

本章では､WKB法のレビューを行う[1,2]｡WKB法では､ゼロ次近似で波動関数の波数を古典的運

動量で近似する｡ ところが､WKB法は特異摂動法であるために､高次の摂動を施しても厳密な波数に

漸近しない｡

3.1 シュレディンガー方程式の2つの解

シュレディンガ-方程式Q,′′十 Q2中-0(3)はせ-e畑 二より次のように書き換えられる｡

4,〟+(4,I)2+Q2-0
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wKB法では､ゼロ次で¢〟を無視して摂動展開を行う｡これにより､¢′のゼロ次は2次の代数方程式
を満たす｡

(4,A)2+Q2-0 (19)

これが本論文で､WKB法を ｢2次の代数方程式に基づくWKB法｣と呼ぶ由縁である｡級数展開は次

のようにして計算される｡

初,′′+(Q)2+Q2-0
O()

4,I-∑ 入n4,i
n=0

ここで､人は展開パラメータであり､(20)式の級数を求めた後で 入-1とおく｡(21)式を(20)式に代

入して 人のべきで整理して解くと次のようになる｡

4,;-j=iQ

･.I./.I lJ'
4,'1- -- - --
2郁 2Q

1･1-‥一言2,､こ.
nll
4,:_1+∑虹 m砿riZZllil (n-2,3,･･･)

願 誓Q-3′2芸 Q-1'2-警鐘 (筈)2一 芸;]

4,ら,4,左を求めておく｡

(25)

躯 -去i (Q13′2孟 Q-1/2)-& [3(筈):～- 3等 二･三%] (26)

但し､古典禁止領域 (Q2<o)では､これらの式でQ--iEQEとおけばよい｡ここで､すべてのn-

0,1,2,･･･に対して砿 ∝hn~1である｡つまり､(21)の展開は hのべき展開と同じことである｡因み

に､上の級数において､すべてのn-0,1,2,･･･に対して硯 は純虚数で､4,;n十1は実数であることが

証明できる｡ここで､重要なことを指摘しておく｡ 鶴 の中で､ゼロ次解4,8以外はすべて､古典的転回

点Q(∬(C))-0で発散している｡しかも､高次ほど､発散がますます強くなっている｡これが､特異摂
動法の特徴である｡WKB法では､ゼロ次で古典極限を考えるために､古典的転回点が特異点となって

しまう｡それゆえに､特異摂動法の宿命に従って古典的転回点近傍では量子補正に失敗するのである｡

3.2 WKBl次近似

前節で求めた級数展開のうち､最初の2項のみを取り出して､より高次の項からの寄与は無視すると

いう近似を考える｡この近似4,′空4,a+qlを本論文では ｢WKBl次近似｣ということにする｡本章の

以下の部分ではこのWKBl次近似のみを議論する｡WKBl次近似が十分成立する条件は購I≫購l
である｡これは次のように記述される｡

Q-3′2芸 Q-1′2l≪ 1
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この条件は､明らかに古典的転回点x(C)では破綻する｡特異艮動が破綻する領域はboundarylayerl5,6】

と呼ばれる｡WKBl次近似でのシュレデインガ-方程式の-般解は次のようになる｡

owKB-A+Q~1/2exp(i/2;C,dx'Q(x′))+Ale-1/2exp(-i/I?C,dx'Q(x')) (28)

ここでA土は 複素数で定数｡古典禁止領域 (Q2<o)ではQ--iIQlとおけばよい｡ところで､(28)
式は､形式解(8)において､波数 K(x)を古典的運動量 Q(I)で近似した形になっている｡つまり､(6)

式の右辺を落とす近似であるといえる｡

3.3 WKBl次近似での減衰解､爆発解

本節では､ lim V(I)<EかつxliimuV(x)>Eを満たすポテンシャルを考えるoまた､簡単のため､X･→-○く)

常に V′(I)>0とする｡古典禁止領域 (Q2<O,x>x(C))では､減衰解､爆発解は次のように記述さ
れる｡

oa'KB(x)-FQl-1′2exp(-/I?C,dx'fQ(Lll')I)

職 B(x)-IQl-1′2exp(/I:C,dx'fQ(L7:I)l)
故に､減衰解及び爆発解のWKBl次近似を求めるときに解くべき問題は ｢係数Ail),Af)を以下の
(29)及び(30)式の漸近形が､厳密な表式(ll)の漸近形と一致するように決定すること｣である｡

Qra)KB(I)-

ql駄 B(I)-

く

く

:Qe;i?,;e'x2,ex(p!jxfx,73xd,TQ?))'A'll'Q-1/2exp(-i/T:C,dx'Q) :;;三三; (29,

:Qf;17/;e'x2,ex(p/I(:ci,ii c,,FQX.I)Q)+AL2'Q~1'2exp(-'Ijx:C,dx'Q) ≡;;:≡,' (30,
これを接続問題といい､得られる結果を接続公式という【1】｡一般のポテンシャルに対して､係数A望),
A望)を厳密に決定することは容易ではない｡しかし､厳密解が知られている場合には､A望),A望)を厳
密に決定できる｡まず､線形ポテンシャルの場合に､粟 )A望)がどうなるかを調べる｡線形ポテンシャ

ルQ2-F2/3(-E)の場合､Q(I)及びその積分はそれぞれ次のようになる｡

〈
Q- Fl/3(- i ) 1 / 2

lQl-Fl/3El/2 ｣xx?C',C'ddx7'.QQ('xx,I,'.-=33
2dx′Q(x′)-吉日)3/2 (Q2<O,E<0)

dx,fQ(I,)I-三E3/2 (Q2,0,i,0)

故に(29),(30)式はそれぞれ次のようになる｡

Fl,6OWKB～〈 識 者 3'-E'3'2)十A'-l''-E'-1/Llexp(ig'-E'3'2) ;;,i:; (31)
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各項のhの次数を考えると4,〝∝h-1,(4,I)2∝h-2,Q2∝た~2である｡ WKB法ではゼロ次は､4,〟を無

視することにより､¢′の2次の代数方程式になる｡われわれの方法では､¢〟を以下のようにして､近

似すること無く方程式から消去する｡まず､(36)式の両辺を微分する｡

24,/4,〟+2QQ′-旬,′′′

次いで､(37)式を(36)式に代入して､4,〟を消去することにより次式を得る｡

(4,I)3+Q24,′-QQ′-¢′′′/2

(37)

(38)

ここで､各項の hの次数を考えると(4,′)3∝h-3,Q2¢′∝h-3,QQ′∝h~2,¢′〝∝h-1である｡次節
で述べるDivergence-freeWKB近似では､4,〝′を無視することにより､4,′の3次の代数方程式になる｡

QQ′という項が量子補正を表している.A-0極限で QQ′という項を無視すると[(4,I)2+Q2頼,′-0

となり､WKB近似のゼロ次解 4,′-士iQが得られる.

ところで､(38)式は h- 0極限で 4,′- j=iQの他に4,′-0という解を余分に有する｡この解の意

味を調べるために(38)式について､改めて考えてみる｡(38)式は元のLSE(36)に比べて微分の階数が

1つ増加しており､LSEよりも幅広いクラスの方程式に広がっていることが予想される｡ 事実､(38)式

は非線型シュレディンガ-方程式(nonlinearSchr6dingerequatioll‥NLSE)と等価である｡実際､(38)

式を一回積分するとNLSEが導出される｡

申′′+Q2せ-g申3 (39)

ここで､gは積分定数である｡逆に､(39)式から(38)式を導出する際には､gに関する情報は失われる｡

NLSE(39)は 9-0という特別な場合として､LSEを含む｡また､本論文の以下の部分では､NLSEの

波動関数は 1に規格化されているものとする
(蔦 dalIO(a))l2-1)

一方､LSEの規格化因子は任意

でよいとする｡ 以下のサブセクションではNLSEの解を2通りの方法で解析する｡§§4.1.1では､NLSE

をwKB法と同様の方法で解き､LSEの解(§3.1)と比較する｡§§4.1.2では､NLSEを解くための新し

い級数展開の方法を提示する｡

4.1.1 非線型シュレディンガー方程式の3つの解

本節では､NLSE(38)をwKB法と同様の方法で解き､§3.1で述べられたLSEのWKB展開(22)～

(26)と比較することにする｡ 詳細な計算は､Appendix.Aにて行う｡ その結果､(38)式の基本解は3つ

あり､古典許容領域では､うち1つが実数解､残りの2つが互いに複素共役な解である｡(古典禁止領域

では､上記のそれぞれの解で Q-司 Qfと置き換えたものになる｡)複素共役な解は完全に､LSEの

WKB解と一致することが証明される｡つまり､(22)～(26)式と同じ解である｡ 一方､実数解は次のよ

うに展開される｡

ここで

(:X3
4,I-∑4,;n+1
㍑=0

障害-孟 lnJ函
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･n･1-綿 弘一1-̀kk'fS12n- 2n･1-(k･l,)(n-I,2,･･･) (42)

4,;まで求めておく｡

･;-& (% -3% ) (43)

但し､古典禁止領域(Q2<o)では､これらの式はQニーiLQlとおけばよい｡古典許容領域でも､古典

禁止領域でも上の解は実数である｡ここで､最初の項のみをとる近似 4,′ =4,iを考えると､古典許容領

域 (Q2>o)ではよく知られたThomas-Fermi(TF)近似された解になっていることが分かる 【7,8]｡

gTF-ぽ-
これは､NLSE (39)の運動エネルギーゼロ近似に他ならない｡この近似が成立するためにはld,Ill≫購1
すなわち

a (;-3% )
が成立することが必要であるが､やはり古典的転回点近傍では破綻している｡TF近似もまた特異摂動

法の一種なのである｡

4.1.2 新しいWKB法(3次の代数方程式に基づくWKB法)

ここで､NLSE(38)に対して､新しい摂動展開の方法を提示する｡この方法は､ゼロ次で(38)式の右

辺を無視し､4,'の3次方程式とする方法である｡§4.1.1での hのべき展開と区別するためにこの展開で

は次のような表記 p/nを用いる｡

(4,I)3+Q24,′-QQ′- 入7/'"′/2
00

4,′- ∑ 入npLn=0
ゼロ次での解は､次の3次方程式を解くことにより得られる｡

(pb)3十Q24.-QQ′-0 (46)

これが､この方法を ｢3次の代数方程式に基づくWKB法｣と呼ぶ由縁である｡(45)式を(44)式に代入

して､人のべきで整理するとpL(n-1,2,-)が得られる｡

/
Pn=
3(pも)2+ Q2(去pX,-1-3碩 航 . Ll+i.Lf'1211p,kPipL-(k･l)) (47)

例えば､dlはp'1-96′【(pら)2+Q2｢l/2のように計算される｡(46)式を用いて､右辺をdoのみを用
いて表すと次のようになる｡

p'1--3露(V')2
(3(4.)2+Q2)4

+pb一宗 .V〝 pa一蒜
(3(pa)2+Q2).'～ I 2(3(do)2+Q2)2
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最後に､この展開もまた特異摂動法の一種であることを強調しておく｡3(pも)2+Q2-0を満たす点で
摂動が破綻するからである｡ ところが､WKB法とは違って､破綻しない解も存在する｡このような解

の場合､3(do)2+Q2-0を満たす点が存在しない｡詳細は､次節で述べる｡

4.2 Divergence-freeWKB近似

§§4.1.1,4.1.2の結果を復習する｡§§4.1.1では､NLSEを解くと､LSEのWKB展開された式 (22)～
(26)及びNLSEの実数解 (41)～(43)が得られることが分かった｡ 一方､§§4･1･2の方法でNLSEを解く

ときも､ゼロ次が3次方程式 (46)であるので､3つの解が存在する｡ここで､3次方程式(46)の3つの

解が､§§4.1.1で得られる上述の3つの解と何らかの関係があると考ネるのは自然である｡つまり､3次

方程式(46)を解くとき､LSEの近似解及びNLSEの実数解の近似が得られると期待できる0

本章の以下の部分では､§§4･1･2での展開のゼロ次 4,′=pGのみ残す近似を考える｡§4･3で見るよ
うに(46)式がLSEおよびNLSEのuniformlyvalidな波動関数を導く｡この意味で､今後この近似を

｢Divergence-freeWKB近似｣と呼ぶことにする｡(38)式の各項の hの次数の評価により､p乙はhの

非摂動展開であり､かつhの最低次とその次の次数まで正しく含んでいることが分かる｡よって､paだ

けを考えても､少なくともwKBl次近似と同じ精度が期待できる｡さらに､ゼロ次解にはhの無限次

までの効果(非摂動的効果)が入っており､§4.3で見るように､この効果が古典的転回点での発散を除去

する｡ここで､この方法がWKB法の自然な拡張になっていることを強調しておく｡WKB法における

(18),(19)式をそれぞれ(38),(46)式と比較するとそのことがよく分かるであろう｡

まず､3次方程式 (46)を次のように書き換えておく｡

(pa)3十3ppa十2q-0

ここでp,qは次のように定義される｡

p(x)≡ 誓 里芋 -A-2, q(I)≡ - 讐 -i -Ql-‡ ∝h-2dt7:4

(49)

3次方程式(49)の解は､その判別式 D≡p3+q2が正のとき､1つが実数解､残りの2つが互いに複素

共役な解である｡一方､判別式が負のとき､3つの解はすべて実数解になる｡判別式が正の領域で互い

に複素共役な解は､判別式がゼロになる点で縮退し､判別式が負の領域になると実数解に変わる｡この

振る舞いは､WKB法のゼロ次解 4,ら-1=iQの振る舞いと同じである｡ 従って､これらの解にとって､

判別式がゼロになる点は､WKB法と全く同じ意味で重要である｡

そこで､判別式 D がゼロになる点の位置を調べ､古典的転回点 二再 )と比較する｡まず､判別式が

ゼロになる点が､必ず古典禁止領域に存在することが証明できる｡ 何故ならば､D-p3+q2- 0⇔

(E-V)3/33- -(V′)2/42≦o ⇔ E≦Vだからである. 次に､どの程度古典禁止領域-ずれるのかを

調べる｡それには D-0が IQ2l～lQ'Iと変形されることに着目する｡ これは ･鵜 (22),.O'1(23)から
14,6トJ4,ilと解釈できる｡つまり､判別式がゼロになる点は､WKB展開のboundarylayerの境界付近
に位置すると言える｡古典禁止領域で 4,ら--lQlの寄与のみが重要になるとき(購l≫I4,Ill)､ 確かに
波動関数は指数関数的に減衰している｡このことは､判別式がゼロになる点は量子論的なしみ出しの効
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果も考慮に入れた転回点であることを示唆している｡ 故にこの点を量子補正転回点 x(q)､判別式が正で

ある領域 (D>0)を補正許容領域､判別式が負である領域 (D<O)を補正禁止領域と呼んで､WKB法

における古典的転回点 x(C)､古典許容領域 (E>V)､古典禁止領域 (E<V)とそれぞれ区別すること

にする｡

例えば､線形ポテンシャルと調和振動子ポテンシャルに対しては厳密に量子補正転回点∬(q)を求めるこ

とができる｡これらの場合の量子補正転回点を求めて､この量子補正転回点付近で波動関数がどの程度減衰

しているかを調べる｡まず､線形ポテンシャルの場合(§2.3参照)､QL2- -F(x-I(C))(F≡V′(I(C))>0)

よりp,qは次のようになる｡

p--F(I-I(C))/3 , q-F/4

D(I(q))-0の実数解は､Fl/3(x(q)-x(C))-3/24/3となる｡F>0に対して､右辺はx(q)-I(C)である

から､量子補正転回点は古典禁止領域にあることが分かる｡§2.3で定義したスケールE≡Fl/3(x-C(C))

を用いて上式を書き換えると

E(q)≡Fl/3(x(q)-∬(C))-3/24/3 (50)

これは､(13)式から分かるようにAi(E)の減衰幅と同じオーダーであり､古典禁止領域へ侵入した波動

関数が十分に減衰する点が ∬(q)となっていることが分かる｡

次に､調和振動子ポテンシャルの場合 Q2-E-x2よりp,qは次のようになる｡

p-(E-x2)/3 , q-可2

D(I(q))-0は､[(I(q))2-E]3/33-(I(q))2/22となる｡ここで､△≡g((x(q))2-E)とおくと上式は
△ に関する3次方程式 △3-3△12E-0になる｡この3次方程式の判別式はE2-1≧0であり､実

数解は△-(E+沼戸こて)1/3+(E一府 =1)1/3である｡故に､量子補正転回点 (I(q))2-E+喜△
は次のように求まる｡

∬(q)=土
E･gl(E･V信す｢ )1′3I(E-V厨二1)1,3] (51)

一方､古典的転回点は x(C)=土√百であるから､△ ～El/3が量子補正転回点の古典的転回点からの量

子補正によるシフトの度合を表している｡一般のポテンシャルV(i:)-∑T=oV(n)(x(C))(I-I(C))n/n!
に対しては､量子補正転回点は次のように展開される｡

3 1
x(q)-I(C)～ - -

24/3Fl/3
[ 1+nf,誓 (芸)

n,I(2V(n)(x(C))

ここで､補正許容領域 (β>o)での3次方程式(49)の解について調べる｡

ph-(

-FC

FC/2+ik≡
fC/2-ik≡
′+′
L

少.げ,

(52)

(53)

ここでrc,kは次式で走義される｡

K(I)≡(q･Jb)1,3+(q-vb)1′3 ,k(I)≡f l(qH 75)1′3-(q-V6)1′3] (54)
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Fc(x)と波数k(x)は関係式k2-Q2-3IC2/4を満たすことを付記しておく｡厳密解と比較するためにh
展開を行う｡

K(x)ニー筈 +響 + a(h4) ,k(I,-Q(1雷 撃 . o(h4,)

展開の際pl/2-0(A-I),q/p3/2-0(hl)に注意する｡これを用いて､(53)式の解を hのべきで展開

する｡厳密な展開､(41),(43)あるいは(22),(23),(25),(26)と比較されたい｡

Po=

-FI=

d+ -

d_-
Q

Q

'～

.～

工

∴

｢

3
1cX)
3

18

十

十

l

1

r

+

+

tcy
I
Q
旦

昭

to
l昭

3刺

二

二

.5Q2

+a(h4)

+a(h3)

+a(h3)

(55)

Q～0(㌃1),Q′/Q～0(hl),Q~2-0(h2)に注意する｡この結果､ -pcは､0(hO)のオーダーまで

は､TF解に一致し､p'j=は､0(hO)のオーダーまでは､WKB解に 一致していることが分かる｡これら
の解の非線型性を調べるために(55)式を(39)式 9甘2-(4,I)2+寸,′′+Q2-(4,6)2+4,6'+Q2+a(hO)
に代入すると､次式を得る｡

Ltlql1-i-=

i

Q2+ o(hO) forplo--a
o(hO) forpa-d+
o(hO) forpa-yJ_

(56)

Q2-0(A-2),Q′/Q～0(hO),Q′′/Q～0(hO)に注意する｡上式から､次のことが分かる｡-Fcは単独

でNLSE(g≠0)の近似解になりうる｡一方､Cや+及び ep-あるいは両者の線形結合はLSE(9-0)の

近似解になりうる｡

一方､補正禁止領域では3次方程式 (49)は3つの実数解をもつ ｡

言 -

〒2√巧cos

芋2√誘cos

〒2√尋 cos

言Arctan晋

!Arctan漂3

言Arctan晋

)

+ ′
十

′
一

γへ

V人

≡

≡

＼
J

＼J

cS
13

c
lk1
3

(57)

ここで 符号 -及び 十 はそれぞれ V'(I)>0及び V′(I)<Oの場合に対応している｡§4･3での議論の

ために､次のことを強調しておく｡上式中-fCは補正許容領域での解 -FC(53)と連続である｡ところが､

残りの2つの解 x'j=は補正許容領域での解dj=(53)と連続ではなく､量子補正転軌在が特異点になって

いる｡後者(x'i=)の事情は､WKB法のゼロ次と全く同じである｡これらの解 (57)は h展開されると次

-760-



Divergence-freeWKB法(3次の代数方程式に基づくWKB法)

40-

-̂･- 〒 lQI

x'+- ± lQt

x'_-

のようになる｡

+

+

一

旦

昭

旦

昭
tQ
l
Q

3小円はt一川U
I
..
I.
.:I...
I
.I.
I

(58)

IQト 0(㌃1),Q′/Q～0(hO),Q~2-0(h2)に注意する｡ ここで -h･およびx'+は0(hO)まで､共に
wKB解に一致していることが分かる｡非線型性を調べるために､(58)式を(39)式.qせ2-(4,6)2+4,6'+
Q2+a(hO)に代入して､次式を得る｡

902- ( _.Q,.. ≡………; ……

.Illl I.I

pb-入′'+
pら-x'_

(59)

IQ2ト 0(h~2),Q′/Q～0(hO),Q′′/Q～0(hO)に注意する｡(55).(56)式と(58),(59)式をそれぞれ比
較されたい｡補正許容領域での非線型解 -Fcの非線型性は正 (g>0)であるが､一方､補正禁止領域で

の非線型解x'_の非線型性は負 (g<0)になっている｡次の事実に特に注意すべきである｡補正許容領

域 (55)では P+,p'_がLSEのWKB解に対応しているが､補正禁止領域 (58)では-FC,X/+がLSEの
wKB解に対応している｡WKB近似と比較したとき､むしろ意外な結果であると言えるかもしれない｡

WKB近似からの類推では､x'+,x'_にLSEのWKB解に対応するものが現れる方が自然な気がするか
らである｡

最後に､重要なことを指摘しておく｡4.-di,X'j=に対しては量子補正転回点 x(q)で(p'.)2+Q2-0

が成立し､p'1(48)は発散してしまう｡これは､われわれの摂動展開もまた特異摂動法の一種であること

の帰結である｡ところがpも--rcに対しては､量子補正転回点 エ(｡)で (pa)2+Q2--3Q2が成立し､

dl(48)は発散しない｡正則な解 -FCの存在は､奇数次の方程式の特徴であるので驚くべきことではな

い｡§4.3では､この正則な解 -FCによりuniformlyvalidな波動関数が構成できることを示す｡

4.3 Divergence-freeWKB近似での減衰解

本節では､3次方程式(49)の解を用いて､波動関数を構成しなければならない｡つまり､§3.3に相当

することを非線型方程式で行わなければならない｡まず､3次方程式 (49)を用いて､NLSEの一般解を

構成して､次いで接続問題を解いて未知定数を決定するというわけである｡ところが､非線型方程式の

一般解は末だよく知られていないのが現状であり､NLSEの一一般解の構成は自明ではない｡

そこで本論文では､次の2つの場合の波動関数を構成する｡1つはNLSEの基底状態(実数解)で､も

う1つはLSEの減衰解である｡この2つの場合については､従来の知識から波動関数を構成できる｡そ

れでも､接続に関していくつか愛味な点が残ることを予め述べておく｡ 最終的には､NLSEの一般解の

構成から行わなければ､問題が解けたことにはならないだろう｡さて､以下に見るように､両者の接続

の仕方は大きく異なるので､両者を並行に考えていくと､議論が混乱してしまう｡そこで､§4.3,§4.4で

はLSEの減衰解のみを考え､§4.5で改めてNLSEの基底状態を考えたい｡
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まず､LSEの減衰解を考えるためにx曇㌔ V(x)<E,xlimcy (I)>Eを満たすようなポテンシャル
を考える｡また､簡単のため､常にV′(I)>0とする.このとき波動関数はx- ∞ で減衰しなければ

ならない (xliej (x)-0)o従って､補正禁止領域では IKがゼロ次解 paとして選ばれなければなら
ない｡この事情に､前節での補正許容領域での議論を加えると､),I>I(q)で減衰するLSEの一般解は､

次のように構成される｡

oo(x,-(

pXe+A

eXp
(

∬
仙

'｡
)

圧

｢

古

dx'p'+(x′)

FC(x′)
)

)
十A

≡OII(I)exp(/I?q,dal'p/-'中 (x工 芸 三 (60)

ここで qlIとVIIの接続点xoは後に決定される｡WKBl次近似と異なり､接続点が予め固定されない

のはOIIが量子補正転回点で破綻しないためである.

本節の以下の部分では A+,A_およびxoを求める｡まず､この解を線形ポテンシャルの場合に適

用し､その漸近形が､厳密解 Ai(E)の漸近形と一致するように係数 A+,A_の満たすべき関係を決め

る｡ これは､WKB法(§3.3)と同様の方法である｡Appendix.Bで見るように線形ポテンシャルの場合

p--F(I-I(C))/3--F2/3E/3,q-F/4に対して IFC,di,X'i=は厳密に積分できる｡それらの
lEI≫1における漸近形を(60)式に代入すると次式が得られる｡

i(言(-i)3/2+芸))+A-exp(Jl:(言(-E)3′2+芸))](E<0)
言E3′2) (i,0)

(61)

(61)式を､Airy関数 Ai(E)の漸近形 (13)式と一致させるためには､A十とA-はA+/A---1とい

う関係を満たさなければならない｡このようにしてゼロ次解(60)は次のようになる｡

oo(I,-(::I'(Xx',-=:xe,XP(9/xfTqfqtxd7'芸 ,/3)sin(/:`̀1'dx'k'x'') ≡;;.0,' (62)

ここで､残る未知定数A≡〒2iA土およびxoは､Q,ⅠとQ,IIおよび､両者の微分同士がxoで連続にな

るように決定されるのは自然なことである(Q'I(xo)-qlII(xo),0'I(xo)-QriI(xo))｡これによりxoと
Aは次の連立方程式を満たさなければならない｡

xtq
tan
｣ )dxk(I))=試

2k(xo)

A-exp(芸/I:̀q'dxa(I,)cose(甘 dl:k(I ,)

(63)

(64)

(63)式はxoのみに関する方程式である｡この式からx.<1:(q)を満たすような接続点の存在を証明でき

る｡以上により接続問題が解かれたことになる｡接続により得られた結果について重要なことを述べて

おく｡特異摂動法に従って 申Ⅰは量子補正転回点x(q)近傍で破綻してしまうが､QrIとqlIIをx｡<x(q)
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で滑らかに接続することにより､量子補正転回点近傍で せⅠを使う必要が無くなり､結果として､波動

関数 Qro(62)はunformlyvalidになる｡つまり､次の摂動 dlまで考えたとき､波動関数 ¢Oはすべて

のxに対して近似がよくなり､特異摂動法に見られるような発散はおこらない｡より高次の摂動に関し

ても全く同様である｡

(63)式は線形ポテンシャルに対 しては厳密に解かれ､接続点 諾｡は古典的転回点 ∬(C)に一致する

(xo-I(C))｡これを用いて(64)式からA-(2e)3/2が求まる｡これを漸近形 (61)式に代入すると次式
になる｡

(65)

この漸琴形は､位相だけでなくQ'ⅠとOIIの大きさの比も厳密解(13)と一致していることが分かる｡な

お､一般のポテンシャルに対しては接続点∬｡は､ニュートン法(ゼロ次を古典的転回点∬(C)とする)に

より､次のように近似される｡

xo一〇(C)～欝(/x吉,q'dxk(I,一言)
つまり､(52),(66)式からx(q)-I(C)とx｡-I(C)の比は1:

(/xご,q)dLTk(I,一言)

(66)

のオーダーである｡

4.4 Divergence-freeWKB近似での量子化条件

本節では､ tim V(I)>E を満たすようなポテンシャルを考えて､Divergence-freeWKB近似での
Ixトoo

量子化条件を導く｡ゼロ次解 OI(62)がすべてのポテンシャルに対して量子補正転回点 x(q)でゼロになっ

ていることから､量子化条件 (17)のDivergen?e-freeWKB近似は次のように得られるo

去fdxk(x,-三/x諾q'dxk(I,-γ亘 1 (67,

ここで､凄),痩 )はそれぞれ左側､右側の量子補正転回点を表す｡厳密な量子化条件 (17)と比較する
と､積分区間が xLq)から凄)までになり,波数が無限遠で徐々に減衰するK(x)が量子補正を含む量子
補正転回点で急にゼロになるk(I)で近似されている｡k(I)はQ(]申 二比べて､量子補正分だけK(x)

に近付いていると言える｡K,Q,K3≡kに関する関係は､図2を参照されたい｡K4は､第6章で紹

介される4次の代数方程式に基づく近似である｡なお､右辺が､整数倍であるのは､申Ⅰにとって x(q)

が固定端となっていることの帰結である｡(62)式参照｡これに対して､半整数値を与えるボーア･ゾン

マーフェルトの量子化条件 (35)は､一古典禁止領域への波動関数の浸みだしの効果を古典的転回点におけ

る位相のずれ7T/4として取り込んでいる｡

4.5 非線型シュレディンガ-方程式の基底状態

本節では､NLSEの基底状態のみを考えたい｡NLSEの基底状態は近年ボーズ･アインシュタイン凝縮

(BEC)のオーダーパラメータに関して注目が集まっており､近似解､数値解が得られている[8,12]｡ま
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ず､§4･3と同様に lim V(I)<E,xlimcbV(I)>Eを満たすようなポテンシャルを考える｡(簡単のため､X→ 100

V′(x)>0)このとき波動関数はx- ∞ で減衰しなければならないので補正禁止領域では paニーfCが

選ばれる｡ここで､補正禁止領域で線型方程式 (LSE)と同じ解を選ぶこと､及び(59)式によると-rcに

対してg中2-0(hO)であることについて､不自然な感じがするかもしれない｡これらのことに関しては､

次のように説明できる｡まず､NLSEは､波動関数が十分減衰する領域では､線型方程式 (LSE)に漸近

する｡故に､両者の減衰形が同じであるのは不自然なことではない｡さらに､(59)式ではgQr2-0(hO)

となっているが､NLSEの場合には､補正禁止領域で波動関数が十分減衰していること(申2- 0)を意

味するのであって､9-0を意味するものではない｡

また､補正許容領域では､非線型性 (56)から､pら- -FCが選ばれ､結局､NLSEの基底状態は次の

ように構成される｡

oo"L(x)-Nexp(-i?q,dx'K(a)′)) (68)

ここでⅣ は規格化因子｡上のゼロ次解は､補正許容領域､補正禁止領域に対してともに有効である｡ し

かも､正則な解 IfCを用いているので波動関数 中oNLはuniformlyvalidな解である｡つまり､次の摂動

dlを考えたとき､波動関数せ.NLはすべてのxに対して近似がよくなり､特異摂動法に見られるような
発散はおこらない｡

5 結果と考察

5.1 Divergence-freeWKB近似波動関数の特徴

本章では､第4章で得られたゼロ次解 Q'o(I)及び1次解 せ1(a))を線形ポテンシャル(§5.2)､調和振

動子ポテンシャル(§5.3)､モース ･ポテンシャル(§5.4)に適用する｡1次解 せ1(I)は､第4章での議論

で paのかわりにpら+dlを用いることで得られる｡また､厳密解およびwKBl次解 (但し､NLSE

の場合には TF解､及びwKBl次解が組み合わされたもの)とも比較されている｡図4-7及び､図

10によって示されるように､われわれのゼロ次解 せo(I)及び 1次解 せ1(I)はすべての座標で発散しな

い｡誤差は古典的転回点の近傍でのみ無視できないが､この誤差は､1次解では十分に改善されている

ことが同図から見てとれる｡つまり､uniformlyvalidな波動関数が得られていることが分かる｡また､

調和振動子ポテンシャルやモース･ポテンシャルのようないくつかの典型的なポテンシャルに村しては､

量子化条件 (67)に現われる積分を3次方程式 (49)に基づいて実行することができる｡その結果､現在､

これら2つのポテンシャルについては厳密なエネルギー固有値が得られることが確認できた｡

5.2 線形ポテンシャル

ポテンシャルが線形なNLSEは-d2せ/dE2+Eや十g中3-0で与えられる｡9-0(LSE)の場合は図

4に､9-1(NLSE)の場合は図5に図示されている｡NLSEの数値解はDalfovoらの方法によって得

られた [12]｡9-1のとき､この式はパンルヴェ方程式 (II型)と呼ばれる方程式である｡
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図4:線形ポテンシャル(LSE)i(q)-3/24/3 図 5.･線形ポテンシャル(NLSE)i(q)-3/24/3

5.3 調和振動子ポテンシャル

ポテンシャルが調和振動子の場合､NLSEはId2せ/dx2+x2申+gせ3-E中で与えられる｡9-0(LSE)

の場合は図6に､g≠0(NLSE)の場合は図7に図示されている｡NLSEの数値解はDalfovoらの方法に

よって得られた 囲 ｡このNLSEは､近年BECとの関連で興味が集まっている｡

図6:調和振動子ポテンシャル(LSE)E-17 図7:調和振動子ポテンシャル(NLSE)E-17

本節の以下の部分では､調和振動子ポテンシャルに対 して我々の新しい量子化条件 (67)により厳密な

エネルギー固有値E-2n+1(n-0,1,2,-)が得られることを示す｡量子化条件 (67)の左辺(I(E)と

おく)は､£を複素数に拡張することにより次のように書き換えられる｡

･(E)- 封 dxy(I)-n･1
ここで､複素関数y(I)は3次の代数方程式 (49)を満たす｡

y3+(E-x2)y+I-o
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また､経路 Tは図8に示されるように､2つの量子補正転回点間のカットを囲むような経路である｡因

みに､量子転回点xL,XRは(70)式y-y(x)の分岐点で与えられる(具体的には(51)式参照)｡ここで､
逆関数 x-I(y)を考え､(69),(70)式をそれぞれ次のように変形する｡

･(E)-去 frdyyZx(y) (71)

x2-y-1x-(y2+E)-0 (72)

このとき経路 Tは､経路 Fに写像される(図9参照).ここで､y-土ia,士ibは(72)式 x-I(y)の

分岐点で与えられ､具体的には､a≡[(E一府 二了)/2]1/-2,b≡【(E+√評こて)/211/2となってい
る｡ このとき､経路 Ilの外側には､x-x(y)の特異点がたった1個だけ存在する｡それは､無限遠点

y-∞ である｡ゆえに､以下に計算されるように､経路 Fを無限遠点 y-∞ のまわりの微小経路へと

変形することができる｡

I(E)-&frdy

&i,dy

ゐ
馬

上1-+
If祖巨Resl(;-a)(1･Ei･&)-1'2;y-A

- (1+β)/2

故に､量子化条件(69)は厳密なエネルギー固有値E-2n+1を与える｡

良

γ

図 8:x平面上の経路 T｡黒丸は分岐点､太線は

カットを表す｡

(y-a)(1･Ei･&)-1'2)

11 kr

図 9:経路 F｡黒丸は分岐点､太線はカット｡

5.4 モース･ポテンシャル

モース･ポテンシャルはV-A2lexp(-2x)-2exp(-I)]で与えられる｡g-0(LSE)の場合は､図10

に図示されているoまた､§5･3と同様の方法で､モース･ポテンシャルに対する量子化条件 (67)は厳密
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図10:モース ･ポテンシャル(LSE)A-30,n-10

な結果且ニー[A-(n+1/2)]2を与えることが確認されている｡ここで､nは正の整数でゼロから始ま
り､n+1/2<Aを満足する最大値までの値をとる｡

6 総括と展望

本章では､本論文の締めくくりとして､得られた結果を概観し､今後の課題について述べることにす

る｡われわれは､LSEとNLSEを同じ方法から求めるという新しい半古典的方法論の研究を行ってき

た｡この方法のポイントは､量子補正を特異摂動法のゼロ次解に繰り込んでしまうという点にある｡こ

の量子補正の結果､ゼロ次解が満たす代数方程式の次数は､"2次"(21)から "3次"(46)にあがる｡ そ

の結果､転回点付近の量子補正､特に古典禁止領域への波動関数の浸みだしの効果を十分な精度でとり

こむことができた.そればかりではなく､3次方程式の正則な解 -FLを用いて､LSEおよびNLSEの

uniformlyvalidな解を構成することができた｡

さらに､この方法を繰り返すと､高次の量子補正をゼロ次解にどんどん繰り込んでいける｡例えば､

今回求めたもの(第4,5章)よりもさらに量子補正を繰り込むには次のようにすればよい｡まず､(38)式

の両辺を微分する｡

3(4,I)2¢′′+(E-V)4,′′-V/4,′十V〝/2-4,(4)/2

これに､(36)式を代入すると

(73)

3(4,I)4+4(E-V)(4,I)2+V′4,′+(E-V)2-V′′/2--車(4)/2 (74)

ここでも､右辺 *(4)を無視することにより､ゼロ次解が得られる｡ゼロ次解は"4次"方程式を満たす｡

この4次方程式から得られる波数をK4とする｡線形ポテンシャルの場合には､図2のように振る舞う｡
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K3 と比較すると､転回点の位置がさらに遠方になり､K4は変曲点をもつようになっている｡各項の h

の次数を調べてみると､(4,I)4∝h-4,(E-V)(4,I)2∝h~4,V′4,′∝TL13,(E-V)2∝h~4,V′′∝h-2の
ようになっている｡さらに､(74)式を微分して､(36)式を代入という操作を繰り返していくと一般に

n-2

･押+∑a-(x)(" -諾 ･J,(a) (75)m=0

が得られる｡ここでも､右辺 4,(n)を無視することにより､ゼロ次解は "n次"方程式を満たす｡このn

次方程式から得られる波数をKnとする｡このように､量子補正を高次まで繰り込んでいったとき､転

回点はどのようにして無限遠に近付いていくか､あるいは､量子化条件が厳密な量子化条件 (17)にどの

ように近付いていくかを調べてみるのは興味深いことである｡量子化条件 (17)及びBohr-Sommerfeld

量子化条件 (17)のより深い理解につながることが期待される｡

本論文では､NLSEの実数解 (§4.5)およびLSE(§4.3)の減衰解を構成した｡しかし､その接続に暖昧

さが残った｡最終的にはNLSEの一般解から構成しなおさなければならないだろう｡このNLSEの一般

解は当然､何らかの極限としてNLSEの実数解およびLSEの減衰解を内に含むようなものになるはず

である｡ここで､NLSEの一般解について少し考察してみる｡NLSEの一般解は､(38)式の3つの解(う

ち2つがLSE(36)の解､残り1つがNLSEの実数解)を用いて構成されるものと思われる｡これらの3

つの解 4,′を積分するときに未知定数が3つ現れるが､そのうち1つは非線型パラメータ.q((39)式参

照)と関連しているはずなので､実質的には波動関数を構成する際の未知定数は2つとなり､NLSE(39)

が2階の微分方程式であることと矛盾しない｡しかし､LSEの場合と違って､NLSEに対しては､解の

線形結合が許されないために､どのようにして一般解を構成するかは自明ではない｡この間題に合理的

な解答を見出すことは今後の重要な課題であると思われる｡最終的には§4.3-§4.5は､まず､NLSEの

一般解を構成し､その後で､NLSEの実数解およびLSEの減衰解がNLSEの一般解の何らかの極限と

して導出されるというように発展されるべきである｡本研究が､NLSEの解に関するより包括的な理論

へと発展する端著となるかもしれない｡

A 非線形シュレディンガ-方程式の厳密解

本章では､NLSEと等価な(38)式から､NLSEの級数展開された厳密解について調べる｡本章の結果

は､非線型方程式のより深い理解につながる可能性があると思われる0

まず､"small"parameter人を導入して(38)式を次のように書き改める｡

(*')3十Q2¢′- 入QQ′十人12¢′′′/2 (76)

∞
また､級数を4,′-∑入n鴎 とおいて(76)式に代入し､人のべき級数展開を求めた後で 入-1とおく｡

n=0
展開のゼロ次では､次式が得られる｡

(4,6)3+Q24,a-0 (77)

この解は､4,ら-0,4,a- 土iQの3通りがある｡前者の場合の解を§A.1で､後者の場合を§A.2で考える｡
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(76)式の右辺の効果を逐次取り入れていくと､前者をもとに逐次近似された解は実数解になり(§A･1)､

後者をもとに逐次近似された解はWKB解と完全に一致することを示す(§A.2)0

A.1 非線形シュレディンガー方程式の実数解

4,ら-0をゼロ次として(76)式を逐次近似により解くと4,'1,鶴(n-2,3,･･･)はそれぞれ次のように
求まる｡

障 害-孟 lnJ面

魂-i(如"12-等 1- 品 l))

ここで､人の偶数乗のべきを考える｡(79)式で n -2m とおくと

;(魂m-Q2
(k+I)≦2m-1

去*;,(,m-1)- ∑ 舶 広 一(A.I,k,l-1

今､仮に¢らm-0(m-0,1,-･,N-1)とすると

･らN-i(錘/ZN-1)-

(k+I)≦2N-1

∑巌4,l'現NN(k.I)k,l-i )
=0

が証明される｡というのは､4,;(N_1)-0でかつ､3つの整数 k,I,2N-(k+l‖け べて奇数になりえ
ず､砿 4,I/,4,;N_(k.I)のいずれかはゼロとなる･からである｡従って､･卓;n-0(n-0,1,2,-･)であるO
よって､級数は 人の奇数べきのみで展開できる｡

CL1

4,′- ∑ 入2m+ll,;m.1 (80)
m=0

人の奇数乗のべきを考えると､(79)式で n -2m+1とおくと.¢ら7"+1(m-1,2,･･･)が得られる｡

iLj(塩 十1一所去- 1- k̀貰512m巌- +1-(k･l,) (81,

古典許容領域 (Q2>o)でも､古典禁止領域 (Q2<o)でもo'1が実数であることから､4,ら,4,;,- が
実数であることが順に証明できる｡故に､この解は実数解である｡

A.2 非線形シュレディンガ-方程式の複素共役な解

4,ら- 士iQをゼロ次として(76)式を逐次近似により解くと4,'1,,0,/,(n -2,3,-)はそれぞれ次のよう
に求まる｡

拒 一基 孟 In蒜 (82)

n-1 (k+I)≦T卜1

-:il･.(/,∑L･1,.,/,A- ∑,lil,:I',･.,I,･人 ′.
k-1 k,I-1
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(82)式は､明らかにLSEのWKB解(23)式と一致している｡以下では(83)式もLSEのWKB解 (24)

洗い孟 (OL,-1.岩wL--)-a (胤 1･増加 弓 (84)

(n-2,3,･-)と一致することを証明する.

本節では､両者を区別するために､NLSEの解(83)には､以下のようにbar(~)をつけて区別する｡

1

I.li,--;JTi
2Q2 (去 払 2- 3可 g l1- - k̀貰111 1- i-(k･l,) (85)

数学的帰納法に従って､上の命題を証明するためには､｢今､疏 -･4','t(n-0,1,2,3,･･･,N-1)である

と仮定したときに､孤 -鮎であること｣を証明できればよい｡つまり､(84)式 (n-0,1,2,･･･,N-1)
を用いて次の(86),(87)式が等しいことを証明する｡

N-1 (k 十l)≦N-1

2Q 2孤 -一芸札 2十 瑚 ∑舶 ん -k･ ∑ 射 t,QL (k.1,k-I k,I-1

.〟-1

2Q2品 -城端_1+魂∑砿拓_7ntiZZ･-il
そのためには､(84)式(n-0,1,2,-･,Nl1)を使って

N-1 (k+I)≦N-1

¢ム札 1-一芸札 2+瑚∑舶 ん-k･ ∑ ,魂榊 ん-(k.i,k-1 k,I-1

(86)

(87)

(88)

が証明できればよい｡(88)式が証明できれば､明らかに(86)式と(87)式は等価､すなわち妬-孤
だからである｡故に､本節の以下の部分は､(84)式 (㍑-0,1,2,-･,〟-1)を使って(88)式を導出する

ことに割く｡

まず､(84)式

刷 -一芸(" -1
の両辺を微分して次式が得られる｡

n-1
+∑砿砿_mim,-il

刷 -一芸虻 1-

(n-1,2,-･,N-1)

n-i

∑ 砿 砿 _m (n-1,2,-,N-1)
m=0

一方､(84)式 n-1
4,i/-1--24,初-∑4,k砿_k (n-1,2,･･･,N-1)k=1

で､n-m+1とおくと次式が得られる｡

Tn
4,X1--24,64,Lt+1-∑4,k鶴 .1_k (m-0,1,･-,Nl2)k=1
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ここで､(90)式を(89)式に代入して4,㍍を消去すると次式になるO

n (L･+l)≦n

刷 -一芸#-.･瑚 ∑脇 立+1-m･∑ i/,LQl'軋 1-(k.I, (91)m-1 k,l-1

(n-0,1,-,N-1)｡ここで､(91)式は､n-N-1のときには(88)式となる｡古典禁止領域では､

Q--ilQlとおきかえれば同じ議論が可能である｡以上から､NLSEの解(83)が､LSEのWKB解(24)
と一致することが証明できた｡

B 線形ポテンシャルの場合のDivergence-freeWKB近似での波動関数

(53),(57)式は､線形ポテンシャルQ2-F(I-I(C)) (F≡V′(a)(C)))の場合には厳密に積分するこ

とができる｡本章では､その計算の詳細､および､漸近形を提示する｡ ところで､線型ポテンシャルの

場合のWKBl次近似での波動関数は､積分形で書かれた厳密解 Ai(E)を鞍点近似したものに他ならな

い｡では､Divergence-freeWKB近似での波動関数は､厳密解Ai(E)にどのような近似を施したものな

のであろうか?現在のところ､明らかではないが､鞍点近似をこえる近似法の提案につながる可能性も

あると思われる｡

最初に､§B.1,B.2で用いられる表記法について説明しておく｡E≡Fl/3(x-I(C))でスケールすると

p,q,Dはそれぞれ

p-一竿 , q-芸 7 D - F 2 (去 一芸 )

となる｡§B.1,B.2では､次のスケールtで計算する方が便利 で あ る｡

24/3

t≡-T E-聖 Fl/3(I - I (C))3

このスケールでの量子補正転回点はt(q)≡撃 e(q)-1とな る ｡ こ のと き p,q,D はそれぞれ次のよう
になる｡

p--(芸)2a2t, q-(芸)3a3, D- ( U a6(ト t3)

ここでa≡撃 Fl/30

B.1 補正許容領域での波動関数

(54)式 pc,kは線形ポテンシャルの場合､次のようになる｡

K(I)-芸a'u･V),k'x'-(芸)3′2a(u-V) (92)

ここで､u,Vは､u…(1+､乃~=膏)1/3,V…(1- 斤ヽ二手)1/3で定義される｡次に､u,Vのtに関する

不定積分をそれぞれ､刷 ≡/dt(1･Ji=育)1/3,Iv(i)≡/dt(1-√二手)1′3とおくと､再 の
∬に関する不定積分は次のように書ける｡

･湖 -/dxK(x'-芸(Iu+ Iv',I刷 -/- )-(芸)3′2(Iu-Iv, (93)
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以下では､ん,Ivを計算する｡まず､ん を計算する｡y-､斤二軍 により変数変換する.i-(1-y2)1/3
より

臣

空dyトト

ナレ

即Uy

d

♂Tα

′

ノ′
ノ′
ノ

二

二

二

ん
.

1T

+

L弓鋸d高
3i

J'
1

3

)

iZ'

肌M

が

+

(1-y2)1/3](1･y)1'3

- ';1l:u2:13n'(lu+.yv',1/三景 cdtyan(CT三三)]
仝く同様にして, γも積分される｡

･V-; [2tv･ln(u･V)･孟 Arctan(去一芸芸)]

(94)

(95)

以上 (93),(94),(95)式からZK(I),Zk(I)が求まる｡

･K(I)-去"u･V)･去ln(u･V),I"I)-争 - )一芸Arctan(去一芸芸) (96)
転回点 x(q)でt-1,u(1)-V(1)-1であるからZK(I(q))-1十 圭1112 Ik(x(q))-7T/12となり､故

に､転回点 £(q)からの定積分は次のようになる｡

/37q,dx'K(x′)-去t(u+V)･去1n(u･ V)-1- ;ln2

/I:q,dx,k(I,)-争 u-V)一三Arctan (去 一芸芸)一芸
これらを(68),(60)式 ､あるいは(62)式に代入すれば､補正許容領域での波動関数が得られる｡

B.2 補正禁止領域での波動関数

補正禁止領域では次の不定積分を考える｡

･j(x)≡/dxx;･(I) (i--i,0,1) (99)

ここで

x;･-一芸aJ7cos(α),α≡吉ArctanV祈1十等j
これを(99)に代入するとIj(x)ニーi/dttl/2cosαとなる｡ここで､舌からαへの変数変換を行う｡

i-3′2-cos3α,;t2dt-蓋芸daより

Zj(x)- -3

= -3

3

2

-

∫
-
ノ
′

ノ

l
一2
t2dti-3/2cosα

sin3α

cos23α
dαcosα

dαsin2αcos2α十1/2
(cos2α+1)

- 772-

(cos2α-1/2)~2



Divergence-freeWKB法(3次の代数方程式に基づくWKB法)

さらに､変数変換 X-2cos2α-1を行う｡cos2α-(X+1)/2,dX--4sin2αdαより

.α

3十帆
こ
こ

/

J

rくhL
h

3
12

3一
2

1J6

l一9
1ヽ-〉---ノ
⊥
須
方.α
′

ノ

2
一3+)

㍗
釘

1万
1万

+

(

I
以上より､(99)式は次のように計算される｡

･j(x,- 去lnL恭 し 去
(100)

ここでXj≡2cos2αj- 1,αj≡圭ArctanJ声~=了+苧jo
本節の以下の部分では､減衰解xb- -FC(i-0)の場合のみを考える｡ このとき

･o'中 吉lnI葦 卜 去

ここでXo≡2cos2α0-1,αo≡喜Arctan肺 ｢｡また､転回点at(q)では､i-1,α0-1,Xo-1よ
り項£(q))ニー(1+1n21/3)｡故に､転回点からの定積分は次式のようになる｡

-/I?q,dx/a(I,)-1+ln21′3.1n(a )i/6-去

従って､補正禁止領域での波動関数(60)は次のようになる｡

oII-eXp(-/I;q,dx,K'x,,)-21′3e(a )i/6exp(一志)

(101)

(102)

B.3 古典許容領域での漸近形

旧3/2≫ 1のとき,FC,kの積分形は次のような漸近形をもつ｡

/I:q,dx,a(x,)ニー(芸･言ln2+去ln(小 等(-i,13/2)+a((-i)-3)
/I?q,dx'k(x′)ニー(蛋(-i)3′2十芸一志(-i)13/2)十0((-E)-3)

ここで､0((-i)~3/2)を無視するとき､波動関数(68),(60)の古典許容領域での漸近形は､それぞれ次
のようになる｡

QWL(I)-N誓 荷 (103)

oI(x)～蒜(-i,l'4[A+exp(-i(言(1)3/2+芸))+A-exl)(i(3←E)3′2+芸))] (104)
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B.4 古典禁止領域での漸近形

E3/2≫ 1のとき､Xoは次のような漸近形をもつ｡

xo-言E3′2十三一志E-3′2+a(i-3)

ここで､0
うになる｡

(｢3/2)を無視するとき､波動関数(68),(60)の古典禁止領域での漸近形は､それぞれ次のよ

0gL(I)-N誓E11′4exp(-…E3/2) (105)

OII(I)～撃 e-1′4exp(一言E3/2) (106)
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