
研究会報告

異方性 をもつハイゼンベルクモデルのモンテカルロ法
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本講演では､われわれの取 り組んでるCubic異方性をもつハイゼンベルグモデルのモン

テカルロシミュレーションにどういった困難があるのかと言う点について報告 し､その打

開策として､われわれが取 り組んでいる弱いグラフをもちいたループアルゴリズムの紹介

を行う｡

1 はじめに

量子スピン系のモンテカルロシミュレーションに用いられるループアルゴリズムには緩

和時間か非常に小さいなどのさまざまな利点があり､優れたループアルゴリズムを構成で

きるメリットは大きい｡

一部の異方性をもつハイゼンベルグモデル (例えば､量子∫-m/2スピンXYZモデル)

についても､等方的なハイゼンベルグモデルとおなじ種類のグラフによって優れたループ

アルゴリズムが構成できることが知られているが､他の異方性をもつモデルについて､そ

ういったアルゴリズムが構成可能かどうかはよくわかっていない｡

講演では､最初にCubic異方性をもつハイゼンベルグモデルについて紹介をし､その後､

ループアルゴリズムとその問題点および弱いグラフの導入について報告をする｡

2 Cubic異方性

Cubic異方性は結晶場による異方性で臨界現象に対する影響などから古典系についても

量子系についても古 くから研究されている2 0 cubic異方性をもつハイゼンベルグモデル

のハ ミル トニアンは次式で定義され､そのD項がCubic異方性を表す｡

71--J∑ si･S,-D∑ (Si)4
(tj) I

(st)4-(Sヂ)4+(sF)4+(ギ)4
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｢モンテカルロ法の新展開2｣

摂動論などによる解析からS-2量子スピン系では､T-0でD項が強い領域で､((Sx)2-

2),((Sy)212),((Sz)2- 2)のようなQuadrapolar秩序相への非磁性的な相転移が おこるこ

とが予想されてお り､こういった量子相転移を数値的に調べる目的でモンテカルロシミュ

レーションをおこなっている｡

3 量子スピン(S>1/2)系のループアルゴリズム

川島らのS>1/2スピン系の一般化 【2]とBeardらの連続時間化 [3]などを統合すると､

S>1/2スピン系に対するループアルゴリズムの構成法は一般的に次のようになる｡

･S-1/2スピン系-の分解

2S

S- ∑ 扉 こ よ り ､乃 一 兎
k=1

'虚数時間方向の境界条件 (対称化演算子 P)

frexpトβP兎p)-frpexpトβ71)

●ハ ミル トニアンのグラフ分解

7iij- αoI-∑ αkA(Gk)
k

モデルごとに変わるのはグラフ分解の際に用いるグラフの種類である｡ 式中の△(Gk)が

グラフGkを表すオペレーターであ り､グラフによって行 き来できるスピン状態に対応す

る行列要素が 1､それ以外が 0となっている｡ たとえば､一般のXYZモデルの場合､図

1のような3種類のグラフでハ ミル トニアンを分解することができる｡ そして､この場合､

緩和が非常に速いことが実験的に知られている｡

図 1:XYZモテリレ
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4 Cubic異方性のグラフ分解

S-2をS-1/2系に分解すると1つのサイ トに4つのスピンが存在することにな り､

Cubic異方性の行列要素は上下8つのスピンがあっまったブラケットとして表現できる｡ 前

節にあるように､このブラケット上のグラフに適当な重み αkを掛け足 しあわせることで

Cubic異方性のグラフオペ レータによる書 き換えができれば､ループアルゴリズムが構成

できることが わかる｡

まず､horizontalbinding(図2)となづけたグラフのみで Cubic異方性を分解すると次

式のようになる｡

(si)4-18I+3(A(GHl)+A(GH2)) (3)

ここで､△(GHt)はともにhorizontalbindingのグラフオペレータである｡ ただし､各々は､

ブラケットの上下に0個 もしくは4個のアップスピンの状態に作用するものと2個のアッ

プスピンの状態に作用するものを表す｡

horizontalbinding crossbinding verticalbinding

図 2:Cubic異方性に対するさまざまなグラフ

式 (3)にしたがい､偶数個のアップスピンが続いている区間 (セグメント)には､強度3

のポアソン過程で､horizontalbindingを置 くことでループアルゴリズムを構成できる｡ し

か し､図3(左)にあるように､4つのスピンをバインドする horizontalbindingによって､

まったく遷移できないか､もしくは､低温では指数関数的に遷移できない状態の組み合わ

せが存在 し､シミュレーションを行った場合､低温で緩和が遅 くなり､サンプリングが困

難になる｡

このような問題に対処するため､horizontalbindingのように4つをまとめるのではな

く､2つずつのスピンをbindするcrossまたはverticalbindingなどのグラフ (図2)を考え

る｡これらのbindingは､各々､horizontalbindingと同じく､グラフオペレータ (△(Gck)､

△(Gvk))の和によって表現でき､さらに異なるbinding間の間に次の等式が成立する｡

∑△(GHk)-∑ △(Gck)-∑ △(Gvk)k た k
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図 3:エルゴ- ト性の問題

従って､これら3つの異なるbindingを任意の割合で混合することによっても､Cubic異方

性のグラフ分解が可能である｡

しかし､例えば､crossとverticalbindingのみを同じ割合で混合すると､低温では､図

3(右)のようにペアリングをランダムに複数回同じサイトに行うため､結局､4つのスピ

ンをbindしたのとかわらない結果になる｡ そのため､この場合でも､実際､低温では緩和

はふたたび遅 くなるということが観測された｡

5 弱いグラフによるループアルゴリズム

緩和を早めるためには､グラフをおいた後に独立なループの数が多いことが望ましい｡

しかし､通常のループアルゴリズムにあるように､最初にグラフ分解をしたときの重みを

つかって各場所ごとに独立にグラフをおいていくと､前節にのべたようにループの数がか

なりす くなくなってしまう場合が頻繁にでてくる｡ そこで､ループの数を減らさないよう

に､順次､グラフを決定 していくというアルゴリズムを提案する｡

まず､horizontal,cross,verticalbindingすべてを表す弱いグラフを定義する｡ 弱いとい

うのはこれらのbindingを区別 しないということを意味する｡ したがって､通常のグラフ

では表現できない｡式 (4)により､どの種類のグラフもすべて同等に扱えるので､なんら

かのbindingを置 く場所だけを弱いbindingによって表すことができる｡ このような弱い グ

ラフによるループアルゴリズムは以下のようなステップからなる｡

1.弱いグラフと強磁性交換相互作用を表すグラフを配置｡

2.弱いグラフではセグメント (虚数時間方向に連続するスピン線)は切れているとし

て､クラスター (互いに結合 したセグメントの集合)の同定を行なう｡

3.弱いグラフを順にみていき､上下8本のセグメントができるだけ 1つのクラスターに

ならないようにbindingを決定 していく｡
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4.全ての弱いグラフが通常のbindingに置き換わったら､再度ループの同定をおこない､

ループごとに独立に確率 1/2でフリップする｡

上記のようなbindingの決定にさいして､特定のアルゴリズム (ここではクラスターが減

らないような選択をする)を採用 しても､詳細釣 り合い条件を満すかをチェックする必要

がある｡ しかし､このことは､bindingの決定の際､スピン状態に関する情報をまったく用

いないことから次に述べるように容易に示すことができる｡

ループアルゴリズムはスピンとグラフ空間という2つの空間を交互に行きかうことで時

間発展する｡ その間の遷移確率は弱いグラフを含む場合のアルゴリズムでは､次式のよう

になっている｡

〈p(S:aGl'S7,芸 (5)

ただし､

ボルツマン重み W(S)-∑W(S,G)-∑ α(G)△(G,S) (6)
C G

式 (5)にあるPalg｡rithm(a)は弱いグラフか らbindingを 決 定するアルゴリズムによって定

まり､この遷移確率がスピン状態の情報をまったく含んでいないので､次式の詳細釣 り合

い条件が常に成立することがわかる｡

p(S-G)P(G-i)W(S)-p(i-G)P(G-S)W(i) (7)

ループ数が最大とするようなbinding決定アルゴリズムがもっとも望ましいが､そのた

めには最適化問題をとかなければならない｡最適解を求める時間が多項式でおさまるのか

はよくわかっていないので､現状では､上記のように順番に弱いグラフを処理する欲張 り

法の一種をもちいている｡

このような欲張 り法によるbinding決定アルゴリズムでも､低温でかなりの改善がみら

れるようになったが､まだ､相転移領域の検証には不十分であるのでさらなる改良をつづ

けている｡ さらに､今後､弱いグラフに拡張されたループアルゴリズム自身のさらなる発

展にも期待 している｡
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