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確率変動クラスターアルゴリズムの
3Dq-StatePottsモデルへの適用

都立大 院理 富 田裕介 ,岡部豊

確率変動クラスター(PCC)アルゴリズム [1日ま系の臨界点を前もって知らなくても,系

の温度を自動的に相転移温度に近づけ,そこでカノニカルアンサンブルするアルゴリズ

ムである.臨界点でのデータが欲しいとき従来の方法では,

1.臨界点をはさむように何点か取ってシミュレーションをする.

2.異なるシステムサイズで同様にシミュレーションをする.

3.Binderパラメータ等で臨界点を評価する.

4.臨界点でシミュレーションをする.

もう少し効率のよい方法が他にあるが (reweightingmethodなど),従来の方法におい

ては計算時間のほとんどが手順 4.に至るまでに費やされている.それに対し PCCアル

ゴリズムはいきなり手順 4.から始められるアルゴリズムであり,相転移点が自明でない

系や相転移点がサンプルに依存するランダムスピン系などでは特に有効である.PCCア

ルゴリズムの原理については本報告書の ｢新しいモンテカルロ法のあれこれ｣(岡部豊,

富田裕介,山口智明)を参照してもらうことにして,本稿では3次元 Pottsモデルと2

次元希釈イジングモデルへの適用を応用例として紹介したい.

1.3Dq-StatePottsモデル

q-StatePottsモデル [2]のハミルトニアンは以下のように記述される･

71--J∑(6g"J,･- 1)･
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6仰 ,は KroneckerデルタでJi-(1,･･･,q)である･3次元では q-1,2のとき2次相転

移,q-3以上で 1次相転移することが知られている.

まず,q-2Pottsモデルのシミュレーション結果を示す.図 1はPCCアルゴリズム

によって評価された臨界点Tc(L)のシステムサイズ L依存性である･有限サイズスケー

リング解析 周から,

Tc(L)-Tc+aL-1/u(1+bL-W),

という関係式が得られる･non-1inearfittingから,Tc-4.5118(8),1/l/-1.64(12)と評価

された･この結果は FerrenbergとLandaul4]による最近の結果,Tc-4･51142(6),1/l/-

1.5887(4)とコンシステントである.図2はシステムサイズ Lに対する磁化 m のlog-log

プロットである･T-Tc(L)における磁化のシステムサイズ依存性は下の式のように温
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度を含まない形で書ける.

(回 (L))-aL~β/U(1+bL-W).

この式から (無限系の)臨界温度 Tcとは独立にオーダーパラメータの臨界指数を決定

することができる.これは PCCアルゴリズムを使う1つの利点である.丘帖ngの結果

βル-0.517(8)が得られ,最近の結果 βル-0･518(7)と極めて近い値を出した･図 3に

磁化の分布関数の生データとスケーリングプロットを示す･βルは上で評価した値を用

いた.磁化の分布関数に関してもよくスケーリングされていることがわかる.
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図 1:有限系の Tc(L)のシステムサイズ L依存性･ 図2:T-Tc(L)における磁化のシステムサイ

実線は non-1inearfittingの結果.

2

(∈
)E
d

･･:･.. .1･Tl
-1･-...1

T＼ .J JT

-0.5 0 0.5
m

ズL依存性.実線は nonllinearfittingの結果.

芦転 .〆 pI･･.● ○
I I

o L=64

oL=32

●L=16

2 0

mLβ/V

2

図3:磁化の分布の生データ (左)とスケーリングプロットしたもの (右).βル-0.517とした.

図 4に q-3Pottsモデルのシステムサイズ Lと有限系の臨界温度 Tc(L)の関係を示

す.1次相転移のとき LとTc(L)は,

Tc(L)-Tc+aL-(Dll)

の関係を満たすことが知られている [5]･ここで Dは空間次元である･この式からTc-

1.8152と評価され,最近の結果 【6]㌫ -1･8163(2)に近い値が得られた･しかし,分布に
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関してはカノニカル分布が実現されていないことがわかった.それは次のような理由に

よる.まずスピンがオーダーしている低温からシミュレーションを始めたとする.すると

系のクラスターは常にパーコレートしているから,系の温度は次第に高くなる.T-Tc
においてクラスターがパーコレートしている状態からパーコレートしていない状態に遷

移する確率はシステムサイズと共に急激に小さくなる (singlespinflipをしている場合

exp(-C'LDll) (6-COnSl.)に比例する).その結果 Tcに達してもなお温度を上げ続け

る.シミュレーションを高温側から始めたときも同様なことが起き,系の温度は相転移

温度をはさむようにしてループを描く (図 5).従って 1次相転移の場合にはPCCアル

ゴリズムはカノニカル分布を実現しないが,相転移点がループの間にあることと,ルー

プの幅が L-(D-1)に比例することから相転移温度に関してはある程度よい値が得られる

ことが理解される.

図4:有限系のTc(L)のシステムサイズL依存性. 図5:1次相転移に PCCアルゴリズムを適用し

実線は Tc(L)-Tc+aL~2. の直線･ たときの模式図.

2.2D 希釈 Isingモデル (random spin系への応用として)

randomspin系への応用として 2Dサイト希釈 Isingモデル 【7]への適用を紹介する.

ハミルトニアンは,

71--J∑eiSiEjSj

<tI3>

であたえられる･Si(-j=1)は Isingスピンで Ei(-0,1)はクエンチされたランダム変数

である･ei-0(Ei-1)のときサイトiには空孔 (スピン)が入る.一般に有限系では

臨界温度はサンプルに依存し分布する.臨界温度は比熱や磁化率のピーク,あるいは浸

透確率やBinderパラメータなどがある値を取るところなどで定義される.Aharonyと

Harris[8】はくりこみ群の計算から臨界温度の分布に関して次の結果を得た.

(ATc(L))2- lTc(L)2ト lTc(L)]2

(X
L~D (純粋系の固定点)

L-2/U (ランダム固定点)
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ここで角括弧はランダムサンプルに関する平均である.この結果を検証するために臨界

温度の分布を計算した.通常のアルゴリズムではそれぞれのランダムサンプルに対して

臨界温度を評価するのは非常に困難であるが,PCCアルゴリズムではそれぞれのサンプ

ルに依存する臨界温度に自動的に近づくので臨界温度の分布を簡単に計算することがで

きる.図 6はシステムサイズに対する臨界温度の分散のグラフである.図中のpはサイ

トを占めているスピンの濃度を表している.グラフの傾きから臨界温度の分散は L-2に

比例することがわかり,希釈イジングモデルの臨界現象が純粋系のユニバーサリテイク

ラスに属していることがわかる.また AharonyとHarrisはある物理量の熱平均値X の

分散に関して次の結果を得た.

Rx -

(X

[x2ト [X]2

lX]2

L(a/〟)pure (純粋系の固定点)

W'(-const.≠o)(ランダム固定点)
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図6:臨界温度の分散 (△Tc(L))2のシステムサイズ 図7･.磁化の分散のシステムサイズ L依存性.

L依存性. p-0.7のグラフが上に反っているのはパーコ

レーション固定点との crossoverによる.

図 7はそれぞれのサンプルにおける Tc(L)での磁化の分散のグラフである･L-∞
で ‰ - 0となるように見える.これはシステムサイズ無限大で臨界温度における磁

化の値がサンプルに依らず selfaveragingであることを示している.さらに Aharonyと

Harrisの結果から臨界現象は純粋系と同じ固定点に支配されていることを示している.

図 8に Binderパラメータのシステムサイズ依存性を示す.Binderパラメータは固定点

でユニバーサルな値をとることが予想される.グラフから Binderパラメータはシステ

ムサイズ無限大で希釈の度合いによらず purelsingモデルの値に等しくなることがわかる.
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図8:T-Tc(L)におけるBinderパラメータのシステムサイズ L依存性.p-1.0は純粋系の Isingモデ

ルである.

まとめ

PCCアルゴリズムの適用例として 3Dq-StatePottsモデルと2D希釈イジングモデル
の解析を紹介した.連続相転移の場合,PCCアルゴリズムは威力を発揮するが,1次相

転移への適用にはまだ改良が必要である.これからの応用として,3D希釈イジングモデ
ルがある.2Dのときと違い3Dイジングモデルは臨界現象がランダムネスによって影響

を受けることが指摘されており,ランダム固定点によって記述される臨界現象を調べる
ことは興味深い.PCCアルゴリズムを適用することができる量子系として,ループクラ

スターが系に巻き付く温度と相転移温度が一致する2D量子 XYモデルがあり,この研

究は現在進行中である.
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