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1 序論

1.1 履歴問題 ･力学系としての設定 (広い意味での問題意識)

あるシステムの現在の状態がシステムの辿った履歴(History)によって決まっている､という

ことはよく観察されてることである｡社会や経済､｢世の中の流れ｣､人間､学習､生物/生態系

の進化､地球レベルでのダイナミクス､そのような系では､実際今実現されている状態を考える

と､あるべくしてそうなった必然の部分と単なる偶然と見なせる部分が混在しているように見え

る｡そしてそれらは､(必然的に起こった方が偶然に起こった方に比べより重要であるということ

はなくて､)どちらもそれらの系が ｢今現在そういう状態である｣である理由の本質的な部分を

成しているように見える｡歴史性がどうしようもなく効いてくる､歴史を見ることでしか決定で

きない､ことすらあるように思える｡

しかし一方､履歴 ･歴史性を引きずると言っても､起こったこと全てが有効に実現されること

に響いてくる､つまり過去におこったイベントの一つ一つの詳細を考慮にいれる必要はなさそう

でもある｡重要なことと重要でないこと､全体の ｢雰囲気｣､時代性､統計的に語りえること｡つ

まり､系の自由度より遥かに少ない変数での巨視的な記述が可能であることが期待できる｡

しかしながらこのような歴史性を持った系の記述は従来の熱力学 ･統計力学ではあまり扱われ

なかったものである｡タイムスケールの切り離しとともにこれらの履歴性は消去され､逆に､当

然のことながら､消去されうる系が熱力学的な記述を可能にした｡

履歴問題に対しては次のように幾つかの段階が考えうる｡

●どのような系が履歴依存性を示すのだろうか｡

●系が履歴依存の時､その履歴はどのようにコードされるだろうか0

●コードのされ方は何かしら構造を持つだろうか｡言い替えれば､巨視的な少数の量で意味

のある(履歴と対応する)記述ができるだろうか?逆に､系に対する統計的な操作の違いで､

系は有意な違いをもった出力を出すだろうか｡

●それらは外から情報として取り出せるだろうか｡即ち観測手段があるだろうか｡

これらの問題について､より具体的な系について次の節でreviewを兼ねながら論じることにす

る｡そのあとで､粉体に基づいたモデルを構築し､そのモデルで見られる幾つかの現象を紹介す

る｡力学系的な解析を通してどうして履歴性が見えるか､力学系の性質から議論する｡そこで見

られる性質に基づいて､系の記述に有効な巨視的変数の有効性について調べる｡
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多重定常状態の履歴依存性

1.2 物理系の例

ここで現実の物理系でそのような履歴が重要な役割を果たすような系をいくつか挙げて見る｡

このような系をとおして､どのようなメカニズムで履歴が表れるか､を考察していくことが大事

であると思われる｡

1.2.1 粉体系

一つの例は粉体である[1日2日3日31]｡
静止した粉体内部での応力分布に関しては近年様々な興味が持たれている｡これは本論文のモ

デルを与える上でアナロジーとした系でもある｡静粉体についてreviewした後､その履歴依存性

を示す実験結果を示す｡

砂山やサイロの中の静粉体の内部応力は､その分布がinhomogenousであることが知られてい

る｡静粉体内部においては粒子がそれぞれお互を支えるわけであるが､その ｢支え方｣は均一で

はなく､一般にその応力分布が(平均より大きいところでは)指数的に分布している｡このことは

カーボン用紙を用いた実験(力が加わる程カーボン用紙につく跡が大きいことを利用して計測)で

も確かめられており[6日7]､2次元の数値実験でもそのような結果が得られている【8]｡閏(a･)に

よればその応力fの分布の関数形はP(I)- cl(1-C2e-f2)e-βJ,cl-3,C2-0.75,/3-1.5でよく

fltting出来る｡このf>1での指数的減衰自体は粉体内のパッキングには無関係なようであり､
例えば【7](b)では最密充填という秩序だった配置での圧力分布を計測しているが､こちらも指数

的減衰を示す｡

これは静止粉体内部において､アーチが形成されストレスチェーン(stresscllaill)と言われる比

較的少数の力を支える(応力が高い)部分ができ､主にこの部分が自重を含め砂山にかかる力を支

えることによる｡そのため､例えばサイロの中の粉体の圧力は､液体が満たされている場合と異

なり､深さに比例するということがないO実厳 の圧力はある大きさ以上にならず､収束する｡そ

の際周囲の壁が粉体の重さを支える｡周りに壁がない砂山の場合は､直観的にはその中心部(高

さが最もあるところ)で最も高い圧力を示すかのように考えられるが､そうではない｡中心部で

はディップ(dip)と呼ばれる圧力のくぼみができ､中心部から少し離れたところに円剰犬に最も圧

力が高いところが分布する｡

応力分布の指数的減衰はq一modelという簡単なモデルで再現できる【9】｡このモデルは､格子状

に配置したサイト(粉体の粒)対して､静止状態では平衡(釣合い)の位置はD層がその上のD-1

層を支えることから､D-1層の粒子iにかかる負荷LJ(D,i‖こその粒子自身の重さを加えたもの

をβ層の隣接する粒子に確率的に割り振るということを行う｡

LJ(D,i)-1+∑ qij(Dll)LJ(D -1,i)
}

(1)

ただLq,Tjは確率変数で､∑iqij-1を常に満たす｡(釣合の条件)このような簡単なモデルでP(I)
の指数的減衰が説明できるのである｡

次に連続体として取り扱ったものを見てみる｡連続体として取扱うには､応力テンソルを歪テ

ンソルの関数として与えなければならない(構成方程式)[44]｡通常､弾性体近似(応力テンソル

を歪テンソルの1次で展開)を用いて取扱うことが多いが､粉体の場合はそのような関係式は成

り立たない｡そこで構成方程式を与えてやる必要がある｡このようなもので提案されているもの
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を幾つか分類する｡

●粉体が至る所で限界応力状態であるという仮定｡つまり､僅かな力を加えるだけで粉体が崩

壊してしまうという状態(限界応力状態)である｡.この仮定をもとにサイロや砂山について

その内部状態を決定しようと試みられた｡この仮定の正当性については､例えば【171では数
値計算によって､粒径にバラツキのある摩擦無し2次元粒子(ディスク)が詰まった長方形に

対して一方向に圧力をかけていった時､歪がどうなるかを計算している｡このような歪変化

は弾性体と異なり､圧縮を受ける時に粉体粒子が再配置することによって起こり､圧力変化

に対して不連続となる｡そしてこの様な歪変化は熱力学的極限を取ってもdeterlnillisticと

はならず､僅かな圧力変化に対しても非連続な歪変化が起こり(fragile)､その大きさはL6vy

分布を持った確率過程になることが得られている｡

Ja.llSSenはこの仮定を用いサイロ内での粉体圧力分布を説明した｡しかしながらこのような

仮定では砂山中のディップを説明することが出来なかった｡[10]

これに対して､Edwa.rdsは砂の重みが床と角度丁をなす円錐アーチによって与えられると

いうモデルを出した｡この時､Tはパラメータとして与えられ､決定することはできない｡

またこの時中央部での圧力の値が0になってしまうが実際はそのようなことはない､など不

満足なものであった｡ [川

whittmerらは応力テンソルの主軸が砂山の中心軸に対して常に一定角度傾いていると仮定

した(FixedPrillCipalAxis,FPA).このモデルでは､その角度Tは砂山の臨界角で決定して

いるが､内部でそのような状態になっている理由づけとして砂山の形過程を根拠に挙げた｡

即ち､形成の仕方が最終状況に効いてくるのである｡このモデルによって砂山のディップが

説明できた｡さらにこの拡張として､OrielltedStressLillea･1ity(OSL)モデルを提案した｡

この仮定はllyperbolicな偏微分方程式を導く｡ [12日13]

'主に工学の方ではela･sto-plastictlleOryが用いられて来た｡これはある閥値 (最大摩擦係

数で決まる)以下では弾性理論(elasticityを仮定)を用い､閥値を越えると値は一定になる

(pla･sticity)Coulomb-Mohrの条件｡これらの仮定はelasticity領域ではellipticな､plasticity

領域では11yperbolicな偏微分方程式を導く｡この条件は砂山の中心部のディップを説明する｡

｡構成方程式と言うわけではないのだが､q-1nOdelの連続極限では拡散方程式(parabolicな偏

微分方程式)が得られる｡これは要するに下層へのランダムウォークである｡【13]

このようにそれぞれの過程からは偏微分方程式の型としてelliptic･parabolic･hyperbolic(+
110ise項､､往々にして'110ise'項が伴う)が導かれ､三者三様と言えるoこれに対して最近幾つか

の実験が行われた｡

[叫 ではほぼcube型のブロックを積み重ね､最上層の一点に荷重を加える｡その荷重の伝わ

り方を見るため､各層間の接触点を何サンプルにもわたってとりそれを重ねている｡その結果は

pa･rabolicな範囲に収まるものであり､これはq-model型の拡散方程式的(pa･rabolic)な内部応力

状態を示唆する｡

一方【15】では､3次元的にランダムパッキングした粉体にたいして､同じように一点に荷重を与

え､その荷重の下層への影響を見ているoその結果､下層での変化のピークは荷重を与えた点の

下に来ており､さらにそのピークの幅は層の深さとともに比例した｡これは､系がelasticに(つ

まりellipticに)振る舞うことを示唆する結果である｡
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[16】でも上と同様に頂点に荷重を与えその変化を調べている｡この実験では粉体粒子として同
じ大きさの球､楕円､五角形で調べており､これは詰めた時の並び方の秩序の度合に影響する｡こ

の実験では最も秩序だった状態である球粒子の実験で､OSLモデルタイプ(osいこノイズを加え

たもの)の振る舞いが見られる｡ところが､五角形の粒を用いた実験では系がelasticに振る舞う

ことを示唆しており､系の振る舞いにパッキングのランダムさが関係することを示唆している｡

このように､実験結果からみてもこれが決め手というものはないようである｡そもそも構成方

程式を仮定した連続描象がどれほど有効な記述が出来るか､ミクロに見た内部圧力の非一様性と

どのように関わるのか､はっきりしていない｡

結局の所､静粉体内部の応力分布については理解出来ているとは言いがたい｡また､これらの

実験については､基本的に静止状態だけを見て､その作り方を考慮にいれてないものであった｡

回 の実験では､砂山を積むのに､2種類の積み方を行い､底部の圧力(床が受ける圧力)を比較し

ている｡一つは､砂の供給源を一点として積んでいくやり方であり(localized-sourceprocedure)､

もう一つは､砂の供給源を広くとっていくやり方(raillingprocedllre)である｡このような作り方

をして出来た砂山の底の圧力分布を測るとloca.lized-sollrCeprOCedureで作った砂山では(従来言

われていたとおり)中心部にdipがあったが､rail､ingprocedureではdipは見られないのであるO

使われている粉体は同じであるから､この違いは積み方によって出来たのである｡ここで､マク

ロな操作(ここでは砂の供給の幅の広さでパラメトライズ)でマクロな変化が得られた､というこ

とが大事である｡また､クサピ型砂山でも同様な結果が得られており､2次元のモデル化で十分

であろう｡

この例はどう解釈したら良いだろうか?砂山に対してどのような量を測れば辿って来たpa･tll(積

み方が)わかるのであろうか｡あるいは何に履歴がコードされるのであろうか｡そのコードのさ

れ方は､巨視的な構造を持ちうるのであろうか｡巨視的であれば､実験的に取り出せる量なので

あろうか｡(この問いは単に粉体系を越えた普遍的な問いであろう｡)

本論文ではこの砂山の例を元にモデルを作り､本当に砂山が履歴依存性を示すのか､そのため

にはどういう条件があればよいのか､何を測れば見えてくるだろうかを模索する｡

1.2.2 摩擦の現象論からの例/考察

摩擦という現象は､非常に身近なものであるが､どうして起こるのか､摩擦とは何なのかと

いう理解は十分ではない｡【23】【241[25][26][27】[281この節では､摩擦現象論を紹介することで､そ
こで ｢縮約された現象論(の記述)｣の例とする｡一般によく知られている現象的法則としては

Coulomb-Amontoll法則がある｡これは次のようなものである｡

･摩擦力は垂直効力にのみ比例して､その接触面積には依存しないFJric-PN

.動摩擦力は速度に依存しないFLd-COnSt

.最大静止摩擦力は動摩擦より大きい/Ls>pd

しかしながらこのCotllomb-AmolltOIl則について､特に ｢動摩擦力は速度に依存しない｣につ

いては疑わしことが様々な実験にによって確かめられている｡

摩擦と一口に言っても､その考えられるスケールや状況は様々で､日常レベルでの固体の接触

だけでなく､小さな機械内部で使われるような､潤滑剤を伴ったものから､地震発生の原因と考
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えられるプレート間の接触面での､摩耗により出来る岩石の固まり(ga･uge)を境界面に伴ったも

のまで､非常に多種多様な状況が考えられる｡そして､それらのスケールを越えて､共通性のあ

る普遍的な現象､stick-slipやagingと言った現象が見られるのである｡

stick-slipとは､固い引き戸などを無理に開けようとする時におこる､振動のことである.この

とき引き戸は動いては止まり､動いては止まるを繰り返す｡(この現象がプレート間で起こったも

のが地震である｡)この現象は様々な状況下での摩擦で､相対速度が小さいところで起こること

が知られており､また､高速領域での､一様に滑べるsteady-slidingから､stick-slipへの変化(転

移)はHopf分岐で起こることなど､そのメカニズムにも共通点が多い｡系の詳細を見ずにある程

度普遍的な摩擦法則が書けることが期待できる｡

またagingとは､接触時間とともに摩擦力が変化すると現象であり､これもまた様々な状況で

確認されている｡例えば固体固体間の摩擦では､岩石間の摩擦[29]や紙と紙の摩擦の実験 [301な

どで最大静止摩擦の変化が接触時間に対して対数的､log(i)という時間スケールで大きくなって

いることが知られ､このことは砂体を間に挟んだ実験でも得られているようである【31]｡さらに

この時間変化は動摩擦とも関係づけられ､steady-slidillgの滑べりに対して

ILd(V)-FLs(Do/V)-a+blog(1+i)

という関係がある.(Coulomb-AmolltOn則と異なり､動摩擦と静止摩擦の間に関係があること

に注意｡)ここでかOは一般的なスケールでは非常に小さく､/川l程度で摩擦の相関距離である｡

stick-slip領域では､一般に(seady-slidi11gとの転移域からも離れているとして)その運動は周期的

である(例えば[31])｡この運動ではCoulomb-AlnOlltOll則と違って摩擦係数ILは速度に依存する

が､一価の関数ではない｡周期的運動に対して′U-FL空間を周回軌道を描いて一方向に回る､つ

まり速度の2価関数なのである｡ただしVが十分に小さい領域(stick領域では完全に止まってい

るわけではなく､ごく小さい速度を持って運動している)ではもっと110isyであると考えられる｡

そしてこの時の最大静止摩擦力であるが､上に述べたようにstick時間TsiもCL.の対数のスケールで

変化するのである｡即ち最大静止摩擦力は履歴による｡(そのはかの軌道はさほど変化はない)

主にこの二つの現象､stick-slipとagingは別々の現象であろうか?摩擦を示すそれぞれの系に

対して現象論的な式が提案されている｡例えば 【32日30日33]ではagi1､gを表す変数¢を使い(そ

の物理的意味は問わない)両者を結びつけている｡一方 [36],[35】では粉体層の摩擦に対してその

"流動度"βを変数として摩擦則を提案している｡また､このような流れとして[34]のものもある｡

どの系に対しても ｢履歴｣をあらわすパラメタ(導入された新しい変数)はひとつしかない｡

カニFert-∫(N

FL-I(V,0)

∂-g(,L7,0)

2

3

4

ここで注目すべきは､変数が一つだけで摩擦則をかなりよく近似できることである｡それぞれの

系に対してこのβというものがどういう意味を持ってるかは正確に明らかでないが少なくとも履

歴の効果として一変数に取り込めたことになる｡

砂山と摩擦の例は､粉体の理解が摩擦なしでは考えられないし､また逆に[31]では粉体として
の性質が摩擦則を再現させるので密接な関係があると期待できる｡
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1.2.3 その他

その他にも履歴依存する物理系は沢山ある｡例えばガラス転移では冷却速度によって異なった

状態へとなる｡ガラス化したその状態が冷却速度で決定されるのである｡

タンパク質のおりたたみについても､｢折り畳みの順番｣が重要な役割を果たし､そのようなこ

とが､非常に110isyだと考えられる実際の細胞内ではどう起こるか､興味深い｡(これは履歴性を

パラメタに埋め込んでしまった系だと言えるだろうか?)

このように､履歴性を示す系は沢山あり､現在多くの興味が持たれている系でもある｡

2 モデルの構成と流れのシステム

2.1 流れ描像

一般に連続体の力学では､｢運動量の流れに対する保存｣という考え方が有効である[22]｡普通

の意味での(Newton)I,agrange描像的な力学をEuler的に見た時､場の変数として運動量pv-(r-,i)
を考え､その保存則､

∂tp,ui+∂L･ji,k- ･5i (･5)

となる｡ji,L･は ｢運動量に対しての流れ｣と言うべきものであり､占iは運動量を与えるような ｢湧

き出し｣である｡(湧き出しがあるので正確に ｢保存則｣ と言うものではないが､同じ次元を持っ

た(素性の知れてる)量に対して方程式が上の形で閉じている､という意味で使っている｡)

場所.tTでの流入してくる運動量は､応力場の勾配によるもの､実際粒子が動くことによるもの
の2種類であり､｢湧き出し｣は外力によって得る運動量である｡

∂tp,Z71-PIIl+∂kPik-∂k(pl)iVk) (6)

となる.pは密度､封ま速度､Kiは外力､pik-は応力である｡ここで運動量pL再こ対してその運動

量の流れji,kの負符合をとったものが応力となっている｡第一項が ｢湧き出し｣に対応する外力

である｡第三項は質量が実際動くことにより失われる運動量である｡(場の変数としての運動量の

増減はこれで閉じている｡)

(6)式と質量保存則∂iP+div〆 -0から流れにそってのNewtoll方程式

p五 -PI;i+驚
Dvl

(7)

が導かれる｡これはこの描象とNewton力学の等価性を言っている(勿論 ｢流れ描象｣は広義の意

味でNewtoll力学そのものである)0

流体と違って質量の流れのないものでは(6)式の左辺第三項は0となる｡(したがってこの ｢運

動量の流れ｣描像において定常状態が静止状態にあたる｡)

pIl'iニー∂L･I)ik (8)

これは単に外力と応力がつりあう､つまり静止粉体の場合について言えば､｢下のものが上のもの

を支えている｣ことを言っている｡
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流れ描象を持つことの利点はダイナミクス(時間発展)部分にあり､以下に述べるようにopell

免ow系の話と結びつけることができるO

2.2 設定とモデル

2.2.1 モデルの導入

前節で述べたように､｢流れ｣と言うものを意識し､本論文で扱うモデルを組み立てることに

する｡

履歴依存を示す現象の特徴を抽出するものとして､以下のような(局所的な)仮定をおいた力学

系を取扱う｡ 1

仮定 :一度出来てしまった流れの通 り道が､より多 くの流れを通す

この仮定は､素朴には､例えばガラスの上を伝わる水などについてあてはまるだろう｡粉体に

ついて説明とイメージを与える｡

静粉体中での ｢流れ｣として､前述のように運動量の保存方程式を参考に､ここでは､各々の

砂から"湧き出た"重力mgが通る道筋をイメージする｡この場合､上のような仮定は直観的には

イメージしにくいが､一般にアーチ構造は壊れにくいと考えれられている｡(石材が多いヨーロッ

パで､アーチが建築の基本構造になった理由である [42]12)､アーチの上に来た荷重はこのアーチ

を伝わって分散されると考えられる｡そのようなアーチ形成のメカニズムは興味深いものである

が､ここではその機構は問わない｡ミクロ､粉体の一粒一粒自体にこのような性質はなくとも､

ある時間･空間スケールで意味のある統計量のダイナミクスとしてこのような(定性的)性質があ

ればよいと期待できる｡そういう意味でこれから扱うモデルは､必ずしも粉体内の一つ一つの粒

を焦点にあてたものでない｡したがって､本論文の目的は､例えば､静粉体での指数関数で落ち

る圧力分布を出すものでもない｡(圧力分布自体が履歴に依存することはあり得るだろうか?実験

結果を見る限りではこの分布はロバストであるという印象を受けるが｡)

勿論､静粉体の中のアーチ構造は､過大な流量/荷重に対して､既存の道筋が壊れ新たな道筋を

選ぶこともありうるし､また､局所的なランダム(noisy)な働きのため､流れの道筋が平均化さ

れる性質もあるだろう｡形成されるアーチのスケールなども無視している【18日19]｡しかしなが
ら､手始めとして､そのような過程を省略したモデルを調べることにする｡即ち､履歴依存を示

す ｢骨組み｣として､｢一度できた道筋を通り易い｣というルールが効いていることを期待するの

である｡

力学の流れ的描像では場の変数として流れるものは運動量ベクトルp-(;6,i)である｡このように
一般には多数の場の成分を手掛けるべきではあるが､(例えば､実際の静粉体中のアーチ構造は､

特にサイロのような周りの壁が(水平方向に力を与えることによって)大事な働きをしているもの

1粉体に関しては標準的に使われているMDシミュレーション法として離散要素法(DistillCt.ElemelltSMet.hod,以
下DEM)と言うものがある｡粉体間に 期̀待される'(厳密には?マークがつく仮定もある)幾つかの相互作用を考慮に
入れたものであり､実際の現象もよく再現する｡しかしながら､このようなシミュレーションで再現された現象につい

ては､一体何が本質的かは自明でないことが多い｡実際何が起こってるかを見れるというコンピューターを用いた利

点はあり､それは強力ではあるが｡ここでの立場は ｢履歴依存｣ということに本質的だと期待できるような仮定をおい

て､その上で何が起こるかを見るというものである｡

2石材は圧縮に対して強く､逆に木材は引っ張りに対して強い.この材料の性質の違いが (ヨーロッパと日本の)建
築法の違いに表れた｡
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は､垂直方向と水平方向の力の組合せによってその空間的広がりなどが決められているのだと考

えられる｡)以下のモデルでは場の変数として､1つの量のみ(q-modelのようにスカラーだけ)を
とることにする｡

以上のことを踏まえて､次の様なモデルを構成する｡

図 1:格子

図(1)の様な三角格子を用意する｡力学的抽象化としては､格子の下流への連結数は一般に2

でなくとも良いと思われるが､(さらにもっと複雑なネットワークを考え得るが)とりあえず2と

する｡この格子の上方に向かって上流､下方に向かって下流と言うことにする｡仮定を満たすよ

う､次のようなステップを繰り返す｡図(2)を参照のこと｡

1st上流の格子点の値xi,jを､仮定を満たす様に下方の格子に振り分ける｡具体的には､下方の

点をxl,i+1,a･r,i+1とすると､その量のベキ乗によって比を振ることにする0

2md各格子点に ｢湧き出し｣βを与える｡

すなわち､

瑞1=β+･Ti,i-
(亘 ′)､､ (17･:.,ド

1(症)α+(紅 1,i)αいbr,]-1(症 )α+伺い,i)α
(9)

このようなCoupledMapLattice(CML)によるダイナミクスを考えるotTi,jについては任意のス

ケールがとれるので､以後β-1.0とする｡｢砂山｣を念頭においてはいるが､あくまでも力学的
抽象モデルとして扱えないか､を議論する｡

2.2.2 マップの性質

幾つか(9)式で与えられる系の性質を挙げておく｡

･upperboundaryで(初期条件を与えた時以外)xi,0-βである.
･流体的描像で述べた保存量に対応して､

〃-1 ｣Ⅴ-1

∑ 瑞1-Nβ+∑ 拓_1
i=O i=0
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1ststep flowdownward

､､●･ ･●･--''
jf ':1''-1')rr'j-i)(
､＼

特に固定点へと落ちた時は

2ndstep.addβ allslte

(/rp､1 (iTIt;i
/~＼ノ＼＼ヽノ._J/

図 2:マップの手続き

∑.t･i,,-N(i+1)即ち (a･i,,)i-i+1% (ll)

となる｡

･一様な解gi,i-j+1は(9)式で瑞1-拓 とおいたものを満たすo即ち;ri,j-j+1は固定
点である｡

2.3 0PENFLOW 的な描像

2.3.1 openflowsystem

ここで立てたモデルは､流れの下流から上流への寄与は無視している｡一般にこのような系は

open且owsystemとして様々な研究がなされている [37日38日40】｡その概念は図(3)のようなも

のであり､上流のダイナミクスが下流のダイナミクスに影響を及ぼす｡これは例えば流れのある

開水路中のダイナミクスや､もっと抽象的に次々と起こる何らかのイベントをモデル化したもの

である｡簡単のためCollpledMa･pLa･tticeを例にとる｡ [37日38]

薫十1-ff-(.i:t!)+(1IE)i('6:_1)

ここでtは時間､iは空間のilldex｡

OPENFIDWSYSTEA【
′′{＼ /'､＼ /仙■＼
//..卜
‥
...
.′

-Tし
/′栂
t

t.I/

､吊
ノ
/

/3
..
～,＼

｣
.

＼1､ .ほ

＼､

叫
‥′/
.fJ._.,
/

11
.....__TL

了
′ノ紬
＼
{ヽ
〓
｢
T 牒 ギ
ー′/ ＼＼.ノ
-ー-- DOWNWARD

(12)

図3:openflowsystemの概念図

open且owsystemにおいて重要な概念として移流不安定性(collVeCti､reillStability,CU)がある｡

これは普通の意味での時間ダイナミクスの繰形安定性とは異なる概念であり､以下に説明をする｡
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このような系において､ある要素に摂動を加えた時､時間的にはその摂動の効果は減衰していっ

ても､空間的に､つまり下流へと向けてその摂動の効果が大きくなりうる｡その空間方向の摂動

の成長が各要素の緩和のタイムスケールより十分大きければ､加えた摂動は下流において大きな

不安定性を引き起こす｡このような状態を ｢移流不安定(convectivelytlnStable)｣と言うのであ

る｡この際各要素のダイナミクスはあくまでも線形安定である｡このような不安定性はco-1nOVillg

Lyapnov指数人Vで測ることができる[37】｡CO-movingLyapunov指数は速度Vの慣性系で測った
Lyapunov指数である｡即ち速度γ慣性系でみたJacobiallMatrix

J= ∂ttd+1(il+[V(i+1)])
∂.tm(il+[珂)

(13)

を用いてLyapunov指数を測定し､この最大値がある速度領域で正ならば､系は移流不安定となる｡

実際には本論文ではco-movingLyapul10VeXpOnelltは計測しない｡本論文で行ったことは次の

ようなことである｡【38]によれば､系の移流不安定性は､空間マップ3の安定性と関係がある｡こ
こで空間マップとは､系が時間的に周期kであると仮定すると､時間のi11dexiは落とせ､空間

のilldexiに対して得られるマップである｡即ち､

･ii'k - Fk(177%Lk,紅 L..1,･･･,tt舅)

gi = Fk(gi_k,紅 k+1,-･,.tIi)

(illdextを落とす｡♂+k-LTl)

(14)

(15)

Fは011eStePの時間発展を表す｡この様にして得られるマップは.tJiの陰的なマップであり､.t=iに

ついて解が1つ以上あるりうる｡

このような空間マップの性質は､時間ダイナミクスの性質にも関係していると考えられる｡[38]

では空間マップがカオス(positiveLya･p11110VeXI)011ellt)であれば､col一ヽreCtivelyullStal)leである

というcolljectllreが出された｡

空間マップのLyapul10V指数入spは､次のようなことを意味する｡ふつうの線形解析では微小

な摂動を与えた時 ｢時間的に｣安定かどうかを見るものであり､その摂動はある時刻一回のパル

スで良い｡一万 人spの意味は､摂動は空間のboulldary1:A(o)(空間マップの初期条件′)を変化させ
る(時間的には変化させない)そのときの空間的な(時間ダイナミクスの)固定点の安定性を表すも

のである｡

3 現象

この章では前に導入したモデルがどのような現象を示すか幾つかのモデルでみる｡｢履歴依存

性｣というものを見るため､1.｢砂山の積み方｣2.操作時間の変化を変えることによって系が異
なる状態になるということを示す｡

3open兄owsystemではないが､[41]ではFrenke1-Ⅰ(olltrOVaモデルのgroulld-st,ateについて空間マップを考察
している.このマップは良く知られたst,andard-mapとなり､空間マップがカオスを示す軌道はgrollnd-s一at.e或は
meta-stableではないo測度が小さい(準)周期解が選ばれるのである｡これらの性質も時間ダイナミクスと空間マッ
プの関係を考える上では面白い例である.ちなみにFrenke1-KolltrOVa系は摩擦のミクロレベルのモデルとしても使わ
れる｡
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3.1 ｢砂山｣の例日､積むことの順番を変えることによる履歴依存性

粉体系とのアナロジーとして､｢砂山を積む｣ことを試みる｡ここで積むと言うのはこういうこ

とである｡積まれてない状態格子に対してはβ(湧き出し)をゼロとし､積んだ状態はβがある正
の値を取ることである｡このP21,が格子(i,i)に積まれた粉体粒子の ｢重さ｣になるわけだが､本
論文を通してこの値は一定(鶴 -1･0)である｡
砂山は以下のようにして作る｡

1st初期状態ではごi,jはゼロである｡βもゼロである｡(実際には最下層だけβに値を与えている
状態から｡)

2nd各格子点について､下から順番にβに値(1.0)を与える｡この時､｢下から積む｣とは次のこ

とを意味する.ある格子点に対してβを与えようとする時､その格子点が隣接する下の層

の格子点については既にβが割り振られていなければならない､という条件を付与するの

である｡もしこの条件が満たされていなければこの条件が満たされるまで ｢転がり落ちて｣

下方の格子点へと移動する｡

3rdβを与える際衝突による運動量を考慮してこの瞬間だけ･Ti,Jに対して値をさらに加える｡た

だし､この条件は以下に示す結果にはあまり影響がないようだった｡(加える値の大きさを

変えても結果については定性的には変わらなかった｡)以下ではこのことについては考慮し

ない｡

以上をonestep毎に繰り返した｡0,-1.3で行った｡ここで行ったことは【4]を摸して'積み方

を変えた｡各step毎に横方向Z'番目の格子点に,βが与えられる確率が標準偏差Ⅵ′×N/2のガウ
ス分布に従うように積んでいく｡(Nは横方向のシステムサイズ)この際最終形の山の形は同じに

なるように決めておく｡(決められた格子点以外についてはβに値が入れられるのを禁止する｡こ

れは純粋に ｢履歴の効果｣を比較するために科した条件である｡)W が小さいところ(lV～0.1)で

は山は相似形を保ったまま成長し､大きい所(W～10.0)では上の部分を平らにしたまま大きくさ

せることに対応する｡

結果を図(4)に示すo(a.)がW-0･1(b)がW-10･0の結果である｡見て分かるように(a)ではgi,i
の通る道筋が斜めに形成され､結果として底面では中心部では圧力が小さいdipが形成される｡ま

た､その道筋は上部ではほぼ垂直であり､下部になるほど傾きが大きくなる｡一方(b)では底面

部でdipを作らず､ランダムな分布をなす｡図には示さないが､その分散はdip部分で大きい｡

図5(a.)では底面の圧力分布をplotしたものを示す｡この図はN-128のシステムに対し､lV-0.1

とW-10.0で100sa･mpleとってそれを平均したものである｡たしかにW-0.1ではdipが見られる｡

また､システムサイズに関するする依存性を調べた｡N=128の山とN=256の山を調べ､それ

ぞれ100sampleとりその平均で比較するoN-256のシステムについてシステムサイズとa･i,jを半

分にしたものを表示した｡その結果図5(b)のようにほぼ一致した｡したがってシステムサイズに

関しては適当にスケーリング出来ることを示してる｡これは実験結果 [4]と一致するものである｡

αのもう少し小さいところ(α≦1.0)で行ったものは､上のような履歴依存の性質を示さなかっ

た｡また､積み方を変えても有意な差は見られなかった｡(このような領域は次の章のⅠⅠ相にあ

たる｡)

参考のために､la.tticeの形を変えたもので行った結果を図6に示す｡これは四角格子､下層へ

の結合が3つの場合である｡下層への異方性は考えず､α=1.4で行った｡
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● ■ ■
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紬⊥)

図4:α-1･3N-256白い所がxi,jが大きい所｡各層について､もっとも大きい値でスケールした｡

(a)W-0.1相似形を保ったまま積んでいく(b)W -10.0高さを一定にして積んでいく

3.2 操作時間を変えることに対する履歴依存性

再び ｢積む｣ということを行うが､今度は山の形にこだわらない｡砂山の場合は積み方の時間

スケールは考慮しなかった｡(onestepごとに置いていった｡)ここでは横の条件を周期条件にし

たN=32のシステムを用意し､それを下の層から川副こ積んでいく.この積み方であるが､TSteP

毎に周期的に最下段から1層づつβを与える｡この際､積んだ層に対してfluctuationを加える｡

(nuctuatiol､はOから0.5の一様乱数から選んだ｡)最上層まで積んで､固定点に落ちるまでマッ

プを繰り返すO(図 7)固定点まで落ちたあと､j-100層に関して､RMSj-㍉な町を計測した｡
値は500sampleとりその平均をとった｡

この結果を図8に示す｡ここで､log(T)に対してRMS,=100をplotした｡するとT～500まで

は落ちている｡ここで､分散が大きいが､もともと終状態はRMSjが様々な値を取りうるので､

平均値が落ちている(傾向がある)ことが重要であると考えられる｡ここで落ちているのは､｢は

やく積む程乱れた状態になる｣ことを表す｡(丁が500より大きいと､このような傾向はなくなっ
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図5:α-1.3での底圧のdistribution｡100sampleについての平均(a)N-128の系で積む際にW-0.1

とW-10.0にしたもの｡W-0.1ではdipが見られる｡(ら)システムサイズがN-128N-256との

ものについてスケールの無次元化をしてplotした｡
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SS
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d
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図 6:α=1.4の系で積む際にW=0.1とW=10.0としたもの｡この場合､高さはM=128で､幅は

N-255とした｡W-0.1でdipが見られる｡

1

addHayer
withnuctuation

repeatafter

T Step

stopandwait

図 7:積み方の手順｡操作の時間間隔(丁)を変える｡
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図 8:α-1.4N-32の系で下から積み上げていった時､周期Tに対しての固定点l′rARlooのサン

プル平均｡サンプルは500試行にわたってとった｡

てくるが､これは系の緩和時間が有限であることからくるのではなかろうか?後に出てくる図27

の結果を考慮すると､そのように思える｡そこで議論するように､固定点に落ちた系の最上層に

摂動を加えると､固定点に落ちるまでの時間は､典型的には､N-32で､数百stel)である｡ただ

し､短い場合もあったり､長い場合もあったりと､一律ではないO)T ～500より小さい所での下

がり方は､直線で近似できると思われる｡このような結果は系の緩和の時間スケールと関係する

と考えられ､おそらく緩和時間は対数的なのであろう｡

対数スケールの緩和は実際の粉体で良く見られるものである｡ [20][21]

4 力学系としての性質

この章ではモデルの振るまい､力学系としての性質等を調べる｡用意したフレームはNxM の

格子点で､主に横方向に対して周期境界条件で調べ､固定境界条件については最後の方に述べた｡

力学系としての性質を調べるために砂等とのアナロジーを無視し､いちいち断わらない限り､試

行に対して初期条件を一様ランダムな状態から始めた｡この章では初期条件依存性､｢履歴｣とい

うものには基本的にこだわらない｡

力学系の性質を見るために､固定点での安定性を調べた｡この安定性の指標として､9の線形

安定性とともに､空間マップの安定性を調べた｡

この章で用いる記号を少し説明しておく｡主に系の状態を特徴づける量としてはごi,jの各層の

分散(va･ria･nce)を測った｡

vARj-((xi,,- (t7㌦,)i)2)7:

(()21,jはiについての平均をとることを意味するO)これは各j列での中での分散で(つまり
tT-,≡(tT･O,i,ll,1,∫,- ,tt･N-1,])の分散である｡

この系を時間発展させて行くと､各tTt,,.が時間発展に対して変化しなくなる､つまり固定点(ア

トラクター)に落ちる｡(流れ描像から言うと､流れの定常状態は固定点にあたるo)時間的な周期
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解やカオス解は少なくともシミュレーションの範囲では見つからなかった｡このことを認めた上

で話をすすめる｡

ただし､実際にはほとんどのシミュレーションで500step毎にLT･i,jの分散を計算し､その変化

i((6.1㌦j(i)ド (6a･i,i(i-500)))/((紘 ,,(り))lが10~10より小さくなった時点でシミュレーションを
終わらせた｡

4.1 初期値依存性:多重固定点を持つこと

まず､いろいろな初期条件を与え､時間発展によって定常状態になった時､系がどのような固定

点に落ち着くかを示す｡もし系が履歴依存性を示すなら､初期条件によって様々な固定点に落ちる

ことが必要である｡(履歴のコードとして多重固定点を持つことが必要である｡)逆に､履歴依存

性を調べるモデルとして用意した系が妥当であるかどうかの目安にもなる｡9で与えられる系がこ

のような性質を持つかどうかを調べるため､パラメタαを変え､その固定点の様子をplotしたも

のを図9に示す｡図は､32×200の系で固定点でN-199(最下層)のVAR199を全てのsa･mple(30

回試行した)についてplotしたものである｡

小さいαでは分散がない､つまり一様であるが､αが大きくなると(oI～0.7)次第に分散が大き

くなる.しかしこの立上りの時点(0.7≦cL,≦1.0)ではどの初期条件から始めたものも同じ状態に

落ち着いている｡さらにαが大きくなると､固定点は初期条件によって大きく異なる｡(それぞれ

の相の具体的様子については図16)
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図9:N-32M-200のシステムで､固定点での､最下層の分散vAR199｡

また､図(10)に系が初期条件から固定点に落ちるまでの時間(tra･nsiellttime)をプロットした｡

α=1.0でtraユISiellttimeが発散してることが分かる｡これはα=1.0で相転移があることを示唆∫
するものである｡ただしここで注意しておくことは､実際の物理系ではαは系によって決まって

いるパラメタであり､外部から操作できるとは考えにくい｡

なぜ亡と=1で転移がおこるのであろうかOこれについては､後に安定性解析を行い､α=1.0

で一様解:LIL,,-i+1が不安定になることを示す｡しかしながら､相転移での振舞い(α-1･0)に
ついてはあまり拘らない｡
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図 10:各αに対するtransienttimeα=1.0で発散しているM=1000
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図 11:tree構造 N-4oJ-1･4100sa,mpleについての固定点のVARjを重ね書きしたもの｡plot

間の線は各sa･mpleに対してのもの｡
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図 12‥幾つかのパラメータでの1′AR,･の振舞い(a)α-0･6全ての層で VAR,がo(一様)(b)QJ-
017-0･9中間での指数的増加､そのあとの連続な上昇(C)(r-1･1-VARjの非連続的変化
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図 13:α-Ⅳ空間での相図 :主に3つの相がある｡
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4.2 振るまいの概説/3つの相

国定点に落ちた時､系はどのような性質を持つだろうか?固定点では次の関係が成り立つ｡

*
tlt2,,.-β+a･冒 (症 )α .～¥ (症 )O

+I;,i-1
･'11(Lt守,i)α+(阜 1,i)α .山r,'-1(桔 )Q'+(塙 1,i)α/

(16)

これから分かるように､固定点において､各j段目は一つ前のj-1段目を境界条件として決定さ

れる｡実際に､ダイナミクスにおいても､上の層から決まっていく｡この時､固定点は一つとは限

らない｡(さらにその固定点が安定である必要がある｡)この結果､上層から下層にかけて ｢ツリー

構造｣ができる｡この様子を図11に示す｡図ではN-4であるOこの図でははじめの数層(i-0

-3)ではVARj(周期境界条件によっておこる横方向への移動対称性を考慮にいれて)一一つの固定

点しかない｡しかし､jが増えるとともにとり得る固定点の数が増えていく｡この時､上 1層の値

が決定するとj層でのとり得る固定点の配置が決定する､､ということを繰り返すし､この結果､

各相のとり得る固定点の位置は ｢ツリー構造｣となるのである｡図11でみるとわかるように､層

間をつなぐ線は全ての固定点同士を結ぶわけではない｡このツリーの手の数はNと共に増え､ま

た､j層でとり得る固定点の値は莫大に増える｡

図12に､様々なパラメタにおいて､固定点に落ちた時､上流から下流へと向かって各層のVAR.,･
をプロットしたものを示す｡(との増大とともに､大まかにいって3つの相が見られた｡これは前

節で述べた3つの状態に対応すると思われるが､もう少し詳しく見てみることにする｡図13にそ

の相図を示す｡

図 14:ⅠⅠ相の時間発展の様子 (I,=0.9

･とが小さい所(Ⅰ相)では∑VARt,は発展しない､ゼロのままであるOこれは一様解tt･i.,である｡
この領域ではどのような初期条件から始めても一様解に落ち､これがただ一つの固定点であると

考えられる｡
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図 15:N-13α-0･8での (a)トランジェント中(b)固定点でのtt･再｡各j層に対して0点をずら
してある｡

αが0.7くらいになると､N=2以外ではII相が見られる｡この相では上流では一様解である

が､下流へいくとあるところからVAR,が指数的に増大しはじめ､十分下流では増え方は(指

数に比べ)ゆっくりとなる｡上流での増大の緩やかさは次のように説明できる｡各j層で∑i-
N(i+1) ((tT･i,i)i-(i+1))である｡ダイナミクスは大きな･T･i,jがより大きくなる傾向を持つの
で､極端な場合を考えると､a･号,Jのうち､あるtl･imor,]だけが値を持ち､他の値は最小の(β-)110

のみである､という状況である｡つまり､tt:]-(1･0,1･0,･-,N(j+1ト (N -1)-Nj+1,･･･)
という状況である｡この時VAR/i -(N-1)j2となり､実際おおまかにはVAR,はj2に比例して

いると見なせる｡Nが小さい場合はどその傾向が強く､特にN=2ではαが1より大きいとほと

んど一致してるように見える｡しかしながら､αが 1より少し大きいくらいなら､わずかながら

上流においてこれから外れたところがある｡この指数的増大の傾きは､αが大きい程､また､N

が大きい程増える｡ただし､Nに対しての増え方はsaturationをおこし､N=16くらいで有意な

変化はない｡

αが 1を越えると(III相)､II相とは違ってVARjの立ち上がりが上流ですでに起こってしまう｡

この相では､VARjにとびがみられる｡このとびはJi,j大きな値をもつ ｢流れ｣がぶつかること

によっておこる｡(図16(C)と(d)を比較のこと)

図16にそれぞれの相の様子を示す｡(a),(b),(C)がそれぞれⅠ,ⅠⅠ,ⅠⅠⅠ相に対応する｡見て分かる
ように､ⅠⅠ相では上流で一様解が続いたあと､横方向にジグザグな構造を持つように非一様にな

る.(d)(e)はそれぞれのVAR,をplotしたものであるo((e)はsemi-log)

II相はM - 00 でどのような振るまいをすだろうか?この非一様性が増大して､十分大きなj

でⅠⅠⅠ相とかわらない振るまいをするのではなかろうか?ⅠⅠ相とⅠⅠⅠ相の違いは単に立上りの早さ

の違いだけではなかろうか､すなわち､αの大きさは上流一下流方向の適当なスケールで､同じ現

象になるのではなかろうか?すなわち､前節にあるような中間領域は系の ｢サイズ｣の問題であっ

て､十分大きな系をとればそのような相はなくなってしまうのであろうか?実際ⅠⅠⅠ相もupper

boullda･ryの付近ではジグザグが見られる｡

しかしながらトランジェント時間の測定からα=1.0で何かしらの相転移が起こっており､ダ

イナミクスも異なる｡(図 19)これを確かめるため､〃×〟 -13×5000という十分長いと思わ
れる系で調べた｡N-13は､偶奇性が問題ではないことをたしかめるために選んだ｡図15の(a)

は固定点へと落ちる前の状態､(b)は落ちたあとの状態である｡

実際にはII相においても異なる固定点はとり得る｡II相はmulti-fixedpointsなのである｡そ

の様子を図17に示すOこの図からわかるように､ⅠⅠ相の異なる固定点は､VAR]･の非ゼロである
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図 17:N=40=0.8の固定点の幾つかのサンプル｡

層が異なることに対応する｡事実一様解･tli,]-j+1は安定な解として存在し得る｡この違いは図
(18)でⅠⅠ相にあたる領域でバラツキがあることに対応する｡それだけではなく､zig-zagの大きさ

にも違いがあったり､｢欠陥｣(2つの筋が合流している状態)が存在したり､安定な固定点が多数
存在するようである｡このような差は十分下流にいくと､あまり見られない場合が多い｡また､後

に示すように､上流に少しの振動を与えるとその構造は壊れてしまう｡したがって､(固有値が複

数あっても)履歴依存性があるとは見なせない｡これは重要なことである｡つまりllllllti-a.ttTa･CtOl･

が即ち(少なくとも粉体の意味で)履歴を表す､ということではないのである｡

なお図21中でⅠVとした領域､転移点であるが､実際には､トランジェントが非常に長いとい

うことを除けば､得られたVARjの図はN-2以外ではIIと同じものであったoN-'2では､どち

らのものでもない図が得られた｡

図18は幾つかのNの系で､どの層でVARjが値を持つかを調べたものである｡0,<1･0では前

に述べたとおりバラツキがあるが､α>1･0では一定となる｡nIが小さいほどVARj-0は大き

い｡システムサイズに関しては､Nが大きいほど立上るのも早いが､N=16くらいで収束してし

まう｡このようなVARjの性質は､最上段で一様な状態(.T･i,0-0)から下流にむかってどのよう

に乱れが出来るかを知る目安とするためにplotした｡

4.3 Dynamicsとの関係

図19(a)～(C)は､各層の固定点に落ちるまでの様子を示したものである｡(N-32M-200)値は

各層で､各格子の5step毎の時間変化絶対値の和∑湖,,-塙5怪 N(j+1)で割ったもので測っ
た｡それをlogのgreyscaleで表示した｡

Ⅰ相(α=0.6)とⅠⅠ相(α-0.9)では上流で一度起こった変化は下流に伝達する｡相Ⅰでは速や

かに固定点(一様解)に落ちる｡相ⅠⅠではその最も外側での傾きは1より小さく､これは図14の進

む速度が 1より小さいことに対応する｡両者とも基本的には変化の度合は時間と共に小さくなっ

ていく｡

一方ⅠⅠⅠ相 (α-1.3)では初期の乱れは(ⅠⅠ相に比べ)比較的早く小さくなっているようである
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図 18･･VARjが初めて 10-9以上の値をとる層j.10~9は計算機の出力の誤差を考えて選んだ｡

N-2でj=1000が見られるがこれは計測した系のサイズであるので無視してもらいたい｡

-6 -4 12 0
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tlmeStep

図 19:(a･)～(C)各相 (a-0･6,0･9,1･3)での層毎の時間変化 (緩和の様子)∑湖 ,ノー;ZJl;51を対数の
gra･yscaleでplotした｡
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が､いったん時間変化が小さくなった後でも時間間欠的に変化が起こっている｡また､そのよう

にして起こった変化は必ずしも空間的には下層まで伝達するわけではなく､下流で変化の度合は

小さくなり､相空間がⅠ,ⅠⅠ相と比べ､複雑であることを示している｡ⅠⅠⅠ相のこのような性質(相

空間構造)は前章で表れた緩和のスケール(対数?)と関係あるのではないかと思われる｡

このようなⅠⅠⅠ相の性質は後の線形性解析部分でふれ､この動的性質が履歴依存性と関係があ

るだろうことを示唆する｡

4.4 分布関数/実験との比較

各.1･i,jの分布について述べる｡q-modelでは確率分布を(連続で)どのようにとってもそれが独

立(∑iqi,,-1以外で)ならば､｢大きな圧力ではその分布は指数的に減衰する｣という実験結果

を説明した｡しかしながら､本論文では ｢確率分布の独立性｣は仮定していない｡(確率描像でい

うなら､qijの確率分布がLJ(D-1,j)とLJ(D,i)に陽に依存する遷移matrixで書かれることに対

応する｡)これを受けてその分布は最早指数形をなさない｡分布は500回の試行を繰り返したも

のから得た.また､この分布の平均は常に1であることに注意O(∑溝 ,i-N(i+1))
まず､N依存性を見る｡図20にα-1･2でのスケールしたa･i,jのt7,i,i/<a･i,i>iの分布関数を

Nに関してplotした｡ただし分布は十分下流j=500についてみた｡Nが小さい所では2つの値に

局在している｡これはモデルの惟質上､tl:i.jの大きな部分と小さな部分がわかれてしまい､Nが

小さな所ではそれがはっきり出てしまうのである｡Nが大きくなると2つの領域は繋がり(中間

の値が存在出来るようになる)よりbroa.dな分布となる｡しかしながらルー ∞ で指数的減衰を

示す形にはならなさそうである｡

(b)(C)にそれぞれN=48の系のⅠⅠ相･ⅠⅠⅠ相の上流から下流への分布関数の変化をplotした｡ⅠⅠ
相では分布関数は幾つかの山をもった分布をしていて､またその分布の幅も広くない｡lI相での

下流の形がzig-zaglikeであることに対応している｡また上流での一様性はあるjですみやかに崩

れている｡これは前節で議論したことをふまえると､II相でのVARjが値を持ちうるjには下限

があることを意味する｡(C)では分布が非常にbroadになり､またtt･i､,/<a･i,i>iが大きな所での
0への漸近も悪い｡より大きなati,Jがさらに大きな値をもつ傾向があるからであり､おそらく巾

的な減衰となると予想される｡(このサンプルでは良くわからなかった｡)

このモデルで指数減衰性が出ないのは､場の変数が一つであるスカラーモデルを仮定した時､

応力分布と履歴性の間にジレンマがあるからだと考えられる｡これについては次の章で議論する｡

4.5 N=2での振るまい

N-2の場合について調べる｡相図(21)からわかるように､N-2ではα-1の前後で振るまい

が変化し､両者とも単純なものである｡α<1では一様解であり､α>1ではVARj=j'2が非常

によく成り立っている｡αが1より少し大きい領域で､小さいjでなりたたないところが見えるだ

けであるOただし､VAR,-j2が同じでも､同じ段の2つの格子のa･i,Jの振り分けはことなるの
で､固定点としては違い得る｡結局(これから見るように)固定点の数は十分大きなαで2M とな

る｡N=2の固定点では､
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図20:(a)α-1.2でのNに対しての分布関数｡〟- ∞で指数的にはならない｡(b)α=0.8(C)α-1.2

での下流へ向かっての.7,/(.T)の分布O
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図21‥(a)αの変化に対するf(x)の変化j-1.0(b)固定点の分岐図j-1,4,7
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xo,j - 1+Utlo,i-1+all,i-1)

a･1,j - 1+(LT'O,i-1+all,ill)

a･od,i
tttoa,i+ tTL17,i
atf,i

a-oQ',i+ 堤 ,i

∑ 溝 ,k-N(k+1)を用いてa･O,i-1+ till,,-1を消すことができる｡残った式からtt･1,jを消去する

と､ato,jについての式

tTo,]- 1

+
[
･J

'cqC1
1

a)
l (17)

が導出されるO(勿論 .Tt- 2(i+1)-tT･にしても同じ条件が出る､つまりxl,jに対しても同じ式)
そこで

柚 か )-菩 -(誓 -1)α (18,

とすると､I(1･･,j･,α)-0の解が固定点である｡ただしxの動く範囲は1≦a･≦2(i+1ト 1であ
ることに注意｡図21(a･)にcLJを変えていった時のf(.,Lt;Ct)を示す｡αが大きくなると解の数は1つ

から3つになるが､この際固定点解.t･-j+1は不安定になり､分岐を示す.図21(b)にj=1β,7

の時の分岐図を示す｡N-2のうち､片方のtT･i,jが大きい方が安定なのは直観的にも明らかであろ

う｡また､分岐のはじまるαがjの増大とともに早くなっている｡

分岐が起こるαCは､f'(j+1,j,O･)-0かっでf"(i+i,i,ct)-0で求められるが､N次元へ
の一般化を考えて､ここでは線形安定性解析によって求める｡(9)式でN-2の場合を考えるO固

定点x･i,i-i+1からの微小変化tl,i,i- a･i,i+紘 ,jを考える｡この時､一つ上の段･tti,]11の微
小変化については考えない｡ (後で述べるように､この仮定は問題ない｡)変化の一次をとると､

桔 -i+1で･

( 描 ) - ( 篤 讃 ) 檎 ) (19,

となる｡右辺の行列の最大固有値を求めると入ma.,L･- CL,詩 であり､この値が1より大きくなる
と不安定となる｡従って､αCはα Cホ -1･0から求められるo

(20)
j

図(22)に､N=2でVARjがjの増大とともに分岐開始のα-cL,Cが小さくなっており､j- ～
では収束する｡これは次のことを意味すると考えられる｡もしαがこの収束値より小さければ全

てのjで固定点はgi,,-i+1であり､逆にαがこの図の範囲(111-2･0)であれば､上流では一様
(xi,i-i+1)であるが､下流でαCがαを下回ると一様解は不安定になり分岐するo
以上のことから､N=2の場合には

●N=2の系では相は一様解と分岐解の二つの相しかない｡
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firstiVAR>10e-9 一･･.--
(j･巧,'壬

t2LJd
lt2 +･J+-+

0 20 40 60 80 100 120 140 160

図 22･.j段目における分岐αCの値 ･.繰形解析で求めた(yc-(i+1)/i

●十分大きなαでは分岐解をとり､αが1以下では一様解をとる｡a,が1より少し大きい程度

であると､下流の方で分岐する｡

●分岐解は2通りしかないので､系の個定点の数としては2M-mとなる｡lnは､上流で一様

解の場合の､その段数である｡

であることがわかる｡

4.6 定常状態の安定性解析

boullda.ryを一定値としているので､一般のNに対してして､一様解の安定性を調べるのは､

下流のどの時点で非一様化が起こるか等調べるのにも役に立つと思われる｡N=2の時と同様に､

ati,i-i+1の回りの微小変化を考えると､

･h･.I,TII

I.,･LIT,1

6tT臣 1,,

三一｣2j+1_il一｣-IJ+1
_三一｣
43+1

_三一L_4J+1望一乙_ _旦一｣2j+1 41+1

_iiー｣
43'+1

∵甲IIq
ili+1

生一｣
'2j+1

行列の対称性を用いると､この行列の固有値は

･i-0,7iTsil12(ai)(i-(1,･2･- ･N,,

(21)

(22)

であることがわかる｡よってi-Nで最大の固有値 IMA･1,-OJ古 をとるoN-2の時と同様に､
入〟A∫ -1から

(23)
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を得る｡これはⅠⅠⅠ相においては､図18を見ると正しいことがわかる｡しかしⅠⅠ相ではそうでは

ない｡ⅠⅠ相(α<1.0)では一様解が安定に存在しうる｡

N=2では､α<1.0では安定な固定点は一つしかなかったが､N>2ではそうではない｡これ

は､αをパラメタとして､α<1･0でsa･ddle-nodebifurca･tionが起こるからだと考えられる｡(図

23)[43】

α=1.0はNによらずpitcl1-forkbifurca･tionが起こっていると考えられる(図 21)｡

図 23:(a)がⅠ相((t･<0.6)から(b)II相(0.6<α<1.0)への分岐の様子｡Sが安定､Uが不安定

固定点をあらわす｡II相はmulti-fixedpoilltS系oここで系の対称性から分岐は同時にN箇所起

こると考えられる｡

4.7 安定性解析

この節では安定性解析を行う｡ただし､通常の安定性解析の他に､空間マップを導入し､固定

点での上流から下流への位置の関係を調べる｡

4.7.1 用意

まずはじめに時刻tでNxM 個の変数の微小変化a･i,i- Xi,i+63J･i,i(foralli,j)に対しての一
次近似を書き下す｡

増 し ～
I～ご+

β (tT!,,)a'
αヽJ.}J
～
･-.
∫′lHH +(ttlLl,,)α

+ x至
(a･!,i)α

r,'~1(tTtt,i)Q'+(拓 1.i)α
(24)

亘 .+II

から､

(症 )α

(症 )α+(謀上l,i)α

･ (Xi,i-1

毎Ll,3-1+

i Q･結 1,描 ;1

a'i,i-

(J･!.])I

(ali,i)α十 回 +1,,)α

+x至

叫 ,_1

･略 1,ja肯 1

((紅 1,.,)Q'+ (症 )α)2l山r,∫ll((症 )α+ 伺 +1,i)α)2

l α(軋 1,,)Ll'~1(症 )α

1((tTt1,,)α+(tTi,i)α)2
6xi-1,j一轟 _1

- ul7t.,,_1叫 ,_1+ur,tt,,_1叫 ,_1

+ ･5…,,隼 j+l…-1,,6tTi-1,,+rill,,玩 +1,,
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ここで､I,rは､jの偶奇によって､(l,r)-(i,i+1)もしくは(l,r)-(ill,i)のどちらかをとる｡

したがって､.I:i-(.t･.,"all,i,.‥,.T･N-.,i)とし､度 -(疏,重,a:2,…)と置くと､

ヽ ･.･.●
∂Xi十1=A6Xt

AはNM xNM のJa.cobiall行列で､部分行列を用いて

.･-I=

po

UIDI
U2 D2

その中身は式(26)から

Dj-

Uj-

Uj-

So,i rO,i

ll,i Sl,i r l,i

rN-1,] lN-1,i SN-1,]

ulo,] uro,i

ull,i rl,]

urN-1,j

uro?J

ull,i ur l ,]

ulN-1,i

ulo ,i

ulN-1,i urN-1,]

(27)

(I-)tq

(29)

(30)

(31)

4.7.2 時間発展に対する安定性 ･線形解析

ここで行うのは普通の安定性解析である｡式(27)からJacobian行列の固有値を求めればよい｡

任意の行列に対して公式

det(至 宝)

を用いれば､iiをi次元の単位行列として､

=detAdetβ

M
det(A一 入iNxM)-n(亘仁 入 iN)- 0

j=0

(32)

の解として固有値が求まるわけであるが､その固有値はAの対角ブロック行列Djのみによる｡

つまり各j段での固有値を求めることが出来､その固有値はj段目とj-i段目のati,,.の値による｡

==コ
入]-(入O,∫,ll,i,- ,入N-1,])ニス](gj,ちll)
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図 24:j段目における最大固有値入mall,埼orとVAR,N-4(a･)(LJ-0･6(b)CY-0･8(C)(lJ-1･'2

4.7.3 空間マップとその安定性

前節であげた(普通の意味での)時間的な線形安定性の他に､もし系が周期的な運動をしていると､

格子系では時間の効果を差し引いた ｢空間｣マップが考えられるoopellflow系雪+1-fit,fli,37;_1)
を例にとって説明する｡時間的に周期的な運動をしていれば､その周期をkとして､

重 -tTlSl'L'-flk(か 仁1) (33)

fkはマップをk回繰り返したことを意味する｡これから､時間のill｡exを取って項 こついて(陰

的に)解くことにより､空間に関するマップを作り出すことができる｡

tt=] -♂(ttJJ-1,- ･,･TTj-A) (34)

(ただしこの解は一意的に決まるとは限らないことを注意しておく､､固定点の多重性の起源)こ

のマップの初期条件は､go,- ･jLl_1であるO(どのような初期条件をとろうと､(33)は満たす｡)

しかしながら､任意の初期条件から出発して空間マップにより生成される.tIjが物理的に意味のあ

るものではない｡元の(時間)マップで安定なものであるかどうかは別の問題である｡しかしなが

ら､この空間マップの性質はこの系の振るまいを見るにも有益であると思われる｡

一般に空間マップは陰的にしか解けない.(すなわち34を打 こついて解いて､explicitに.7-,-

g(君,-1)と出来ない)しかし空間マップの線形安定性についてはは以下のように調べることができ

る｡式9では､固定点へ落ちるから､ん-1の場合を考える｡(一般の拡張は容易である.)
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～
雪+1-f(雪+1,雪) (35)

*は固定点を表す記号である｡以下では省略するO車7- ち+6･Tljを考えると(この変化の意味は
もとの安定性解析で行ったa･i,i r ･t･t･,i+6tTi,jとは異なる)

dtt=J･1- (蛋 )6tt=j･(孟 )bt?,･1

はNxN (N -dim(引 )の Jacobiall行列oこれから､

6tt隼 (iN瑠 )-1(慕 )dtt=,-1

(36)

(37)

この関係式から固有値を求め安定性を測る｡た だ し こ の 時 調 べ るのはち とともにt,fj+1が与え
られたベクトル列(｢時｣系列)の固有値になって い る こ と を 注 意しておく｡(空間マップは一意的
に決まるとは限らないので｡)

Le,-(iN-A,)-1T̂Ij (38)

の(固定点での)固有値入sI,を求めるO

この値の意味は次のようなものであるO系がある固定点にある時､各層jは一つ上のj-1層の

値から(陰的な)マップのつ時間'発展として与えられる｡(が まも -1をboullda･ryとして決まる)

今､tt:i-1に対してtt:jである時､tt:,-1を微小変化:7,-1→ t17,+bLt=jさせることを考える｡ここで
注意することは､これは時間的な意味で摂動を加えることではないことである｡(言ってみれば､

boundaryl:]-1を変えるのである.)この､上層(j11層)の変化に対しての変化の大きさの指標

がこの固有で与えられることになる｡

4.7.4 数値的に解いた結果

固定点に落ちた値を用い､上の二つの時間マップのJa,cobia.nMa,trixの固有値入と空間マップ

の固有値入spを計算した.結果を図24に示した｡結果はN-4,α-0.6,0.8,i.2についてのもので

ある｡どの相でも時間に関しての固有値(の絶対値)は1より小さく固定点が確かにアトラクター
であることを示している｡

Ⅰ相(α-o･6､一様相)では最大固有値は計算で求めた式人maal-Cue/(i+1)と一致する｡一方

空間マップの方で測った固有値入spであるが､常に正である｡(この相は取り立てて興味ある相で

はないが､一様状態の振舞を見るため図示した｡)

II相では最大固有値はあるjで､一様である時のものより下がっている｡VAR,を見てわかる

ようにこれはzig-zaglikepattel･11の出現と共に起こり､一般にこちらの方が一様解より小さな固

有値をとる｡このことはこちらの方がより安定なことを示す｡一万 人sI,の方は､逆に一様解より

大きくなる｡またⅠⅠ相では空間マップの固有値が至るところ1以上である｡これに対して､系が

convectiveinsta･bilitLYを示すように思えるが､実際固定点にある系にたいして､最上層(j-0)に

微小な摂動を加えると､その効果は完全に下流の全ての点に伝わっていった｡この様子を25に示

した｡
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図 25:ⅠⅠ相α-0.9の(a･)摂動を入れる前の様子(b)摂動により変化を受けたサイト(白い部分)､

全体が変化を受ける｡(C)摂動を入れて時間的に変化している格子(白い部分)時間と共に下流に

流れていく｡ 変化の度合は対数的にgreysca･1eで表した

図 26:N -32,(r-1･3での(a･)I,Ltd,i(b)摂動を与える前後の変化 白い所が変化した所.変化は摂

動を入れる前と入れたあとの差の絶対値をとった｡(a･)(1))共にlogscaleで示した｡
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III相では最大固有値はVARjと共に不連続な変化をする｡連続な所では人の固有値は減少し､

不連続な所では増加する.一万 人spの方はⅠ,II相と異なり振動が激しく､所どころ入'Tparははば1
まで落ち込んでいる｡このような所では一つ上の層の変化に対して比較的安定であると考えられ

る｡しかし､ⅠⅠ相とⅠⅠⅠ相の振る舞いの違いは､むしろ固有ベクトルにあると考えられる｡

α-1.2で固定点に落ちた状態からperturbationをかけたものを図26に示す.ここで､per-

turbationは最上段j-0での ｢湧き出し｣且,Jを少しだけ変化させることによってかけた.この

perturbationでの変化量 ItT･before- 1Ttafte,Iを図26(b)にグレイスケールで示した｡(これは最大固

有値の固有ベクトルを知ることと関係している)変化が大きい所はもともと値の大きい所である

ことがわかり､このことが上流の変化が下流に与える効果を弱めると考えられる｡(図24)(C)にお

いて固有値が1より大きいが､この効果によって実際上､少しくらいの変化では下流の定性的性

質は変えるのが難しいと考えられる｡(流れがよりxi,jの値の大きなところへいくのだから直観的

にも明らかである｡)このことより､ⅠⅠⅠ相での構造の ｢安定性｣は次のように説明できるだろう｡
｢ⅠⅠⅠ相での空間マップの絶対値の大きな固有値の固有ベクトルはもともと値の大きなベクトル成

分に局在化している｡｣

以上のような振る舞いはトランジェントな部分(系が固定点に落ち着くまでのダイナミクス)に

も表れていると考えられる｡図 19で､各層の時間変化はⅠⅠ相では変化は必ず下流に向かってい
るのに対し､ⅠⅠⅠ相ではある小数の層だけの変化であることに対応していると考えられる｡
この空間マップの固有値は､基本的に固定点だけから決まる｡つまり､多重固定点を持つ系で

あっても､上の様な性質を持つ固定点を持つかどうかが重要なのである｡空間マップの固有値自

体の性質が系としての履歴依存性の有無の性質に関係付けられることが期待できよう｡これは次

の章で議論する｡

図27には､最上層に摂動を与えた時の､各層の時間変化を示した｡この摂動前と同じようには

パルス的な摂動ではなく､βi,0の(恒常的な)変化によって与えた.なお､パルス的な変化の場合

にはIII相では図27(b)の様な変化は起こらない｡一方､(a)ⅠⅠ相ではパルス的な摂動でも同じこ
とが起こる｡ⅠⅠⅠ相では､再び固定点に落ち着くまでは､実際は(b)の様子が典型的な振舞である
というわけでなく､収束するまでの時間は様々であった｡(すぐに収束する場合もあれば長いトラ

ンジェントを示す場合もあった｡)

5 議論 ･問題 ･まとめ･展望

5.1 履歴性を示すメカニズム/必要条件について考察

このモデルの場合､ミクロには､系のたどった履歴によってどの固定点へ落ちるかが変わって

来る｡この際この固定点に関して､もし巨視的な意味での履歴依存性を持つ(ⅠⅠⅠ相)ならば､そ
れが単に固定点であるというだけでなく､さらに､空間マップのJacobian行列の大きな固有値の

固有ベクトルが､マップ先(一つ下の層)の値xlj十1にはぼ平行になる(局在化)すなわち､もとも

と値が大きいところしか変化しないという条件が必要なようである｡(ⅠⅠ層とⅠⅠⅠ層の違い)
本来時間発展方程式の意味での固定点はNxM次元のある点であるOこれをi7としよう｡一
方､空間マップはそれをM個に分割したN次元ベクトルiIo,.t=1,･-,tt=N_1間の関係を与えている.
もし斉の一部の成分､giが何らかの影響を受けるのであれば､履歴によって系に記録されたこと

が壊されないために､その変更の影響が他の点に ｢適当な形｣でしか影響を与えない､ということ
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(b) o t,-estep

図 27:最上層 (j-0)に摂動を加えた時の各層の時間変化｡変化は各層の時間変化の5stel)毎

の絶対値の和 ∑湖 ,了嬬5FをN(j+1)で割 って､logのgreyscaleで表示した｡(a)O･-o･9
(b)α-1.3

が必要であるように思える｡もし非常に影響が強ければ(globa･lcol､VeCtiveinsta･bility,GCI)､例

えば本論文のモデルのII相のように､上流で与えた摂動が下流で全てのx詔 こ影響を与えれば､

それは"記憶されてるこt"を(直観的には)完全に壊してしまう｡これは空間的なカオスが強 く

てmixillg/ergodicpl･Opertyが成り立っているのと同じである｡そのような系は(巨視的な意味で)

過去の履歴は引きずらないだろう｡(僅かな摂動で記憶されたことが壊れてしまうので｡構造不安

定)したがって履歴の効果が何らかの形で､存在するためにはある種の構造安定性が必要である｡

このモデルでは､その安定性は固有ベクトルの局在化(localconvectiveillSta･bility,LCI)という形

で保証されてる｡(図26の結果から)

II相､III相の､上流に加えられた摂動にたいする応答の相違点 (両者ともisZ,>1)
GCI(globalconvectiveillSta･bility) 上流の変化が下流の全ての格子(素子)に影響

LCI(localconvectiveinstability) 上流の変化が下流の限られた格子(素子)だけに影響

空間ma,pJa･cobian行列の固有ベクトルがt77,+1に揃う

他にもそのような安定性を示す力学的機構としてなにかがあるだろうか?まず考えられるのは､

absolutelystable(AS､絶対安定)なものである.このような系に関しては､それぞれの糾 こ対し

て起こった摂動の効果は他の.T-,に対して影響を与えず､基本的には独立系として見なしうるだろ

う｡即ち､系に対する外からの効果は､結局部分系にしか影響を与えない｡このような系はPCU
と逆の意味で記憶の効果をあまり考慮する必要がない｡あるいは､部分系の数に対して履歴の効

果を考える必要がある｡系に対して外界からの影響を受ける部分(表面)と外界に接してない部分
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(バルク)を考えると､巨大な系でバルクが表面に比べて多い場合､系全体の振る舞いは一般に履

歴が本質的ではないと考えられる(構造安定)0(もっともフラクタル的な表面構造を持つ系など例

外は考えうる｡)例えば､もし砂山がこのような性質(AS)を持つならば(実際はそのようなこと

はないが)､砂山の底面分布はその最下層(～空間マップの固有値の逆数のスケール)を積んだ時

に決定され､上層の変化に対しては何の変化も示さない｡

だから流れのある系が履歴依存性を示すにはLCUのようなメカニズムが必要であるのではな

かろうか｡

●LCIの他にも他にも履歴性を示すようなメカニズムはあるだろうか?

.このlocaliza･tiollはどれくらい普遍的なのだろう?(例えば[39]を参照のこと)

5.2 力学系としての性質

力学系の記憶問題として捉えるならば､ここで行ったことはもっとも簡単な例である｡少なく

とも､常に固定点に落ちるので､取り扱いも楽である｡ある意味(少なくともαの大きいところ

では)ミクロスケールでの履歴依存性は明らかにあるO(単に､大きなtT･7,jがより大きな値をもち､

差異が増幅されると言う意味で｡)しかしながら､｢履歴依存性｣と言った時には､もう少し巨視

的な量で取扱うことができるだろうことを期待して使ってきた｡そこで､今まで力学系としての

性質から､マクロな意味での ｢履歴依存性｣の取り扱いの可能性を議論する(履歴性を記述する変

数の少数化(縮約)への可能性)｡

前節で示唆されたように､最上層の変化に対してその変化を強く受けるのは(つまり空間マッ

プの固有値で絶対値が1より大きいものの固有ベクトルは)大きな値を持ってるところ(imaLlとす

る)に局在しているようである､このことにより､積̀むつ(upperboulldaryが変化していく)系で

の値の変化は少数の大きな値を持つもの(道筋)が支配していると言える｡このことにより次のよ

うなシナリオを考えれるのではなかろうか｡

上部が受ける変化(110ise)に対してtt:up→tgup+軌 1,に効いてくるのはその一部の成分である.
具体的には空間マップの固有ベクトルで線形分解した時､固有値の絶対値が大きいものに対する

固有ベクトル成分が下流に対して意味をもつ｡そしてそのような固有ベクトルは大きなt7:i,jの値

に局在化しているoしたがって､現在の(ある層の)状況.t=と固有ベクトルのyは基本的に平行に
近く(｢局在化｣)､そのずれの部分を ǹoise'として扱うことが出来そうである｡110iseと見なす

ことによって系を記述する変数を減らすことを目指す｡

ipresentPe聖 空 tion ip,∈βenl+('noise,)

(実際は積むとそれぞれ積まれたぶんだけ変化する｡)この'110ise'部分によって gp,esentが駆動

されるので重要なのはその'noise'の性質である｡出来あがった ｢道筋(ストレスチェーン)｣を見

る時､その軌道は各時間のLI10ise'の性質によって変化してるわけだから､その軌道の変化の仕方

が積み方の履歴をコードしている｡一方積む過程においてどのような積み方をしたか､について

の統計的性質がこの 1̀10ise'の統計的性質に反映すると考えられる｡(逆にnoiseの統計的性質を変

えないような積み方(｢操作｣)の変更は系に埋め込まれる ｢履歴の跡｣ には何の影響も与えない

し､系にとってもそのような操作の変更は重要ではないと期待できるだろう｡)問題は'110ise部'

の統計的特徴づけであるが､例えば最も大事な量としては方向性があるだろうO即ち 1̀10ise(E)'の
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時間平均(1次モーメントHE)lである｡(場所に依存するE(I)だろうが.)勿論さらに2次モーメ
ントなどを取り込みうるし､そうすることによってより ｢詳細｣な110iseを構成しうるが､系の

詳細にはよらない巨視的な変数で閉じた記述が可能ではないだろうか?

このようなシナリオにそって系の履歴を考慮した変数の縮約化が可能なのではないだろうか?

結局これは砂山で言うとストレスチェーンの変化だけに注目する､注目し得る､ことを言ってる

にすぎなく､経験的な直観と一致すると言えよう｡

しかし問題点はある｡積み始めの初期で次第に非一様性が出来る時いかにできるか｡はじめ積

んで行くにあたって､揺らぎの中から選ばれるであるが､一度できたものはさらに成長する ｢種｣

になるので､この ｢出来方｣は大事な問題である｡そのほかに､縮約された変数の数を決める手

段がないという問題もある｡

なお以上に述べたことはあくまでもシナリオであるので､その妥当性については､今後の課題

にしたいと思う｡

Dyllamicalproperty 履歴性

GCⅠ 履歴無し

LCⅠ 変数縮約(少数変数による記述)可能

5.3 粉体系として

以上行ってきたことを粉体系として捉えるならば､粉体として満たすべき性質をもう少し問わ

なければならないだろう｡結局はミクロ系(粉体粒子一つ一つのダイナミクス)からの本論文で設

定した仮定 ｢一度出来てしまった流れの通り道が､より多くの流れを通す｣の妥当性､を検証する

ことになるのかもしれない｡あるスケールで仮定に入れたような性質を満たすことがあるだろう

か?この仮定は素朴にアーチの壊れにくさ､丈夫さからおいた｡事実建築的な意味でのアーチは非

常に壊れにくいそうである｡【421しかしながら球形である粉体に対しては一部アーチ構造を作っ

てもある方向には強くてもある方向に弱い(fragile)｡事実本論文での仮定をしないq-model[9]で

粉体の応力の分布が説明出来てしまうことを考えると､このような仮定の正当性は疑わしくも思

える｡しかしながらq一modelのような層の上下の間の相関のない確率モデルでは､実験 [4]であ

るような形の ｢作り方による｣内部応力の依存性の再現性が得られないし､(これがスカラーモデ

ルを扱う上での､応力分布と履歴性のジレンマである｡下表参照)また､あくまでも静的なモデル

であり､ある静止状態になる､その前の動的性質との関連を考慮していない｡その上で本論文の

仮定がどれほど正当性があるかわからないが､少なくとも一つの軸の取り方ではなかろうかと思

う｡この論文で置いた仮定を導入する時断わったように､仮定の成り立つスケールというのも明

確ではない｡その意味ではfl･agileな性質とは必ずしも反するものでもないと思われる｡図 6で､

定性的性質が格子形によらない､ということはこの解釈が許されることを意味する｡(但し､そう

すると､"stl･eSSChaill"の意味が暖味になってくる｡)

層の相関 応力分布 履歴性 モデル例

無 指数的減衰 無 q-1nOdel

有 非指数的減衰 有 本論文のモデル
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前節に述べたように､直観的には妥当性のあるconjecture､｢砂山の応力分布はそのストレス

チェーンをみれば理解できる｡｣ということが正当化できそうである｡これは例えば砂山の上にも

のをおいた時底面の圧力分布の変化は､ストレスチェーンの分布に応じて変化するだろう､そし

てその時はストレスチェーンだけをみれば良い､ということである｡(図5.3)

粉体の実験 【4】で見られた ｢履歴依存性｣に関して､基本的に力学系としての性質としてここ
で得られた結果が必要であろう｡

(=r=〕 し三.コ

＼ /

物を置くことで床が受ける圧力はどう変化をうけるか?
ストレスチェーン(だけ)を見ればよいo

ここでは､このモデルを通して得られた知見をよりrea.listicな粉体系へと拡張する方向性を議

論する｡

●もし粉体を完全に剛体球として扱い､摩擦を考慮するなら､その静止状態は不定になる｡そ

のような状態へこの解析の拡張(固定点の性質を見る)にはどうすれば良いのか?｢ストレス

チェーンを見ればよい｣という結論は有効であるか｡

･サイロ等では横の壁が粉体を ｢挟み込む｣ことによって支えられてる｡(逆にそのような横に

対しての境界がフリーな系である砂山の例だからこそ､dipが見えたのではないだろうか?)

これは､サイロの様な系では水平方向の ｢運動量｣が大事であるということである｡実際の

粉体内部のアーチ構造はこの成分が重要であろう｡これは場の変数を2つにすることで出

来る｡

･Euler描像をLagra･nge描像へ｡例えばDEMシミュレーションにおいて､何を測ると有意

味か､など｡その方法論｡(格子形がきれいでない場合､等)単純にミクロレベルからの基礎

づけ､を目指しても良いと思う｡

●離散性と連続描像｡時間の連続化｡連続描像は何処まで可能か､など｡粉体が履歴を持つ系

としてそのメカニズムを与えるスケール｡連続描像で記憶系として記述しうるか｡これは前

節に述べたことと直接関係する｡

もっと動的な粉体系で見られる履歴効果について 【5]､静止粉体で見られる履歴性とどう結びつ

くか､結びつきうるか｡ここで ｢動的｣というのは､次のような意味である｡本論文でたてたモ

デルは粉体そのものの流れ自体は考慮しなかった(｢流れ描像｣の節を参照)｡そういう意味であ

くまでも近静止状態のモデルであり､粉体粒子の空間移動が大きい ｢流れ｣のあまり重要でない
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粉体の振舞いを意識している｡[5]では粉体を ｢たてにゆする｣という実験を行っているが､｢流
れる｣はど強い振動を扱っているわけでなく､ひょっとしたら近静的描像で扱えるのかもしれな

い｡([5]では履歴性の説明のためのモデルを出しているが､ここで出されているモデルも｢流れ｣

が重要なものでないと言う意味で､｢近静的｣なものであろう｡)こういう方向も探っていきたい｡

5.4 展望/更に抽象的な ｢履歴依存｣のシステム

ここで立てたモデルは砂山から出発したものの､砂山というには､完全に ｢富めるものがより

富む｣というモデルであり､いささか過激である｡たとえば､ストレスチェーンが壊れたりして､

それでもその ｢残骸｣の効果があるような､そのような現象は考慮してない｡(ここで例えばカオ

ス的遍歴のバーストの前後の状態の相関性をイメージしている｡[37])
しかし力学系としての抽象化を通して見えたこともあった｡定性的には局所的にfeedbackが

あるような系であり､｢始めにあったものが勝つ｣系でもある｡砂山においては ｢上流から下流へ

の｣流れとして､格子系も単純なものを選んだわけだが､この格子系は任意に取りうる｡その際

には ｢定常な流れ(固定点)｣へと落ちるかどうかも自明ではない｡仮定自体は非常に単純なもの

で､この様な仮定は現実的な系で何処まで妥当かどうかは議論がわかれるところではあろうが､

その単純さゆえ(ダイナミクスがCMLということもあり)｢ネットワークとしての性質｣を見る
のにも役立つと考えられる｡問題意識､その念頭におく系はilltOductiollに書いた｡

APPENDIX

A.時間連続版との比較

時間連続の極限を考察する｡本論文で取り扱ったCML

瑞 1 -β+症
(I,Lti,,)α .̂､t

+串,]-1
(t7,i,,)cy

1(症 )α+(互 1,,)a
に対しての拡張を考えると､o<C<1として､

瑞 1-(1-C)症 +C
(
〟+症 -

(症 )O'

1(ttlf,i)α+(tTL l詳

(Ltlf,i)α+(可+1,i)α

(症 )O'

(症 )〔'+(tl･i+1,,)d'

(39)

) (40)

したがって､時間連続の極限をとると､(I/△i-1/Tを一定にして､

dxi,J
Tlr-一･t･之,J+β+tt.3

(tTi,])α L･r㍉ J･
･J-1(tLli,i)α+伺 _1,i)a-■山r,･7~1(I,ti,,)〔}+(alL1,,)Q′

(41)

ここで､β,Tは適当なal,tのスケールをとれば,♂-1.0,T-1.0とおける｡この式は各格子点での
固定点への緩和方程式である｡

上に挙げた式は全て同じ固定点を持つ｡(本論文で用いたマップはこの方程式を時間ステップ

△i-1でEuler的に解いたものにあたる｡)

Jacobian行列を求めると､式(27)で導入したマップのJacobia11行列を用いて､
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J-A-1NxM

である｡したがって､Jの固有値彩 は行列Jiの固有値ヌPと

(42)

入f-入チ - 1.0 (43)

と言う関係にある｡今の場合マップではなく連続時系列なので､(最大)固有値の値の符号で安定

性が変わる｡(中間の式(40)では､木 -ci+(1-C)iNxM,A;4C-cl守 -C+1･0であり､Cの債

に関わらず､入タと入fcは同時に1.0になる｡)この時､それぞれ対応する固有値に対して､同じ
固有ベクトルを持つ｡即ち各国定点に対して､その安定方向 ･不安定方向は同じである｡

これらのことから､(少なくとも固有点の近傍の)ダイナミクスは時間の連続 ･離散性に関わら

ず似通っていると考えられ､実際､41の場合をシミュレーションすると､定性的には似たような

振舞をしていた｡このことから､本論文で得た結果は時間連続の場合にも当てはまることが期待

される｡
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