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極性流体としての粉体斜面流
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本論文では,希薄な粉体流の連続体モデルによる記述を試みる.粉体流の特徴の一つとして,粒

子の大きさが巨視的な流動のスケールと比較して無視できないため,粒子の回転が速度場に影響を

及ぼすという点が挙げられる.この特徴を連続体モデルに取り入れるため,流体の構成要素の回転

の自由度を,角速度場及び偶応力テンソルと非対称な応力テンソルによって考慮した,極性流体モ

デルを採用する.角運動量の輸送係数,及び回転と並進の自由度間の運動量の輸送係数を,初等輸

送論を用いて見積り,-様な斜面流の速度及び角速度プロファイルを計算する.これらの結果は数

値実験で得られたプロファイルをよく再現することを示す.

1 極性流体と粉体流

粉体系は,巨視的な大きさを持った粒子の集団であり,その相互作用は散逸的である.

粉体流の巨視的な挙動を記述する理論を構成しようとする試みは古くから行われているが,

まだそのような枠組みは確立されていない.粉体系の解析的な取り扱いを困難にしている

要因の一つとして,粒子の大きさが巨視的な流動の長さのスケールと比較して無視できず,

スケールの分離が困難であることが挙げられる.

このような構成要素が内部自由度を持つ流体を記述する枠組みとして,極性流体【1]が

ある.極性流体モデルは,構成要素の回転を独立変数として取り扱い,その速度場との結

合を考慮したモデルであり,粉体系を記述するのに適した流体力学的枠組みといえる.本

論文では,この極性流体モデルを希薄な粉体流に適用し,方程式に現れる粘性係数を初等

輸送論に基づいて評価する.また,このモデルが,希薄な粉体斜面流の数値実験で得られ

た一様定常流の性質をよく再現することを示す.

2 極性流体の方程式

極性流体モデルを構成する方程式は,通常の流体力学と同様に各保存則から得られる

[1】.質量m,慣性モーメントZの粒子から構成される系では,粒子数密度をn,速度場を

V,角速度場をW として,質量保存則,運動量保存則,角運動量保存則より,それぞれ

Dtn - -naiVi,

rTmDtvi - fi+aJlS3,i,

InDtwi - a,･Cji+S,(a)
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が得られる･ここで,ラグランジュ微分Dt-孟+V･∇ を用い,添え字にはアインシュ
タインの規約を用いた.S,Cはそれぞれ応力及び偶応力テンソルであり,fは体積力を

表す.S(α)は,応力テンソルの非対称部分により生み出されるトルクで,

st(a)- ei,･kS,･k (4)

である.ここで,eiJ･kはエディントンのイプシロン (完全反対称テンソル)である｡

これらの表式を実際に用いるためには,応力テンソルと偶応力テンソルの構成方程式が

必要である.本研究では,速度及び角速度の勾配の1次の項までで構成した等方テンソル

を採用する【1]･すると,応力テンソルS及び偶応力テンソルCは,以下の式で表される･

SiJ･ - (-P+入∂kVk)6i3･十FL(aiV,･+83･Vi)+FL,[(aiV3･-83･Vi)-2eiJ･kWk], (5)

ci,･ -qakWk6i,A+響 (aiW,･+8m )+壁 ヂ A(aiW,.-ajWi)I (6)

この構成方程式は,ナビエーストークス方程式で記述されるニュートン流体の自然な拡張

で,p,-0のとき(5)式はニュートン流体の応力テンソルを回復する･(5)式,(4)式より,

S(α)-2〃舟otv-2W) (7)

となり,角速度場Wが,速度場の回転量rotvに一致するように緩和していくことがわかる･

3 極性流体としての希薄な粉体流

3.1 初等輸送論による輸送係数の見積もり

(5)式,(6)式には,複数の輸送係数が現れている･この節では,これらの係数のうち,

一様定常流を考えるときに現れるものを,初等輸送論を用いて見積もる.なお,本論文で

は2次元系を取り扱うが,3次元系-の拡張は容易である.

2次元円板が平面内を1方向に流れている系の定常状態を考える.速度をV-(u(y),0),

角速度をW-W(y)とすると,構成方程式(5),(6)より,

Syx - FLu'(y)十p,(u'(y)+2W(y)),

Cyz - pBU′(y)

が得られる･Sy｡はy-cons七･の平面が単位時間単位面積当たりにうけるx方向の力,Cyz

はy-const.の平面が単位時間単位面積当たりにうけるZ方向のトルクを表している｡以

下で,〟,恥 〃βを初等輸送論を用いて評価する｡

3.2 pの見積もり

〃はニュー トン流体の動粘性係数に対応し,その導出は【2】などの統計力学の教科書に

あるが,後の議論のためにここで簡単にまとめておく.
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y-Y-const.の平面を横切る粒子による,単位時間単位面積あたりの運動量輸送を考

える.粒子の平均自由行程をl,数密度をn,質量をm,y方向の平均の速さ (速度揺らぎ

の幅)をi)とすると,単位時間当たりにy>Yからy<Y-平面を横切る粒子とy>Y

からy<Y-平面を横切る粒子による運動量輸送の差より,

Syx～ ni)mlu(Y+I)-u(Y-I)]～nijmlu′(Y)

が得られる.これを(8)式の第-項と比較すれば,

p -ni)ml

(10)

(ll)

と評価できる.2次元では,粒子直径をdとして,l-1/(nd)なので,次式が得られる.

p -i)m/d･ (12)

3.3 FLBの見積もり

pBの項は,y-Yの平面を横切る粒子による,単位時間単位面積当たりの角運動量輸送

に起因し,§3.2の質量m を慣性モーメントIに,速度u(y)を角速度LJ(y)に置き換えれ

ば,〃と同様の手順で評価できる.その結果,

Cyz～n叫 LJ(Y+l)-LJ(Y-I)]～nmLJ′(Y)

が得られ,(9)式と比較すれば

(13)

pB～ni)Il (14)

と評価できる.粒子が2次元円板の場合,I-md2/8であるから,結局次式が得られる.

pB～ n面ml･d2-ijmd. (15)

3.4 FL,の見積もり

〃γの項は,回転の自由度と並進の自由度の間の運動量の輸送係数であり,これは粒子

間衝突に起因する.表面が粗く,衝突時に接線方向にも力が働くような粒子間の,境界面

y-Yの近傍での衝突を考えよう.上側の粒子と下側の粒子の接触点の速度差△Vは,

･V- lu(Y･窒)･Zw(Y･g)]-lu(Y一芸)一芸W(Y一芸)]

～ilu,(Y)+2W] (16)
である.衝突一回当りの接線方向の運動量輸送△pは,接触点の速度差に比例すると考え

られ,△p-m△Vが得られる.一方y-Y近傍の幅dの間で単位時間,単位長さ当たり

に衝突が起こる頻度はn2ijd2と評価できるので,この過程によるy-Yの平面を通した

運動量輸送は

syx ～ n2中md3(u′(Y)+2W(Y))
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となる.(8)式の第2項と比較すれば次式が得られる. 2

FLr～n2ijmd3･

3.5 粘性係数の比

これらの結果から,

些～d2,吐～(nd2)2,〝 〃

(18)

(19)
と評価できる.(3)式,(6)式,(7)式を見てもわかる通り,〃βは〃,〝γと次元が長さの自

乗だけ異なることに注意が必要である.従って,他の粘性係数と比較して〃βの大きさを

評価するには,巨視的な流動のスケールLを導入して無次元化する必要があり,ここで述

べた一般論の範囲では評価できない.ただ,Jl及びpBの導出で特徴的な長さとなってい

る平均自由行程Ik用いて無次元化すれば(pB/l2)/p -(d/l)2となり,分子気体のように

d/l<<1,l<<Lの場合にはpBが十分小さいといえよう.一方で,粒子の大きさ程度

の面積あたりの粒子数が無視できない場合は,〃γが〃と比べて無視できなくなり,個々の

粒子の回転が速度場に及ぼす影響が大きくなる.

3.6 斜面上の一様流

最後に具体例として,極性流体モデルを用いて2次元系での斜面上の一様定常流の速度,

角速度プロファイルを計算し,それが数値実験の結果をよく再現することを確かめる.

2次元系での斜面上の粉体流を考え,斜面に沿った方向にx軸,斜面に垂直上向きにy

軸をとる･一様定常流,すなわちn-n(y),V-(u(y),o),LJ-LJ(y)を考えると,連続

の式(1)は恒等式となり,x,y方向の運動方程式と,角速度の方程式として,以下の3つ

の式が得られる:

pgsinO+ayl(p+p,)a yu+2p,LJ]- 0,

-pgcosO-ayp - 07

-2p,(a yu+2LJ)+aylpBayW]- 0･

ここで,P-P(y)-mn(y)とした･理想気体の状態方程式

p-nT
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(23)

を採用し,さらに温度一定の仮定T-i-const.をおくと,(21)式から密度のプロファ

イルとして次式が得られる.

p(y)-poexp(-y/h),h-チ/(mgcoso). (24)

2文中にも述べたが,球または円を考える場合,〃γは,粒子表面の粗さの効果などで接線方向の運動量が輸
送されない限りあらわれない.この効果を,接線方向の反発係数βをmxV′ニ ーβ(mxV) (nは動径方向

の単位ベクトル,Ⅴ(′)は衝突前 (徳)の接触点の相対速度)と導入して表現すれば,省略された係数の中に
(1+β)に比例する項があらわれるであろう･ここで,β--1が,粒子表面がなめらかな極限を表している･
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巨視的な流動を特徴付ける長さスケールLは,この密度の緩和長h程度であると考えられ

る.(24)式と(19)式を用いると,定数α,βを用いて

吐 -αexp(-2y/h), 壁 -βd2,FL FL

と表すことができる･(25)と〝が定数であることを用いれば,(20)式,(22)式より

畔 )--e-Y一筈 等 L c.

(25)

(26)

ここで,Y≡y/h, e≡d/h,包(y)-u(y)/(pogh2sinC/P),a(y)-LJ(y)/(poghsinOhL)

とし,また無限遠(y- ∞)では境界条件Syx-0を課した･Coは積分定数である･また,

ゐ(Y)については

d2&(Y) ∩αexp(-2Y)-2
dy2 β亡2

exp(-Y)十2ゐ(Y)

1+αexp(-2y)

が得られ,その解は積分定数A,βを用いて

ゐ(Y)-AD1(Y)+BD2(Y)+ら(Y),

-0, (27)

(28)

と表される･ここで,Tl-eXp(-Y)とすると,ゐ1,&2,毎 は無限級数を用いて以下のよ

うに与えられる:

(>〇

&1 - ∑ b2kn2k, bo-1,b2k-
k=0

W2

Wp

4
弄≡ (2k- 2)2]% ･ (29)

00
wl(n)logワ+∑ C2抑2k,C0-0,

k=1

C2k-[嘉 一(2k-2)2]欝 一叢 [芸 .4(k-1)]b2k-2･ (30)

告 っkJ_. 2α ｢4 ′〈 . _､つlαa2k_1

k!1a2k･1り2k'1, a3-品 , a 2k･ 1-[蒜 -(2k-1)2](2k+I)2'
(31)

これらの結果を,離散要素法を用いた数値実験 【3】の結果にフィッティングしたものが図

1に示してある･まず図1(a)を見ると,理想気体の状態方程式と温度一定の仮定によって

得られた密度のプロファイルがよく数値実験を再現している.プロファイルを(24)式に

フイットすると,h～2.24よりテ～2.0という評価ができる.図1(b)と比較すると,これ

は密度が高い床付近の温度と同程度であり,仮定が妥当であることがわかる.

密度プロファイルから得られたhの値を用い,境界条件としてu(0),LJ(0)に数値実験で得

られた値を代入し,α,β,p/po,ayLJ(0)をフィッティングパラメータとして,角速度及び速度プ

ロファイル(28)式,(26)式を数値実験結果にフイットしたのが図1(C),(d)であり,よい一致

を示している･この時の各パラメータの値はそれぞれ〃/伽～0･95,α～0･10,β～0･12,

LJ′(0)～ 2.9である.初等輸送論の見積もりと数密度の値によればα～(nod)2-0･1,

β-1/8であるので,パラメータのオーダーも見積もりと矛盾がないことがわかる･また,

図1(e)を見ると,特に境界付近で個々の粒子の回転が励起され,速度場の回転とのずれが
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図 1:シミュレーションから得られた(a)数密度n(y),(b)温度T(y),(C)角速度場LJ(y),

(d)速度場u(y),(e)速度場の回転と角速度の差圭∇×V-W,のプロファイル･黒丸はシ
ミュレーションデータからえられたものであり,実線は極性流体モデルの解をフイットし

た結果である･(C),(d),(e)の実線は方程式の数値解で,(C),(d)の破線は級数解(29),

(30),(31)をk-5までの和で近似して得られた曲線 (実線とほとんど区別できない).

大きくなっている.モデルはこのずれもよく再現している.遠方 (y- ∞)で再びずれが

大きくなる傾向が見られるが,これは,数密度が低いために,衝突によって引き起こされ

た個々の粒子の回転が,平均値LJに大きく寄与することに因ると思われる.

4 結論

希薄な粉体流を記述するモデルとして極性流体方程式を採用し,方程式に現れる粘性係

数を初等輸送論を用いて見積もった.この方程式を用いて,斜面流の一様定常解の速度及

び角速度プロファイルを計算した.その結果は,離散要素法を用いた数値実験の結果をよ

く再現した.極性流体モデルの適用範囲を明らかにするのは今後の課題である｡
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