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混合戦略の導入による新しいアトラクターの出現1

東京大学大学院 新領域創成科学研究科 複雑理工学 橋本 康2

戦略として混合戦略を含めたゲームダイナミクスを研究した.純粋戦略からなる系に混合戦略

を導入することによって,ある条件の下では新しいアトラクティングセットが出現する.レプリ

ケ-タ系としてみれば混合戦略の導入は相互作用行列のランクを上げずに行と列を増やすことに

対応する.新しく出現するアトラクティングセットは系内部の平衡点の中心多様体となる.

1 イントロダクション

n個の純粋戦略が存在し,戦略iと戦略jが対戦した時の戦略iが得る利得をAi3･で与えたもの

をゲームと呼ぶ.

レプリケ-タ方程式はTaylor-Jonke刷 によって最初に提唱され,その後,進化系を記述する方程

式として研究が進められた(e.g.MaynardSmithandHofbauerl2,3,4])･一般にはxi(i-1,･-,n)

を変数とする微分方程式

Xi=Xi

(fi(I ,李 fJ･(a,)
で表される.この系は単体 Sn_1上で不変であり,相空間を単体Sn_1としてその上でのダイナミク

スを扱う･一般にはnxn行列Aを用いてfi(a)- ∑,･Ai,･X,･とした系を指す･

この系を行列Aを利得行列,変数 xiを戦略iをとるプレイヤーの人数の比と考え,その平均利

得に応じてプレイヤーの人数の比が増減するゲームの進化ダイナミクスと捉えた系がゲームダイ

ナミクスである.

n個の純粋戦略を持ち,行列Aを利得行列とするゲ-ム系は

(

よi-XiI∑ AijXj-∑xjA,･kXj i,i- k) (1,

と表現される.ここで,xiは純粋戦略iを用いるプレイヤ-の数の全体に対する比であり,∑xi-

1andxi≧0を満たすものとする.

この系の力学系としての興味深い振る舞いが見つかっている【5,6,7,8].ここでは,この系にプ

レイヤ-の取り得る戦略として混合戦略を許した場合の振る舞いを研究する.

1本研究は,池上高志 (東京大学大学院 総合文化研究科 広域科学E-mail1.ikeg◎sacral.C.u-tokyo.ac.jp)との共同研
究である

2E-mail:hasimoto@sacral.C.u-tokyo.ac.jp
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2 モデル方程式 Ⅰ

次のように混合戦略を含むゲームダイナミクスを定義する.

行列Aを利得行列に持つn個の純粋戦略からなるゲームを考える.各混合戦略はn次元ベクト

ル Sで表され,純粋戦略iをとる確率がsiとなる･よって,si>_0,∑;=1Si-1である.混合戦略

skが混合戦略slから得る平均利得は∑i,18ぎAi,･Si･となり,ゲームダイナミクスは,各混合戦略を
とるプレイヤーの比yi(i-1,… ,m)を変数として,

bi-yi(写tsiAsjyj菅 sjAskyk) (2)

と表される.

Eq.(2)では,利得行列はBij(-tSiAsj)となり,ダイナミクスはm-1次元単体上で定義される･

純粋戦略iの出現頻度扉 まEq･(2)では∑jSfyjで与えられる･nxm行列Sを(sll･･･LSm)と定

義するとxの時間発展は

立- Sb-∑siyi(tSiAx-txAx)i

- ∑yi(si-x)i(si-x)Axt (3)

と表され,一般にSの構造に依存する.混合戦略の数m が増えると系の相空間の次元は上がるが,

AによるBの制限(i.e.rank(B)≦rank(A))によって実質的な系の自由度は制限されてしまう.

また,Sによって元の方程式Eq.(1)の平衡点に射影される点はEq.(2)の平衡点となり,それらは

単体 Sm_1上の(m-n)次元の超平面となる.Eq.(1)の内部平衡点をq,Sによってqに射影さ

れる単体 Sm-1上の点の集合をHqと定義する･Si(i-1,･･･,n)を純粋戦略(i･e･,Si-(slsi-

1,sJ･-0(i≠i))(i-1,- ,n)),si(i-n+1,･-,m)をそれらの混合戦略と仮定する･毎を

(ylyi-qi(i-1,… ,n),yi-0(i-n+1,… ,m))とおくと,百は(n-1)個の安定な方向を単体

Sn-1に,(m-n)個のニユ-トラルな方向を起平面Hqにそれぞれ持つ･

3 モデル方程式 ⅠⅠ

3つの純粋戦略からなる内部平衡点を持つゲーム系の利得行列は,相空間上のフロ-の位相的な

性質を変えずに次のような形に変換することが出来る.

A- (3: ≡ ddを… dd-:: ) ･

明らかにこのゲーム系は内部平衡点を圭(1,1,1)に持つ･線形安定性解析より,内部平衡点が安

定である必要十分条件は

d>Oandab+bc+ca>-d2
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また,内部平衡点がESSである必要十分条件は

d>Oandab+bc+ca>(a2+b2+C2)-3d2

となる.

よって内部平衡点が安定だが,ESSでないための必要十分条件は

d>Oand(a2+b2+C2)13d2>ab+bc+ca>-d2

(5)

(6)

となる.

一般性を失わずにd-1を仮定することが出来る.条件 (6)の下で,特に,以下でrl,r2と定義

される2つのサ ドルが存在する次のような(a,a,C)の領域を考える.

a>1,b>1,C<-landa+C>0. (7)

これらの条件 (6)(7)の下で.,このゲーム系は6つの平衡点を持つ (図1)･

･pl-(1,0,0),p2.-(0,1,0)andp3-(0,0,1)が純粋戦略にあたる.

･線分p2-P3,P3-Pl上にそれぞれrl-(0,悲 ,ラ岩石)とr2-(悲 ,0,悲 )のサドル平
衡点が存在する.

･内部平衡点q-圭(1,1,1)が存在する･

条件 (6)(7)の下ではplとqがアトラクタとなり,plがESSであり,qはESSではない.(i.e.

∀a'(≠pl)∈S2,tPIAp1-0>txApl).plとqの吸引領域境界はp2からr2へのヘテロクリニッ
ク軌道となる.

図 1‥単体S2上のフローの構造.2つの安定平衡点pl,qが存在し,それらの吸引領域の境界はp2

からγ2へのヘテロクリニック軌道となる.
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4 混合戦略の導入

次に純粋戦略2と3を用いた混合戦略V-(0,1-k,k)を導入する.純粋戦略を3つとも用いた

混合戦略に拡張することは簡単だが,ここでは単純にするため2つゐ純粋戦略を用いた場合に限定

する.この戦略を新しい4番目の頂点として,単体S2をS3上に図2のように埋めこむ.上で定義

された平衡点は以下のS3上の平衡点に対応する.

･卓1-(1,0,0,0),卓2-(0,1,0,0),卓3-(0,0,1,0)

･テ1-(0,讃 宅,志 霊,0),テ2-(悲 ,0,悲 ,o)

･す-(喜,喜,喜,o)and卓4-(0,0,0,1)･

図 2:単体 S3上の平衡点とフロー.直線も一歩4,テ1-f3とら耳は互いに平行である.直線 百一百′と
テ1-テ3上の点はそれぞれすべて平衡点である.k2(2+b-C)-2k(1+a-C)+(2+a-b)>0が満
たされるとき,テ4とへテロクリニック軌道百′一 子4は存在しない.この場合,卓4はき4-卓1方向に不
安定である.

純粋戦略からなるゲーム系の平衡点に行列Sによって射影される点は,この系の平衡点となる

ので,rlとqにそれぞれ射影される線分 テ1-テ3と線分を-狛 ま平衡点からなる.パラメータkが以
下の条件を満たすと仮定すると

主,::,三÷ -
1-C

(8)

テ3が線分卓2-ii4上に,またq/は負l,b3と争4を含む平面上に存在する.

条件 (6)(7)(8)の下で,q～′は争1-卓3一身｡平面上で不安定となり,毎は平面bl一声2-卓3上で安定なの

で,安定性が線分百一百′上で変化することになる(参照 図2).線分百-61上の点を0によってパラメ
タライズ(6(0)-(110)i+04'(0≦0≦1))すると,百1-6(01)(01-討 議 )で安定性が交替
することが分かる.

元の純粋戦略からなるゲーム系では,アトラクタはplとqであったが,新しい系ではそれらに対

応するアトラクタは卓1と百(0<01)となる.百′の不安定性より,百′の近傍の点は卓1へ,毎(0<01)
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の安定性より毎(0<01)の近傍の点は毎(0<01)へそれぞれ引き込まれる.このことから卓1と

6(0<01)の吸引領域の境界は線分毎-6/によって貫かれていることが分かる.もし,この系に他に
アトラクタが存在しなければそれらの点は一致し,毎(0>01)の近傍の点は卓1に吸引されること

になる.しかし,実際にはそれらの間に3番目のアトラクティングセットが存在する.

4.1 テ2の安定多様体

テ2は2次元の安定多様体を持ち,ヘテロクリニック軌道毎′一子2,卓2- テ2を境界に持つ.(参

照 図2).以下ではこの子2の安定多様体を0と定義する.Oは2つの領域に分けることが出来る･

-つは卓2からのヘテロクリニック軌道からなる領域で,もう一つはら(0>01)からのヘテロクリ

ニック軌道からなる領域である.前者をnl,後者を02とそれぞれ定義する.(参照 図3).

01とn2の境界は線分テ11テ3上の一点からテ2へのヘテロクリニック軌道である.この線分テ1-テ3

上の一点をテ5と定義する.卓2からテ5へのヘテロクリニック軌道と卓3からi'5へのヘテロクリニッ

ク軌道もまた存在し,結局02はヘテロクリニックサイクル卓3- テ5- テ2を境界に持つ.このヘ

テロクリニックサイクルをCと定義する.

図3:n‥テ2の安定多様体.Oは2つの領域01,02に分けることが出来る･,01はi52からの02は

6(0>01)からのヘテロクリニック軌道の集合.それらの境界はテ5からテ2へのヘテロクリニック
軌道となる.

線分百一百′上の02の境界の点を百2-6(02)とすると,毎2をα一極限集合に持ち,ヘテロクリニッ

クサイクルCをW一極限集合に持つ軌道が存在する.よって毎2は不安定平衡点であり,もし02が

01と等しいとすると毎2はその近傍に必ず安定平衡点を持つことになり,フロ-の連続性に矛盾す

る.また02は明らかに01より小さくないので02は01より大きいことが分かる.結局毎2の不安

定多様体はその境界にヘテロクリニックサイクルCを持つ2次元曲面となる.この不変集合をα

と定義する.
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4.2 を1の中心多様体

中心多様体定理より,毎1の中心多様体が少なくとも1つ存在し,それをβと定義する.毎1はその

近傍に必ず安定平衡点及び不安定平衡点の両方を持つので,軌道の連続性よりβ上の軌道は毎1を

α-極限集合にもLU一極限集合にも持たない.このことからβ上の軌道はすべて閉軌道となる.単体

S3の境界を含む閉軌道はヘテロクリニックサイクルCLかないので,βの境界はこのヘテロクリ

ニックサイクルとなる.よって,βは毎1を中心に不可算無限個の周期軌道が桐密に並び,境界にヘ
テロクリニックサイクルCを持つ曲面となる.

以上より,αとβによって囲まれる領域が存在し,明らかにこの領域の軌道は争1にも毎(0<01)
にも漸近せず,別のアトラクティングセットに漸近することになる.

6(0)の安定(不安定)多様体は2次元曲面となるが,01<0<02の領域における毎(0)の不安定

多様体は,その境界をβ上の周期軌道に持つ(参照 図4).

図4:6(0)(01<0<02)の不安定多様体はβ上の周期解を境界に持ち,Cが小さいほど小さい周期
軌道を境界に持つ.

Cが01に近いほど,毎(0)の不安定多様体の境界の周期軌道はす1に近くなり,i(02)の不安定多様
体がその境界をβの境界Cに持つことから,4(0)(01<0<02)の不安定多様体全体は,αとβで

囲まれる領域と等しくなる.結局,βはαとβで囲まれる領域を吸引領域に持つアトラクティング

セットとなり,その吸引領域は正のメジャーを持つ.

もし条件(7)を満たさないとすると,サドルrl,γ2はそれらの内,高々1つしか存在せず,フロー

の構造は図1と異なる形になるが,それでもESSでない内部平衡点を持てば,必ずを′を不安定に

する混合戦略が存在し,そのときを1の安定多様体は周期軌道の族からなり,その吸引領域は正のメ

ジャーを持つ.

結局,もし3戦略ゲーム系が'ESSでない内部平衡点を持てば,常に新しいアトラクティングセッ

トを作る混合戦略を選ぶことが出来て,そのアトラクティングセットは不可算無限個の周期軌道

からなる.
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4.3 数値シミュレーション

以下では条件(6)(7)(8)の下で

a-5,b-27,C--3andk-i I

のようにパラメータを選んで数値シミュレーションを行った･このとき01-去となり,数値計算
より02二と0.3となる(参照 図5).

01より大きい領域に,近傍の点がi31に吸引されずに周期軌道に漸近する軌道を見つけることが

出来る(参照 図6).

数値シミュレーションでもβ上に毎1の周りに周期軌道が並び,その境界がヘテロクリニックサ

イクルCになることが観察される(参照 図7).

以上より,毎1の中心多様体βが正のメジャーを持つ吸引領域を持ち,βがこの系の新しいアトラ

クティングセットとなることが分かる.

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
8

図5:0-yl:ら(0)の近傍を初期値に持ち,十分時間がたった後のylの値をプロットした.毎(0<01)
の近傍から始めた軌道は毎(0<01)へ吸引され,i(0>02)の近傍から始めた軌道はき1へ吸引され
る.毎(01<0<02)の近傍から始めた軌道は周期解に漸近する.

5 結論

ゲ-ム系に混合戦略を導入することによって,新しいアトラクティングセットが出現することを

見た.ここでは新しい戦略は,ゲ-ムにおける新しい手を意味するわけではなく,既存の戦略の確

率的な組み合わせでしかない.ゲームの構造は変化しないにも関らず,その振る舞いは大きく変化

する.

元の系におけるアトラクタは全て平衡点であったが,新しく出現したアトラクティングセットは

無限個の周期解の集合となり,このことはゲームの構造を変えることなく,混合戦略の導入によっ

て系の自由度が増加したことを意味する.
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(a) (b)

図6:新しく出現した周期軌道に漸近する軌道･初期値は(島,基,島,基)･(a)は単体 S3上での軌

道.(b)は軌道をSyによって単体S2へ射影した軌道.

元の系では内部平衡点が安定で,新しく導入した戦略と他の2つの戦略との間の内部平衡点は

不安定となるような状況は,元の系の内部平衡点が安定だがESSでない時には一般に起こり得る

ことであり(逆に元の系の内部平衡点がESSであるようなときには決して起こらない),ここで見

た新しいアトラクティングセットの出現は特別な場合ではない.むしろ,混合戦略を許したゲ-ム

での一般的な性質である.

進化生物学の観点から見ると,混合戦略は,単なる既存の種の性質の組みかえによって出現した

変異種と考えることが出来る.これは相互作用行列のランクを上げずにサイズを増やす状況に対

応する.系が内部平衡点にいると仮定すると,どんな変異種でも適応度は既存種と等しいので,倭

入し,ゆらぎによって増大することが可能である.変異種の出現によって系のアトラクタの構造が

変化したり,その変異種が侵入するためには必ずしも全く新しい性質が必要なわけではない,と言

うことが出来る.

6 展望

次のような重要な状況が今後,議論されるべきであると考えられる.

●2つ以上の混合戦略が導入された場合.

･元の系の内部のアトラクタが平衡点でない場合 (e.g.リミットサイクル,準周期解).

｡毎とす′の安定性が逆の場合.
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(a)

図 7:不可算無限個の周期軌道からなるアトラクティングセット.(b)ではそれらをSyによって
元の相空間に射影している.
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