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100年後の第一原理電子状態計算になにができるか?

阪大理 小谷岳生

メニュー

1.1rltrOductiorl研究の動機-どういう興味 知識や技術がいるか?物性理論の終幕と第一原理計算.

2.第一原理電子状態計算の基礎

2.0 ｢Lcgcndrc変換｣と ｢coupling-corlSt･arltintcgI･al｣の方法のおさらい.

2･1密度汎関数 (DF)Eln]とLut･t･ingcr-Ward(LW)汎関数EtG].
2･2LocaldcIISityapproxirllat･iorl(LDA)によるEx｡回 の成功
2.3GⅥ′r近似とその周辺.

RPA,LDAをもとにしたGW,Self-consist･crlt･なGW,BeyorldGW の必要性.

2.4二体相関を横断的に理解しておこう.

Laddcr-厳密な非相対論的二体問題の解.ゼロ音波とプラズモン.スピン揺らぎやエキシ トン
など.

2.5モデル理論を第一原理電子状態計算に取り込む.

LDA+Uの方法でいいのか? ｢多重項ト ｢スピン揺らぎのSCR理論｣了FLEX｣,｢動的平均
場｣… などのモデル計算を第一原理計算に取り込むにはどういう方法が考えられるか?

2.6その他どういうことを学んでおくべきか?

3.第一原理電子状態計算を発展させていくには?

現状と問題点一材料科学や地球科学において真に有用な手法となるには?

開発環境+方法の開発+応用の方法+結果の解析+他の手法とのcombirlation,など.

というようなことを若い人に向けて話したいですがどれだけやれるか‥.ここでは ｢2.第一原理電子状態計

算の基礎｣の2.口から2.3の途中までについてのみ記します1

2.0｢Legcrldrc変換｣と ｢coupling-constarltint･egral｣の方法のおさらい.

系のハミル トニアンがjl-BÂIで指定されるとする.ここで Bは何らかの外場であり,Â4は,その外

場と線形に結合している物理量 (をあらわす演算子)である.たとえば ｢Bが磁場頑 が磁気分極｣である.

このとき,自由エネルギ-OlB]は,

OtB]ニーkBTlog三lB]

･lB]-Trloxp(-
H -BM -/I,N

kBT

であり熱力学的期待値 M ≡(M)は,

M - 一 芸 - 珂 中 cxp(-

1 H -BM -/JJN
)] (3)

1http://xxx･yukawa･kyot0-11･aC.jp/abs/physics/9806013にDFのやさしい記述がある(referencesのコメントは
研究者にも有用です).このゼミではこの論文の手法でDFを導入します.夏の学校の始まる前までに,このテキストの
拡張版をhttp://ann.phys.sci.osaka-u.ac.jprkotani/の下においておきます.
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で計算される.ここであるBoで∂M/∂BIB.≠0であるとすると,Boの近傍では,BとM は一対一であり,

BをM の関数であると考えることができる.それゆえ,そのBo近傍において ｢局所的Legcndre変換｣が
可能であり,

FlM]-nlBrM]ト BlM]A/I (4)

という新しい自由エネルギーFlM]を考えることができ,dF-BdM である.とくに,外場ゼロの条件

B-0は,∂F/∂B-0となる.ここでの議論はBが多変数でありBi(i-1,…N)などと書ける場合でも自

然に拡張されるのは明らかである.Bが場の量 (i-1,‥.Nのかわりに座標となる)でも,空間座標が離散化

されていると考えれば同じことである･以下の2･1でみるように,外場 βとして,一体ポテンシャルげ t(r)
をとれば,M は密度 nq(r)であり,密度汎関数 (DcrlSityFurlCtiorlal-DF)が導出できる.

次にcoupling-corlSt,arltintcgralの方法を復習する.Hの中身がカニHo十Al左lt,ただし,A-1と書け
るとする.このとき明らかに

FlM]- FolM,･Ll卦 A (5,

と書け7相互作用のないときのFolM]とあるときのFlM]をAの大きさを連続的に変えていくことで結び
つけることができる.注意すべき点は,この^微分においてBでなくM がAによらず一定であるとする

ことである.以下の2.1では,DFにおいては,この第二項が,電子間静電相互作用項 (クーロン項)+交換

相関項 (Xc項)となることを見る･

2.1密度汎関数 E回 とLutt,irlgCトWard汎関数 Elq.

ここでは密度汎関数 Fln]とLuttillgCr-Ward汎関数 FlG]は､ともに外部一体ポテンシャルの関数とし

ての全自由エネルギーをLcgclldrc変換して得られることをしめす.時間依存 DF(TDDF)等にも対応でき

るように,有限温度 T ≠0で (虚)時間依存性のある場合を考えるので,Fln),FlG]などと書 くことにす

る(Efn].ElG]はT-0の場合をあらわすとする)･今考えている電子系のHarrliltonianは,第二量子化の
Forrnalismで

Ht.tat-H+
ET∫:dr(,L･CqXt(r)-/,/),hq(r),

A-打 rit(r,(一芸)1/-,g(r,+Oee,

vcc- S S /

(r′)k,(r′)4,g(r)
lr-r′

r̂LJ(r)-鵡 (r)毎(r). (6)

と書ける.ここで ,ugxt(r)は-体外場ポテンシャル (原子核からの Coulombpotcrltial+外部磁場等),/JJは
Chcmicalポテンシャルである.考えている系においてはA-1であるが,coupling-constantintcgralをお

こなう際には,変数としてゼロから1まで変化させることになる.まずは,密度汎関数 F回 を導出する.そ

のために虚時間形式であらわされた以下のn【J】から出発する;

･olJ,--1ogTrlTcxp[-/βdTl{h(Tl).;/drlJ(1,r-i(i,}]]･ (7,

ここで;1…rlJITlであり,J(1)は(,u;xt(r)-/1,日こ対応する量である･β-1/kBT,0≦T<βである.Tは
exp以下の演算子に作用する時間順序積の操作をしめし,演算子を丁時間順序に並べておくことを意味する.

このプローブ場 J(1)には虚時間依存性を含めておくことにする.nlJ]は,このプローブ場 J(1)の関取 す

なわち関数の関数であり汎関数である2.このnlJjをJで汎関数微分していくと

聖 Ii:!_】
6J(1)

-(允(1))J≡n(1)J, (8)

2数式の意味を正確に理解すること.片や允は,Tの操作をほどこす前には形式的に時間依存性を入れておく必要があ

る.時間については離散化されていると考えTの操作によって演算子を並べ替えた後,a(Tl)-hおよびh(1)-允ql(rl)
とおいてやればよい.TrはR)ck空間におけるTraceをあらわす.
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62即2lJ] 6n(1)
JJ(1)∂J(2) ∂J(2)

∂J(1)∂J(2)∂J(3)

--(T(允(1)-n(1))(r̂L(2)-n(2)))J≡X(1,2),

(どうなるかは自分でやってみること)

などとなる.これらにJ(1)- 1JZxt(r)-ILを代入してやれば,この系のグリーン関数の系列が与えられる.

nlJ]は,生成母関数であり,N回の汎関数微分が(だいたいは)N体グリーン関数を与えることがわかる.特

にEq･(8)の一回微分は,観 そのものに対応している3･de埴糾 ]≠oなるJo点の近傍では J(1)と
n(1)は一対一対応しており ｢局所的Legendre変換｣ができ,新しい密度の汎関数 Fln)が,

Fln]-瑚 -/ dlJ(1)諾 ,

で定義できる.このFln】の汎関数微分は7

三 二--J(1),

62βFln]=_fii12
6n(i)6n(2) 6n(2)

63pFln]

6n(1)6n(2)6n(3)

--x~l(1,2),

(やってみること)

(ll)

などとなることがすぐに示せる.

このF回 に具体的な評価方法を与えるため ｢coupling-CorlStant.int･egral｣をおこなって,Fln]-Foln]+｢
残 りの部分｣にわけることを考える.簡単に推察がつくように(以下できちんと示す), ｢残りの部分｣の主
要項は電子間静電相互作用項であり密度のみの関数である4.人を変数であると考えて,ゼロから1まで動

かし,F̂回 という量を考えると,F回 -Fotn]+/.1莞 P dAと書ける･ここで重要なことは,Jでなくn

をAのゼロ次の量として取り扱うことである-Aをゼロから1まで増やすときに与えられたn(1)を保持す

るように,JAln]を,Aの値に応じて変化させていくのである.Eq.(ll)をAの関数と見て微分すれば,

望 4-等 一等 諾 .語 等 一誓 粁 (15)

であり5,最後の項はEqs.(6,7)をみれば (Oe｡)･,L̂であることがわかる.これをゼロから1まで積分すれば,

Ll豊 dA- 書 芸LlCJALβ｡T/C,rldr2

硯 (rl,T)4-,i/(r2,T)4,q′(r2,T)4,q(rl,T))n,A
lr1-r21

(16)

である.この項をクーロン項 Fc｡u回 とxcC項 Fx｡回 に分けて書いてたうえで,外場からの寄与を加えて
最終的にFt.tal回 として,

Ft.talln]- F回+Fex七回 - Foln】+Fextln]十Fc｡uln]十Fxcln】,

･Fextln] - /dl(1,ZT(rl)-P)n(1)

･Fcou回 - ; /dld2ef3 6(T1-T2,

pFxc回 - 誓書LldALβdT/ drldr2

(克 (rl,T)ii,(r2,T)4,U,(r2.T)Oq(rl,T)),CL謁nected

lr1- r21

(20)

3このnlJ]をLcgcndrc変換して,密度に関する汎関数を作る.J(rlLTlTl)であり,空間座標,スピン,虚時間,に依
存しているが,単純に多変数の場合の ｢局所的LegeIldre変換｣を行えばよい.時間をとくに特別扱いする必要はない.

4この点が密度汎関数法のミソである.｢せめて電子間静電相互作用までは(ハートリー近似レベルまでは)ある程
度数値的にしっかりと解く｣ことが現代的な電子状態計算の基本である.

5n(1)-生鮮 であり,Aによらないことを用いる･
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の表式を得る6.6Ft｡ta1回/6n-0が基底状態のn(1)を与える7.Fx｡【n]には,｢電荷揺らぎ｣の寄与のみが

入っている8･ここで注意すべき点は,この分子の (4̂,i(rl,T戒′(r2,T)- );L謁necte｡の期待値は,あくまで,

相互作用がAe2で,密度がγ申)であるという仮想的システムについて評価するべき量である.あきらかに

F回 は,nのユニバーサルな関数である.すなわち,外場7JeXtに依存しておらず,Eq.(17)において,結晶

構造による部分は,Fextln]のみである･通常のT-0での時間依存性のない密度汎関数 坤 申ま,J(1)およ

びn(1)に時間依存性がないとおいてEln]-lilrlTーOFln】で得ることができ,その密度 nq(r)を得るための
方程式は.

云誌 {Eln,+; /dr(1,Zxt(r)-′L,nq(r,}- 驚 群 -o

となり9,少し書きなおして,

二II...1"iI!｣
6nq(r)

+1'Zff(r)-0

1'Zff(r)-7/･JH artree(r)+1,;C(r)

7'JHartree(r)≡ 7,Zxt(r)-FL十C2
U dr′留

(21)

ー
hHt

ー
nu

IHrhu一

2

3

4

2

2

2

′し

(

(

となる･E｡･(23)で,一体有効ポテンシャル,J･effを導入した･ここで,,,;C(r)≡散 財 である･Eqs･(22,23,24)
は,self-consist･erlt方程式をなしている.Eq.(22)は,て'eff下での一体間取

∇2
5㍍･ げ (r上 戸匝 (r)-o

nJ(r)-∑ 4,r(r)4,i(r)･
1

と等価であり,もし,一体有効ポテンシャル Z'effが厳密にこのself-corlSist.ent方程式Eqs.(22.23,24)の解で
あるなら,このnJ(r)が,厳密な意味で正しい密度を与えることを意味している.もし,1'ニバーサル関

数 Exc回 が密度 lnq(r)Jの陽な関数として簡便なやり方で評価できるとすると,簡単に解けることになる10.

その一方法が,次のセクションの ｢LDAによるEx｡回｣である.この方法は,予想外の大成功をおさめてき
たが,もちろん難点も指摘されてきている.

Eq.(17)をn(1)で二回微分すると,

x-1(1,2)-粛 rlTl,r2T2.g1,6g⊥02-Ffd (Tl-T2,6qlJ･l

62Fxcln]

6n(i)6n(2)
(27)

が得られる･ここで,x左目まFoの二回微分であり,相互作用がない時の密度相関を表す量である.右辺 2

項目はFc｡uln]の二回微分に起因している.右辺 3項目を無視して得られるx(1,2)は,ちょうどRPA近
似 (-Time-dependnet･LinearizedHart･ree近似)によるものと一致している.2.2,2.3でもうすこし丁寧に

述べる.なお,このような時間依存の問題を解 くときには,単にDFと呼ばず,Time-deperldent.Densit･y
FuIICtiorlal(TDDF)と呼ぶことが多い.

6colllleCtedの添え字は､ダイアグラム的につながったもののみとることを意味する｡

三 三
で述べてあるように,｢停留するならば最小である｣ということがまあまあ断言できる.
揺らぎの寄与はどうなってるんだろう?

9 .～
両市 とお市の違いに注意･このユニバーサル関数Eln]を微分展開のようなものでなんとか簡便にしてうまい

やりかたで(波動関数のようなものを経由せずに)与える方法が,Thomas-Fcrmi近似にはじまりいろいろと工夫され
てきている.が,本質的な部分でこの近似を超えるものはできていないようだ.おそらくEln]はそんなには ｢なめら
かなものではない｣.

10といっても,一体問題を精度よく効率よく解くコ｢ドを開発するのは,現状の開発環境においては,結構面倒で時間
もかかる.LAPW,LMTO,KKR(そしてこれらのF1111-potentialversion),およびpsellde-Potentialがおもな方法であ
る.いろいろとノウハウが必要なこともあり,今や電子状態計算コードをゼロから開発しようとするのは,時間のムダ!
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ここで述べたようなやりかた ｢Legen(lre変換｣+｢co-lPling-con.qtanf,int･egral｣は,非常によく使われ

る一般的な方法である.たとえば,一様電子ガスの全エネルギー評価や,Moriyaらのスピン揺らぎのSelf-
consistent,renomali冗ation理論などでも使われている. また,今述べたような hT(r),ht(r)だけでな く.
9+(r),9-(r)を導入したり,超伝導のオ-ダーパラメーターを導入したりと,いろいろなバリエーショシ
が試みられている.

Lllt･tinger-War｡汎 関数.さて,プローブ場として,E｡.(7)において +IdlJ(1)77J(̂1)のかわりに,

+Idlld2J(1,2)V̂,t(1)7/A,(2)をつかうことを考えてみよう.このときには nlJ]を微分すると,Eq.(8)のか
わりに,

∂βOtJ]
- -(T4'(2)4̂'I(i)).7- ≡a(1,2),
6J(1,2)

の一体グリーン関数を得る.以下基本的に同等の解析ができ,その結果,

FtotaltG】- FolG]+FcxtlG]+FcoutG】+Fx｡【G],

pFxclG]- 誓s LldAJβdT/drldr･2

(4̂,i(rl.T)1̂,t,(r2,T)iq,(r2,T減(rl,T))COO,完leCted
lrl-r21

(28)

を得ることができる.ただしFext【G],とFcoutG]については,以前のEqs･(18,19)においてn(1)のかわり

に･G(1,1十)としたものである･このEq･(30)においては,硯 (rl,T硯 ′(r2,T)･･･)CGO,IilleCtedの期待値は,
相互作用がAe2で,一体グリーン関数がC(1,2)であるというシステムについて評価するべき量である.こ

の系のグリーン関数は6Ftotal【G]/6G-0によって与えられる.しかし,この場合は,密度汎関数法の場合
と違い,Fに対する停留条件でしかなく ｢停留するならば最小である｣は成り立っていない.この点は,以
降で議論するself-cosist,ent.GW などでは,すこし気になる点である.

FolG]は,相互作用と外場がない場合に,Ftotalと一致すべき量であり,GがT1-T2にのみ依存している

場合,これをフ-リエ変換してGJ(rl,r2,iw,.,)と書け,このGを用いて,

FolG]-TrlogG-Tr【(iw,,I･嘉 )G] (31)

と書き表すことが出来る(ここでのトレ-スはr､U,LJ,,,についてとる)ll.FxclG]をGから計算するルールは,フ

ァインマンダイアグラム的には非常に単純である;単純にこの被積分関数の分子硯 (rl,T)克,(r2,T)･･･)CGO,ZilleCted
の期待値を計算するときに出てくるダイアグラムのうちで t,wopart･icleirreduciblegraph12のみをとれば

いいことになる,で,そのダイアグラムに対するウエイ トは ｢co-1Pling-const･ant,int･egral｣によりC2k次の

グラフなら,1/(k+1)倍されることに注意してやればよい.LW の最初のFormlllat･ionでは刺G]と書かれ

ている(いまも通常そう書かれる),が,ここでは,Fxcln]と対比させるためFx｡岡 と書いた.

匝 ∃ ここでの導入では,r局所的Legendre変換｣のみを用いて汎関数E回 を導入したIE回 のnに関す
るglobalなふるまいについては全く議論していない.ここでは略するが,有限温度有限系においては,自由エ

ネルギー汎関数 三[1JeXt]の1)Zxt(r)に関するconvexit･yが証明できている(ハズ).それゆえ,停留点における

最小性やn,,(r)と1,Sxt(r)のglobalな一対一対応は保証される.Eln]のnの値域-tnq(r)lこのnq(r)に対

応する1'gXt(r)が存在する)であり7トrepreSent･at･iveと呼ばれる.

匝 ヨ オリジナルのHohenbel･g-Kohn,あるいはLevyのN-representat･iveの方法では,E回 をすこし違
うやり方で定義し,それのnに関するglobalなふるまい(基底状態がその汎関数の最低エネルギー状態と

して実現されること)を議論している.これらのやり方ではT-0を扱っているので,縮退した基底状態に

11運動エネルギーはTrl(諾 )G】であり,FolG】とは違っている.これら差は,Tx ｢粒子占有度エントロピ-｣(とで
も呼ぶべきもの)にあたっているが,この差は,一般のGでは,T- 0でも必ずしもゼロにならない(本当?)
12twoparticleirreduciblegraphとは,ダイアグラL)のうち,どんな2つの粒子線(Green関数)で切断しても二つに

分離してしまわないものをいう.ある種のスケルトンダイアグラムである.言葉で説明するとやや面倒だが,裸のGoか
ら展開することを考えて,どこまでがCの展開に含まれるべきものかを考えれば,直感的には簡単に納得できると思う.
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関する議論がやや面倒である.これらのやり方に比して,ここで示した有限温度でLegendre変換を用いる
方法はずっと簡明であり,まず最初に学習すべきやり方だと思うが意外とあまり流布されていない.

匝 司 固体を扱う場合斉 限温度無限系に関するFln]が問題になる･有限温度有限系のnlJ]から出発して,

これを作るには7 ｢系のサイズを無限大にする｣ と ｢Legendre変換する｣の二つのoperat･ionを行なう必

要があるが■これらは可換ではない.相転移 (あるいは相の概念)やスピノーダル分解のようなものを扱え

る(dollble-wellであったりするような)nnn-cnl-VeXな坤申ま,まず ｢系のサイズを無限大に｣し,その後
｢Legendre変換する｣の手順で構成される.この2.1での ｢Legendre変換｣は 『｢局所的Legendre変換｣を
｢解析接続 (のような)｣していって ｢リーマン面 (のような)｣をつくっていくような構成の仕:坑 を想定し

ている. ｢Feの強磁性基底状態｣と トー様ガス｣は7lr7,a(r)]を連続変形させていく何らかの連続的経路で
つながっているのである(場合によっては特異点のようなものをちょっとvirtllalなパスで避けて通る必要が

あるかもしれないけれども)･Fln]の解析的構造について何がいえるんだろうか?(この匝 司は間違ってい
るかもしれません)

2.2LDAによるβx｡回 の成功

Eqs.(22,23,24)を,解いて基底状態の電子密度や全エネルギ-を計算するときに問題になるのは,｢汎関

数gx｡回 をいかに計算するか?｣である.LDA13は,これを

Excln可dr写nq(r)exc(nT(r),nl(r)) (32)

と与える.ここでex｡(nT,nl)は,n†,nlで指定される一様電子ガスに関する電子一個あたりの交換相関エネ
ルギーである.このときには.XCポテンシャルは,

7)芸C(r)-些空也 _∂[∑ qnJ(r)exc(nT(r),nl(r))]
6n,,(r) ∂nJ(r)

(33)

と簡単に計算できる.各点rでのて)XCの値は,その点でのnqのみから計算できる.この単純な方法による電

子状態計算法が:現在 固体における電子状態計算の ｢スタンダ-ド｣となっており,なんの指定もなく ｢バ
ン ド計算｣という時は,この方法にもとづく計算を意味している.

LDA計算は,磁性がなく,かつd電子やf電子がFermiエネルギー近傍にないような結晶では,およそ

のばあい,格子定数なら～1%,体積弾性率なら～10%の誤差で実験値を予測しうる(ただNaのようにやた
ら柔らかいものや,ArのようなvanderWalls結合のものでは問題がある).また,3d電子を含む物質でも磁
性合金等に対しての ｢Slat･eトPallling曲線｣ならかなりのレベルで再現することが可能である.また,スピン

間の交換相互作用の大きさ等も(場合によるが)かなりの精度で予言できる.おそらく,1965年にKohn自

身が考えてたのを(はるかに上回る)驚異的予言力があったということであろう-一誰に,こんな単純なやり方
で,Feの磁気モーメン トが計算できるはずである,などと予言できただろうか?

しかし一方で,難点も指摘されている.まず,その7)eErから計算されるエネルギー固有値を直接には準粒
子エネルギーとみなせないこと･一一,一典型的には半導体等でのバンドギャップを見積もると,かなりの誤差がで

てしまうことが挙げられる.しかし,これは理論的にはむしろそう同定してしまうほうが無理なのであって

｢難点｣とまでは,いいがたい面もある.ただ,絶縁体の遷移金属酸化物等で,しばしばソマンドギャップがゼ
ロとなってしまうなどということが起こり,こうなってしまうと,全エネルギー計算そのものまでがあやし

くなってしまう(このときに求まる体積弾性率にはMet.allicなsllSCept･ivit･yを使ってしまっていることにな

る).
また,遷移金属酸化物等では,通常磁気モーメントはすこし小さく予言してしまうなど,一般に磁気をも

つ原子を含む物質であって金属的でないようなもの(局在性の強い電子を含むもの)のLDAによる予測はし
ばしば信頼性が低くなってしまう.また表面やフアンデワールスカ等,電子密度の薄くなる領域の記述もしば
しば失敗する.原子でのイオン化エネルギー等は実験と比較的よい一致を示すが,二原子分子の結合エネル

ギーなどでは,かなり合わない場合がある.総合すると,バレンスの電子密度あるいは結合電子密度に ｢局
在性が強いものが密度が希薄な領域を介してつながっている｣という性質が大きい場合にはLDAの結果に

対して注意が必要だということである.(深く沈んだCore電子については結合にはどうせ効かないので,辛
実上 LDAで問題がない場合が多い)近年になって,DF-LDAにもとづく計算法は量子化学計算等にも取り

13他文献では,ここで述べてる近似は,localspindcnistyapproximation(LSDA)と書かれる場合もある
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入れられつつあるが,反応エネルギーのようなものは,まさにそのような困難な状況にあたり,かならずL

も十分な予言力を持つとはいいがたいと思う.ただ分子の構造を決めたりするのには,かなり役に立つので

あろう(たとえば分子構造だけでも ｢鍵と鍵穴｣式の化学反応や酵素反応の議論には役に立つのであろう).

この表式Erl.(32)は通常は,時間を含まない場合のr7,に対するものであるが,それを拡張して,n(1)の汎
関数

Excl車上βdT/dr写
ng(r,T)ex｡(･n,T(r.T),n,∫(r,7-)) (34)

を考えることができる.時間方向にも ｢局所近似｣を行っているわけである.この近似はTime-dependent.
LDA(TDLDA)と呼ばれている.このEx｡の2回微分は,

62Exclrn/] f′_ _､｡ __ __ ､∂7,x｡(.n,(1))
-6(T1-T2)6(r1- r2)

6n(1)6n (2) 〉＼⊥ 'ム′〉し~⊥ ~̀′ ∂･n,(1)
(35)

となる.これを用いるなら,容易に,Eq.(27)を用いて,x(1,2)を計算することができる.Eq.(27)の右辺第二
項のクーロン項は電荷揺らぎのチャンネルにのみ効 く.スピン揺らぎのチャンネルでは,このクーロン項は

効かずこのEq.(35)がおよそハバードUに対応した相互作用項である.Fe,Ni等の強磁性体のスピン波など
は,このTDLDAの方法によりみごとな実験値との一致が得られている.基底状態エネルギーの忠実な二回

微分から,その揺らぎ(あるいは励起モー ド)が計算されているので,その励起モードが正しく系の対称性
を反映したものとなっている とくに,並進対称性の保存により,音響スピン波分散関数の ｢q→()のとき

wq- o｣などは自動的に満たされている･

サブゼミでは:もうすこし整理したデータもいろいろお見せするつもりです.LDAに関してはいろいろと
よいレビューがあります.

2.3GW 近似とその周辺 (途中まで)
簡単にはGW近似とは,自己エネルギー∑を一体グリーン関数GとScreened-Coulomb相互作用 W の

積とする近似法である.

ScreenedCoulomb相互作用 W -RPA(-Time-dependentlinearizedHartree近似)とTDLDA

DFにおいては一般に電子系の外場 61'gff(r,i)に対する線形応答は,Eqs.(23,24,25,26)を実時間tについ
て拡張したものを考えて,

∇2

li; +玩 -V:ff'r'-67,:ff 'r･t)](Wi'r'+6ヤ恒 )).-0
ng(r)+6n,g(r,i)-∑ 穂 (r槻 (r)+∑ 坤T(r､l鳩 (r)+穂 (r)硯 (r,i)

?':ff(r)+67'gff(r,i)-1'Zxt(rト p+61'Zxt(r,i)+

+1)芸C(r)+67);C(r,i)･

(r/)+6nq′(r′,i)

lr-r′l

(38)

を解いて得ることができるはずである.TDLDAをもちいるなら,61)芸C(r,i)は,tの関数として,Eq.(34)に
よって与えられる-一一一すなわち,tにおけるnおよび∂nのみの関数となる.このときには,線形応答の範囲

で,67);Xt(r,i)に対する密度応答∂rl,q(r,i)をEqs(36,37,38)を通じて,self-consistentな形で計算することが
できる.ある時礼 =ここの外場がスイッチオンされたとすると,この方程式系が因果律をみたすこと,すなわ

ち,その応答する6nq(r,i)もt>()でのみ値をとることは,当然満たされている.この方程式系は結局のと
ころEq.(27)と等価となるはずであり,結嵐

6n(1)-/'12xRil,2)67'eXt(2)
xR(rlJl,r2g2,LJ)-Rex(rlJl,r262,LJ)+ilImx(rlJl,r2g2,W)I
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と書け (添え字 Rは遅延応答関数をあらわす)る.xはEq.(27)に従い,

x~1-x左圭一7'｡ow -Ix｡
く)CCunOCC

XKS(rlJl,r2g2,W)-∑ ∑ 4,j'(r)4,i(r)4,i'(r')4,i(r′)
7 )

7,cou(1,2)-品 6(Tl-T2,6qlql2

Ix｡(1,2)- 62Fxcln]
6n(1)6r7J(2)

-6(Tl-T2)6(rl-r2)
∂7)xc(n′(1))
∂･nJ(1)

1 1

- ej+ei+i6 LJ+Ej- el-i6
(41)

]6qlqよ42)

(43)

(44)

と書 くことができる.ここで,(Ei,伊)はDF-LDAの方程式 Eqs.(23,24,25,26)を解いて与えられる固有値

と固有関数をあらわす (Eq･(42)におけるi..1'についての和は,同じスピンJlを持つもののみとる).Eq.(41)
の右辺において,3項目のみがスピンに対する非対角項を持つ.xはx(rl,r2,LJ)-XKS(rl,r2,-W)を満た

しており,それの極はLJ<()で上半平面に,LU>()で下半平面にある一一一実際上は,それらの極ヵ ー ei土i6

は,連続しておりu平面内でカットとなっている.xR(LJ)は因果律を満たすので,当然,遅延関数の持つべき

解析性,すなわち上半面で解析的であることを満たしている14.screenedColllomb相互作用 W は,

1 1
W -I?)cou-

et'LUu 1-(1)｡ou十 Ixc)XKS
(45)

と書け,スピンについては対角的である.ここで,このIx｡を無視するときにはTime-dependentllinearized

Hart,fee(TDLH)近似と呼ばれる.このTDLH近似は歴史的理由でむしろRPA(RandomPhaseaPprOXima-
tim)と呼ばれることが多い,一様電子ガスを考えてみると,TDLDA(あるいはTDLH近似-一以下同様)は,

ゆっくりと密度変化する極限の q- ()かつu-()では,精度の高い 【Ix｡は十分に局所的 (;yl/q4)である

ので厳密である (?)】ものとなるはずである.すなわち長距離長時間極限を正しく再現するのである.クー

ロン相互作用は 1/q2(q- ())発散を持つわけで,長距離極限において非常に特異的になる.ゆえに,この
TDLDAの ｢長距離長時間極限を正しく保つ近似｣という特徴が非常に重要なわけである.クーロン相互作

用を摂動で扱 うような長距離極限を正しく保たない方法では,qが小さくなるに従ってクーロン相互作用の
寄与が非常に大きくなり破綻してしまう.そもそも,この長距離長時間極限は,このDFのもっと原始的な

近似法であるTime-dependent･TllOmaSIFermi(TDTF)近似においても成 り立っているのである.また,XKS

の虚部,そしてTDLH(そしてTDDF)で計算したe-1の虚部は,厳密に成 り立つべきサムルール,

ー2
7,時iwlm(q,LU)dw-1 (46)

を満たしていることが証明できる(ここでOplは以下のプラズマ振動数である)･xKSに関しては,そのすべ

ての寄与は,Eq･(42)から明らかなようにe3･-elという独立粒子励起 (hole-electJl･Onpairの生成)のスペク
トルである.一方,xの場合,スペク トルウエイ トのかなりの部分は (とくにq宍ゴ()で),プラスモンと呼ば

れるかなり高いエネルギー (十から数十cV程度)での集団振動の極からの寄与となる15.この集団運動とは

プラズマ振動であり,TDTF近似 (キッテルなど参照)がより物理的に明瞭な措像を与える.
スピン波,フォノン等の音響モー ドは当艶 Nambu-GoldstorlCの定理を満たしている.すなわち,それら

は,q- Oにおいて,磁性 (スピン波のとき)もしくは原子位置 (フォノンのとき)に関する並進対称性を回復

しようとするモ- ドであり,q- OでW-0となる.ところがクーロン力においては,その長距離性 1/q2の

ため,この定理の適用外となり,プラズマ振動は,q-0でW-0とならず一定値 nplとなっている･クー
ロン力 1/(12を仮に短距離力 1/(q2+A)(ただしA>0)で置き換えてみると,q- 0でW- 0を回復する
のを見ることができる.この意味でプラズマ振動は ｢短距離力をもつフェル ミ粒子系におけるゼロ音波｣と

同等なものである.しかし長距離力のせいで,非常に性質の異なったものとなっているのである.

プラズマ振動の振動数は非常に高い一一これは,単純には,電子の動き (まあ数 cV ぐらいまでの)に対 して
ならプラズマ振動は,ほとんど断熱的に追従することができることを意味している.あるいは,電場の乱れ

に対して,その非常にはやいプラズマ振動の緩和時間で,その乱れに対応した新しい電子分布に緩和すると

14すべての極が下半平面にあるときxR(i)はt<0でゼロとなることを証明せよ.
15電子ガスでは,その極は明瞭だが,Ni等では,その極はそれほど明瞭でなく,かなり強く独立粒子励起とミックス

している.
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いうことである.これは,実効的な電子闇相互作用は,裸のク-ロンカよりはかなり小さくなりうることを意

味する.この点は種々のモデル理論における基礎的な考え方であるが,実際的に ｢有効な相互作用｣の大きさ

を実験によらず決定するのは (将来的にはできるようになりうると思うが),まだ,ほとんどなされていない.
そもそもTDLDAはq- 0,W- 0では正しいが,一様ガスの場合ですら,短距離では問題が多い. ｢フェ

ルミ統計｣と ｢クーロン力が短距離で非常に強い.r- 0で発散｣という近距離での相関を支配する情報が,
きちんととりいれられていないからである. ｢強い短距離力をもつ2体の問題を量子力学的に正確に解 く｣

というのは,多体論的摂動論の言葉では ｢Laddcrのダイアグラム｣を全部とる,と言うのと等価である.一

方,｢フェルミ統計｣を正確に扱うためには ｢ダイアグラムはかならずexcllangCpairをセットにする｣(あ
るいはHugcrlholz塾の摂動展開でやる)を行わねばならない16.長距離のRPA的振る舞いもあわせて考え
ると,｢どういうダイアグラムを足し合わせたらいいか｣というような問い方には単純には答えられないこ

とがわかる.とくにシステマティックに数値精度を上げていけるような枠組みを発明するのは,なかなか大
変そうである.まあ,実際上は一様ガスに比較的似たNa等についてはLDAでまあおよそ十分であると思

えるし(電子の実効質量 川′がどうなるかなどの微妙なことを扱いたいなら別),問題はやはり,遷移金属酸化
物のようなLDAでは取 り扱えない物質群において近距離相関をどう扱うか?ということであろう.

さて,Hcdillの Glイ′近似は自己エネルギ-∑を

･g(r,r,,W)-訂血′Gog(r,r′,u･u/)ci6W'W(r,r,,W′) (47)

と与える.ここでGgは,LDAのスピンo･をもつ (ei,扉)から作られた相互作用のない場合の一体グリー
ン関数である.もし,T4/のかわりに裸のクーロン相互作用 1)couを用いるなら,ちょうど∑はHartrec-Fock

近似における交換項 (Fock項)となるのであるが,上述のように,固体内では†'couは,スクリーンされて W
となっているのであり,この ∑は,このスクリーンを取 り入れた交換項であるということができる.この

∑q(r,r′,LJ)を用いて新しいグリ-ン関数を

Gq-(u一仁 芸 +7,Hart,cc+∑q(rlJl,r2g｡,W)))-1 (48)

であるとすることができる.すなわち,LDAの1)x｡をこの∑で置き換えるのである.この関数の極が準粒子
エネルギーを与える.対角項だけとる近似をもちいて,準粒子エネルギ-Eknとeknの差を

Ekn-ekn-くせknl∑q(r,,′,Ekn)-VfcLDA(r)lOkn) (49)

で見積もることができる.これが一般的に行われている ｢LDAから一回計算で行うGW 近似｣の手法であ

る.Ekn-eknが十分に小さいとすると,

Ekn-ekn+Zknl(Oknl∑q(r､r′,Fkn)仲kn,ト くせknIYxqcLDA(r冊 kn)] (50)

zkn-[ト (帰 £ ∑q(rlr,,ek冊 knH-1 (51)

と書 くことができる.このZknは準粒子の繰 り込み因子である.このGW 計算の手法により,｢バン ドギャッ

プを過小評価する｣というLDAの難点はかなり改善される.最近,私とMarkvan Shilfgaarde氏は,新し
い数値的に信頼性の高いGW 計算の手法を開発し結果を出しつつあるが,どうも従来信じられてきたほど
には17実験との一致はよくないようである.

--I-あと,2.3に関しては,GW の数値的結果,Self-corlSistcrltGW と保存近似,GW を超えていく必要性
とその指針,などが残っていますが,とりあえずここまで.

16説明なしでごめんなさい.サブゼミではきちんと説明します

17従来,GW 計算の多くはPse､ldePotelltial法をもとにして行われてきており,｢非常によく実験と一致する｣(ち
のにもよるが,たとえばバンドギャップで0.1eVから0.2eV程度の誤差)と言われてきた.しかし私たちの新しい結果
によるとその方法による結果ほどには,実験とは一致せず,LDAの結果を改善はするもののまだかなりの過小評価が
見られるようである.ひとつには,このZ因子の問題であろうと考えている.すなわちZ-1としたほうが実験とはより
よい一致を示すのだが,これについてもそれなりの理由づけはできる.
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めてはいけない.この近似で種々の物理量が計算できる ･=電子相関のような ｢高級 (?)｣な問題だっ
て,この土台を抜きには考えられない.バンド計算の部分に関して(これ以降の進展である)線形化
の方法 (LAPW 等)の記述がない.

3.金森順次郎,寺倉清之 ｢固体｣岩晩 現代の物理学シリーズ.

LDAや密度汎関数法のレビュー,巻末文献も参鳳

4.フェツタ一 ･ワレツh,多粒子系の量子論,松原武生/藤井勝彦訳.

絶版が惜しまれる.わかりやすいし丁寧な多体論の教科書.多体論を学ぶ際まず勉強すべき.勉強し

た後辞書代わりになる.

5.Negalean(I0rlan(1,Q,tJJantumMany-pariliclesy･stem,.S

コヒーレント表示経路積分による表式からスタ- トする新しいスタイルの多体論の教科書.ケアレス

ミスが多いが,さすがアメリカ製で話の展開の仕方はていねいで,わかりやすい.初学者でも ｢グラス
マン代数｣とかの新しい数学的構造体に対して ｢どのように定義構成されたものか｣に注意を払って

読めば問題ないと思う.汎関数的取り扱いは系の対称性をみるのに有利なので,そのあたりをちょっ
と読んどくべきかもしれない.ただ,初学者が読んで固体物理のセンスを身につけるのには適さない
ように思う 一一若干退屈するかも.

6.L.HerlinandS.Lllndqvi叫 iIISolidStatePhy.sic.S,edit,edby

H.Elm renreicll,F.Seitry,,andD.Tllrnbull(Academic,NewYork,1969),Vol.23,p.1:D.Pines

an〔lP.Nor,ieres,TheTheor7JOfQuantlJ.mJLiqlJ･idsl'Ol.I(Benjam in,in°.newYork,1966)一様電子ガ
スの理論.固体物理における多体論は,このころまでにおよそ完成された.で,このあたりの時代の
本がやはり面白いように思う.

7.T.Kota.ni,J.Phys.Con(1.Mar,.10(J241(1998)

自分の論文の宣伝.LDAによらない密度汎関数法であるOptimiy,edeffect,ivepot･ent,ial法.

8.パリティ物理学コース ｢電子相関｣,川端有郷

エッセンスがわかりやすい.CPA,モット転移}SCR理論等の説明がわかりよい.センスのよい人なら
コレさえ読めば,かなりのことがわかるだろう.

9.山田耕作 ｢電子相関｣岩波講座,現代の物理学シリ-ズ.

近藤問題等がくわしい.そんなものいまさら… ?と思うかもしれないが,｢磁気的散乱と電気伝導｣はス

ピントロニクスなどでますます重要になりうる間題です.付録にLlltt,ingeトWard汎関数についての記

述があり,｢Fermi面の囲む体積は不変である｣というLllt･f･ingerの定理なんかも説明してある一一フェツ
タ-ワレッカ等を理解してれば問題なく読めるはずだが,ちょっと不親切な気もする.Luf,t,illger-Ward
汎関数をルジャンドル変換的に導入したものをやさしく誰かに書いてもらいたい,

10.ht･tp://xxx.yukawa･kyoto-u･ac.jp/abs/physics/9806013

DFのやさしい記述がある.すぐ読めるし,一読を勧めます.Refs.のコメントがていねいでいろいろ
とおもしろい.

そのはかにもいろいろあります.孫引きしてください.ぼくが読んで(ななめに読んで)の感想です.
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