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一般化されたエントロピーによる発達乱流の解析

筑波大 物理 有光 敏彦1

横浜国大 環情 有光 直子2

発達乱流の基盤をなす統計が,一般化されたエントロピー (RenyiエントロピーあるいはHavrda-Charvat-Tsallis(HCT)

エントロピー)に基づくものであると仮定して,速度構造関数のスケーリング指数を解析的かつ非摂動論的に導いた｡間欠性

指数の実測値IL-0.220(士1%)によりRenyiエントロピーあるいはHCTエントロピーに現れる指数をセルフ･コンシステ

ントに算出Lq-0.343を得た｡その結果,速度構造関数のスケーリング指数が実験結果とよく一致することが示された｡速

度ゆらぎの確率密度関数の表式も導出する｡

1 導入

発達乱流の研究は,慣性領域における乱雑速度場の自己相似性の仮説に基づいたKolmogorov【1]の次元解析から

始まった｡その領域では,いかなる物理量も動粘性率とエネルギー輸送率によって決定される｡Heisenberg【2】によ

る予備的研究の後,自己相似性の破れ,すなわち,速度場における間欠性を扱う方法は主に二つの方向に発展した｡

一つは動力学的方法 【3,41であり,もう一つは静力学的方法 【5-15】である｡動力学的方法では確率的Navier-Stokes

方程式を直接扱う｡他方,静力学的方法では,構成する渦によるエネルギー ･カスケードとして発達乱流を解析す

る｡静力学的方法の中では,マルチフラクタル的解析 【9-131が間欠性現象の解明に対して有望であるが,これは

動力学的方法に対しても実 り多い洞察を与えることが期待される｡対数正規モデル [5-7]もマルチフラクタル的と

みなせる｡

以前の論文 [16]では,Renyil17]あるいはHavrda-Charvat-Tsallis(HCT)【18,191型の局所散逸分布関数を提

案した｡そこに現れるRHCT指数 ql17-20】としてpモデルに対応する有効指数値を採用すると,その分布関数

はpモデル [11,12】の二項分布関数とよく一致することが分かった｡なお,pモデルに対応する有効指数値 qは,

スケーリング関係 [21,22]

1/(1-q)-1/αmin-1/αmax (1)

を用いて,間欠性指数 〝の実測値より決定された｡αmax,αmi｡は,それぞれpモデルにおけるマルチフラクタ

ル ･スペクトルfB(α)の引数の最大 ･最小値であり,fB(α)-0を満たしている｡この解析により,発達乱流系で

はq<1であることが明らかになった【161｡

本論文では,発達乱流の本質を明らかにするために,以前の論文 [16]の考え方を踏襲し,その方針をさらに発

展させる [23-26】｡すなわち,二つの条件 (｢確率の規格化｣と後で定義する ｢q分散を一定にする｣)の下に,一般

化されたエントロピー (Renyiエントロピー t17】あるいはHavrda-CllarVat-Tsallis(HCT)エントロピー [18,19])

の極大を与える適切な分布関数rIdis(∈n)をセルフ･コンシステントに導出する｡それをもって第n世代の渦の局所

エネルギー散逸 (単位質量当りのエネルギー輸送率)enに対する確率密度関数とするのである.これは,乱流に

関して得ることのできる情報はq分散のみであるとしたことに相当する｡Boltzmann-Gibbs(あるいはShannon)
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エントロピーに基づいた解析をした場合 (qJ l),q分散は,間欠性指数 pとなるo一般に,Renyiエントロ

ピーは加法的であり,HCTエントロピーは非加法的である｡これらのエントロピーは,特別な場合 (RHCT指数

qぅ 1の極限)としてBoltzmann-Gibbsエントロピーを含んでいる｡得られた確率密度関数から発達乱流の基盤

をなす統計がBoltzmann-Gibbsエントロピーではなく,一般化されたエントロピー (Renyiエントロピーあるい

はHCTエントロピー)であることが明らかになった｡確率密度関数が与えられると,それに対応するマルチフラ

クタル･スペクトルJ(α)が分かる｡そのマルチフラクタル･スペクトルを用いて,速度構造関数 (定義は(20)を

参照せよ)に対するスケJ )ング指数(mの解析的表式を非摂動論的に導き,実験結果 [27-29]や他の理論計算結

果 (K41【1】,対数正規 【5--7】,βモデル [8】,pモデル 【11,121,対数poisson[14,15])と比べる｡本論文で得られ

たくmの解析的表式は,広い範囲のmにわたって実験結果をよく説明している (Fig.1,Table3を参照のこと)｡

なお,解析的な表式を評価すると,m≫ 1のとき,(mに対数項が存在することも分かる [23-26】｡このことは,

従来の理論的研究では認識されていなかったことである｡

第2章では,本論文における手法の定式化を行う｡2.1節で慣性領域における乱流の現象論に少し触れ,2.2節

でマルチフラクタル的解析のための道具立てをする｡発達乱流は様々な大きさの渦から成っている｡同じサイズ

の渦を,クラスターの集合 (渦を構成する ｢粒子｣数密度でグループ分けしたもの)へ,分類することを考える｡

各グループに属するクラスターは,そのグループに特有なフラクタル次元で物理的空間を埋めているとする｡2.3

節では,渦をクラスターとみなすことにより,スケーリング関係式を導くoここで言うスケーリング関係式とは,

RHCT指数とマルチフラクタル･スペクトルの零点を与えるαの値との間に成り立つ関係式を指す｡第3章では,

セルフ･コンシステントな解析により一般化されたエントロピー (RenyiエントロピーあるいはHCTエントロ

ピー)より導出された確率密度関数に現れるパラメータを決定するC その結莱,間欠性指数を与えさえすれば,パ

ラメータの値はユニークに決定できることが分かる｡間欠性指数の値としては,実測値を採用する｡第4章では,

速度構造関数のスケーリング指数に対する解析的な表式を導出し,実験結果や発達乱流の他の理論による結果と

比較する｡第5章では,速度差に対する確率密度関数を同様な手順で解析的に導く｡第6章は考察に充てる｡

2 定式化

2.1 惰性領域

発達乱流の系は,非圧縮流体のNavier-Stokes方程式∂ul/∂t+(ul･∇)u1--∇(p/p)+l/∇2VTで記述される｡ただ
し,p,p, i/はそれぞれ,質量密度,圧力,動粘性率である｡本論文では,網目の大きさがeoである格子の後方

に発生した一様等方乱流の流速成分u(例えば,流れの速度場 ulのx成分)の時系列を解析する｡格子位置での

流体の速度成分をuoとする｡Taylorの凍結仮説の下では,興味の対象となるのは距離r離れた2点間の同時刻に

おける速度成分uの差6u(r)-1u(I+r)-u(I)lである｡

系のReynolds数Reは,Re-6u｡e./U-(e./eK)4/3で与えられる｡ただし,duo-(EGO)1/3の関係を用いた｡

eK-(l/3/E)1/4はKolmogorovスケールであり,最大サイズe｡の渦へのエネルギー流入率をEとした｡さらに,

距経が r～en離れた2点間の速度差を6un-6u(en)と書いた｡

発達乱流系に間欠性が見られるのは,系が異なった大きさの渦で構成されているからである｡6n-∂~n(6>1)

とすると,渦の直径はen-eo6n(n-0,1,2,.･･)で表わされる【81｡渦の大きさはそのカスケードの世代数nに依

存している｡それぞれのカスケー ドにおいて,渦は1/6の大きさに分割され6個になるものと仮定する｡

高Reynolds数Re≫ 1の場合は,広い慣性領域が存在する｡その領域はeo≫en≫eKの関係を満たす渦サイ

ズenで特徴付けられるo発達乱流系では,カスケード (ここではエネルギー ･カスケード)が現れる領域におい

て,系の基礎方程式を不変に保つスケール変換が存在する｡実際,Reynolds数が高い場合,慣性領域において右
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辺の第2項が無視できるので,Navier-Stokes方程式はスケール変換 【12】:FIF-Arl, u-〕ud-入α/3ul, tJ
t′-入トQ/3t, (p/p)｣(p/p)′-入2凸/3(p/p)に対して不変である｡ただし,αは任意の実数であり,渦を色分け

する指標となる｡さらに6un/duo-(en/e｡)α/3の関係が得られる｡dun/e諾/3-const.であるので,α<3の場合

に,速度勾配 F∂u(x)/∂xF-limen→olu(I+en)-u(I)Hen-limen→06un/enに特異性が現れる【10]｡指数αは特
異性の程度を表わす指標とみなせる｡

6un/enがサイズ～enl8]における典型的な ｢ずれ｣であることを考慮すると,サイズ～enの渦がサイズ～en+1

の渦に分解するまでの特性時間は,渦のターン･オーバー時間として定義された量tn～ en/6unで与えられると考

えてよかろう｡この特性時間を用いると,n番目の渦から(n+1)番目の渦-の単位質量あたりのエネルギー輸送

率は,en-En/tn～(Sun)3/enと評価できる｡ただし,サイズ～enの渦が持つ単位質量あたりの運動エネルギー

EnはEn-(Sun)2/2であることを利用した｡けっきょく,E｡- Eと記すことにすると,enは,en/E-(en/e｡)αll
に従ってスケールされることが分かる｡

2.2 マルチフラクタル的側面

速度勾配における特異性の程度は,指数αで特徴付けられることを見た｡その特異性がフラクタル次元F(α)でd

次元実空間を埋めているとする｡ある地点に特異性 αを見出す確率 P(α)dαは,P(α)∝∂諾~F(a)で与えられる｡

en/E-(en/e｡)αJl を考慮に入れると,これの意味するところは,エネルギー輸送率 enが実空間の場所ごとに揺

らいでいるということである｡

速度勾配の特異性と関連したエネルギー輸送率の分布関数 ndis(En)は, ndis(en)den-P(α)dαによりスケー

ル指数の分布関数p(α)で与えられる.そこで,以下では一般化されたエントロピーを利用してP(α)を導出する

ことを考える｡

エわ レギーの保存より,(En)- Eであるoまた,間欠性指数pは (E2n)- E26n-Pで定義される｡ただし,(･･･)-

fdα-･P(α)である｡ここで,

sdis(En/E)-((en/e)q-)-(∂見直 1))- 砿 ~q--T(q-) (2)

で定義される構造関数Sdis(en/e)を導入すると便利である｡T(q-)は,質量指数3 と呼ばれるものである｡この質

量指数を用いると,上の条件はそれぞれ

T(1)-0, (4)

〃-1+T(2) (5)

と書き換えられる｡P(α)∝6望-F(a)を(6夏(αll))- 6iす T(q㍉こ代入し,極限∂n≪1における積分評価をすると

∂三-q--T(q-)-fdα′p(｡′)6g(Q′~1)～6h~f(a)'qla~1)が得られる｡ただし,マルチフラクタル ･スペクトルf(ct)を

I(α)-F(α)-(d-1)-q-α+T(q-)

q--df(α)/dα

αニーdT(q-)/dq-

にて導入したC αとq-の関係は

で与えられる｡(6)と(7)から,

3質量指数 T(q-)は,体積 か こおける仝散逸eneまや体積eodの領域にある体積 eまの箱の数 ∂nLdを用いて

6n-a((ene莞)昏)-(ee.a)qL6n-'(ql+(qH~1)(a-1)

で定義される｡この定義は一般のdに対する参考文献 [16,23】におけるものと少し異なっている｡
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が得られる｡(6),(7),(8)は,質量指数T(qlとマルチフラクタル ･スペクトルf(α)間の ｢Legendre変換｣を構

成している｡以上より

p(α)咲6£~f(a) (9)

が得られる｡

2.3 クラスターとしての洞

渦を,それと同じ大きさのクラスターとみなそう｡サイズの同じクラスターは,それを構成する粒子数密度に応

じて,αで特徴付けられるグループに分類される [16]｡パラメータαは,スケール変換 (2･1)で導入された指数で

ある｡カスケードの現れる領域では,そのスケール変換に対して系の基礎方程式は不変である｡クラスターを構

成する全粒子数Bnは,

Bn-6n-1
/
dctP(α)Bn(α) (10)

で与えられる｡係数6nJはサイズeoの領域におけるサイズenのセルの数である｡Bn(α)-6nctBnはαクラスター
に含まれる粒子数であり,P(α)はここでの議論にふさわしい確率分布関数を表わす｡(10)は(4)と同等である｡

Bn(α)-(en/en(α))αによりαクラスター中の粒子間平均距離en(α)を導入すると,

1/Bn-(en(α)/eo)α (ll)

が得られる｡これは‰(α)αの大きさの箱にそれぞれ1個の粒子が含まれていることを示している｡さらに,∫(α)-0

の解α士(α_<α+)を用いると,平均距離の最大値‰(α_)と最小値‰(α+)との関係

en(α+)/en(cL)-BL/α -~1/～

が得られる｡

他方,αはBnに依らないと仮定すると,(ll)のBnに関する微分から

孟 (怠)-去(品)1~ α

(12)

(13)

が得られる｡仝粒子数Bn の増分をその連続極限をとって時間の増分とみなすと,(13)は平均距離en(α)の時間発

展を記述する式とみなせる｡これは系の背景をなすダイナミックスを反映した式のはずであるから,｢2点に関する

eo/en(α)の時間依存性は,αで色分けされたいかなるクラスターにおいても共通である｣と仮定するのが妥当であろ

う｡この仮定の下に･eo/en(a)-eo/e(Bn),α-1-qtおくと時間発展方程式(13)は鼓 (撒)-吉 (撒)q
となるC この式の解は,△B-B_-B+≫ 1に対して

筈 -[1+(% )1~qAB]l'(lNq'- 等 △Bl′(1-q, (14)

を与える｡

ある時刻Bnにおける距離の比(12)を,異なる時刻B土間の距離の比(14)と同一視すると,スケJ Jング関係

1/(1-q)-1/α_-1/α+ (15)

が得られる｡ただし,e(B+)～eoを考慮に入れた｡ここで,I(α土)-0であることを改めて述べておく｡このス

ケーリング関係は混合性の現れである｡(15)が文献 [21,22】で導入されているスケーリング関係の一般化であるこ

とに注意されたい｡今の場合,マルチフラクタル ･スペクトルJ(α)は負となる場合も含んでいる[30]｡
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粒子数密度が同一のクラスターは,それに特有なフラクタル次元f(α)で空間を占めている｡αで色分けされて

いるすべてのクラスター (あるいは渦)の集まりを対象とするので,系はマルチフラクタル･スペクトルJ(α)で

記述されるマルチフラクタル構造を呈すると考えられる｡

3 一般化 されたエン トロピーに基づいたセルフ ･コンシステン トな解析

カスケードの各ステップは互いに独立であると仮定して, n番目のカスケードにおける局所散逸の確率密度関数

pin)(α)可Pi.1)(α)]nを導出する｡Pil)(α)を決定するために,一般化されたエントロピーの極大をとる.その際,確

率の保存‥IdαP(α)-1とqLL散Jq2%一定とする条件:Jq2-((α-αo)2)q-(IdαP(a)q(α-αo)2)//daP(a)q
の2つの制限を課す｡Renyiエントロピー [17]あるいはHavrdarCharvat-Tsallis(HCT)エントロピー【18,19]を

採用すると乱流の局所散逸を表わす確率密度関数

pin,(a,dα-(ZP)lll1-(1-q庵 諾 ]n''1-q)da (16)

はBeta関数である｡なお,q1 1では一般化されたエントロピー (RellyiエントロピーやHCTエントロピー)

はBoltzmann-Gibbsエントロピーになるので,一般化されたエントロピーから導かれる確率密度関数(16)は同じ

極限でBoltzmann-Gibbs分布関数となる｡

確率密度関数(9)に対応するマルチフラクタル ･スペクトルは

fT(a,-Do･(1-q,lllog2ト (1-q魔 だ ] (17)

で与えられる｡マルチフラクタル･スペクトルは,カスケードのステップ数nによらないことに注意されたい｡こ

れは各ステップは独立であると仮定したことの現れである｡αO,X,RHCT指数qの値は,間欠性指数FLより決

定される｡ところで,q-とαの関係は(7)により与えられる.それを解き,q1 1の極限で有限な解を選ぶと

･q- αO-(11番)/lq-(1-q)ln21 (18)

を得る｡ただし,Cq--1+2q12(1-q)Xln2である｡さらに,αmax-α｡-αO-αmi｡-J2X/[(ト q)1n21の関
係よりαmax-α(q-- -∞)とαmin-α(qT-+∞)が得られる｡以上よりq3-2X/[(3-q)ln2】となることが分

かる｡

(6)に(17)と(18)を用いると,

･T(q-,-1-aoq-･器 +吉 [ト log2(1+Je;)] (19,

が得られる｡q≠1の場合は,大きいtqlに対して7-(qlに対数項が現れる｡

αO,X,qの3つの値を決定するために,3つの独立の方程式 (4),(5),(15)を用いる｡fT(α士)-0を満

たすα土 -α0士府 を(15)に代入して解くと,府 -[､/耶 -(1-q)]/ 誹 あるいはα0-

2bX+2(llq)摘 万 が得られる｡ただし,b-(1-2-(1-q))/【(1-q)ln2】である｡

間欠性指数FLの値が与えられれば,上の3つの方程式により3つの値αO,X,qが完全に決まる｡

文献 [29】で観測された値〃-o･220(士1%)を採用し,上記の3つの方程式をセルフ･コンシステントに解くと,

q-0.343,α0-1.127,X-0.261となる｡このときα+-αO-αO-cL -0.648,αmax-αO-αO-αmin-1.071,
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q-(a-)--q-(α+)-3･912,qq2-0･283である｡ここで採用した値 p -0･220[29]は,TaylorスケールReynolds

数R入-800(これは,Re-3×105に対応する)の系において誤差 士1%以内で得られたものである｡

他方,以前の論文 【23-261で採用 した値 p-0.235【121は,い くつかの Reynolds数 (R入 - 70,90,209,

1500(土30%),それぞれRe-12000,18000,93000,8×105に対応する)で得られた実験結果を重ね合わせたも

のである｡また,文献 【28]では値p-0.26士0.03が報告されている｡この値はR入-50,110,1500(土30%)(そ

れぞれRe-10000,32000,7×106に対応 している)での実験結果を重ね合わせて得られたものであるが,先

の〃-0.235と誤差の範囲で矛盾していない｡間欠性指数の値として〃-0.235を採用すると,セルフ ･コン

システントな値として,q-0.380,α0-1.136,X -0.279を得る｡その結果,α+-αO-αO-cL -0.674,

αmax-αO-αO-αmin-1･139･q-(α-)--q-(α+)-3･709,0-q2-0･307となる｡

Em

PresentTheory Experiment【29] Experimellt[27】
0.36 0.37
0.69 0.70
1.00 1.00
1.28 1.28
1.54 1.54
1.78 1.78
2.00 2.00
2.21 2.23
2.40
2.58
2.76
2.92
3.07
3.22
3.36
3.49
3.62
3.74

1
0
3
5
0
2
2
2
9

4

8

9

1

.
7
0
3
6
8
1
2
5
5

】
8

-
2

-
4

1
7

0
1
1
1
1
2
2
2
2

2

3

3

3

Tablel‥本論文の理論により(21)で与えられるスケーリング指数く…と文献 【29](1h-800,Re-3×105)と文献 【271
(1h -852)に示される実験結果との比較

4 スケーリング指数

m次の速度構造関数

((6u(en))帆)-((dun)m)α6STn (20)

のスケJ )ング指数(mは,(2)で導入した質量指数を用いて(m-1-71T(m/3)と表わせる｡質量指数として(19)

を採用すると,スケーリング指数の解析的表式

(t,u-αom 2Xm2 1
9(1+V/百二7言)-手玉
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が得られる｡ただし,cm/3はCqに 1+2q-2(1-q)Xln2で定義されている｡q≠1では,m≫ 1の極限でスケー
リング指数 (21)に対数項が存在する:

(--等m+1-qn og2(
この対数依存性は本論文の解析ではじめて明らかにされたことで,その実験的検証が強く望まれる｡

l ‥ン‥■日ンrl■
/ /

∫ / / _

∫ / /′′一′了.∫// ′/′′

..∫/ ′/′∫′..∫/ /一一..∫/.I/..∫/∫
..■∠ _ ､ヽ

＼

＼

＼

10 20 m 30

(22)

Fig.1:速度構造関数のスケーリング指数(m｡実線はI1-0.220を採用した場合の本論文の結果｡黒塗り三角(R入-852)【27]
四角形(Ih -50,Re-10000日28】,丸(1h -110,Re-32000)【28】は実験結果｡点線はK41,破線はβモデル(FL-0.220)
一点鎖線はpモデル(〟-0･220),短い破線は対数Poissonモデル,二点鎖線は対数正規モデル(〟-0･220)の結果｡

10 20 m 30

Fig.2:異なるFLの値 (a:0.205,b‥0.220,C:0.235,d‥0.250,e‥0.265)に対するスケーリング指数くm｡対応するqの値は,
それぞれa:0.303,b:0.343,C:0.380,d:0.413,e:0.443｡実験結果はFig.1と同じ｡

FL-0･220を採用 した場合のスケーリング指数 (m ,(21),をFig･1の実線で示す｡実験結果 【27,28】と他の理

論による結果 (K41[1】,対数正規モデル [5-7],βモデル [8】,pモデル [11,12],対数 Poissonl14,15])も載せて

ある.実線が Reの値の大きい実験結果とよく一致 していることが分かる｡Ih -800(Re-3×105)に対する

Benzi等 【29】による実験結果 (ただし,この結果はFig.1には載せていない)と本論文の結果 (21)とをTable3

で比較する｡また,この表にはAnselmet等 [27]の R入-852に対する実験結果も載せている｡これは,Fig,lで

は黒塗り三角で示されている｡(3-1はエネルギー保存を表す T(1)-0の条件によるものである｡また,(6の値

は,間欠性指数との関係 (6-2-〃から決まる｡セルフ ･コンシステントな方程式を解 く際に,間欠性指数とし

てBellZi等 [29】によって測定された値を採用 したので,(6-1.78となるのは当然である｡FL-0.220は信頼性の
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高い値であるが,Benzi等 【29]はm≦8の低次についてしか測定をしていない｡(21)により計算されたスケーリ

ング指数が,Anselmet等 【271によるm-18までの実験結果すべてとほぼ一致していることは,注目すべきこと

である｡なお,Anselmet等 【27】によって求められた値(6-1.80からは,間欠性指数の値〝-0･20が得られる｡

他方,p-0.220を採用した本論文の結果はMeneveauとSreenivasanl28】による実験結果とは一致していない｡

この不一←一致は,おそらく彼等の行った実験のReynolds数が低かった (R入-50と110)ことに起因するのであろ

う｡たとえばR入～800のようにReynolds数が高い系で,高次数m≧20に対して実験がなされたならば,その

結果はFig.1の実線とほぼ一致するものと予想される｡その場合,Re≫1の発達乱流系における間欠性指数の普

遍値は,〟-0.220であると結論付けることができる｡この予想の正否を確認するために,高Reynolds数の系で

高次数m≧20に対する精度の高い測定の実施が望まれる｡

Fig.2から分かるように,本論文で得られたセルフ･コンシステントな表式は,Reynolds数が低い系の場合に

もスケJ )ング指数の測定値をよく説明していることは特筆に値する｡実際,p-0.235に対する曲線 Cが丸で示

した実験結果(R入-110日28]とよく一致し,FL-0.250あるいは少し大きいpに対する曲線dが四角で示した実

験結果(R̂ -50)【28】と高次 (m≧20)においてもよく一致している｡MeneveauとSreenivasanl281によって

得られたpの値は/1-0.26(士0.03)である｡本論文で導出された実線を得るに当たって,間欠性指数の実測値の

みを投入したのであって,パラメータの人為的な操作は一切行っていないことを改めて強調しておく｡

5 速度差確率密度関数

rIv｡1(dun)d∂un-P(α)daで定義される速度差の確率密度関数 Il,｡1(dun)は,

rivet(Sun)-
6u.ZiinK)Iln(en/e｡)I

;[1-(
a,｡1(x)- 二

Gvel(6uTJ6uo)

αvel(x)-αo
αmax-αo)2]

n/(llq)

(23)

(24)

で与えられる｡ただし,α,｡l(x)-3lnx/ln∂nである｡このときα-αvel(dun/duo)は関係式(2.1)に他ならない｡

間欠性指数pを与えるとq,αO,αmaxの値は決まるが,確率密度関数IIv｡1(dun)は,なおen/eo,Reと6uoに依

存している｡実験においてenが,e｡ではなくKolmogorovスケールeKで規格化される場合,en/e｡-Re~3/4en/eK
の関係が必要となる｡6uoに揺らぎがある場合には,揺らぎの適切な分布関数を導入して,理論計算結果 nvel(Sun)

の6uoに関する平均を取ってから,実験結果と比較するべきである｡

6 考察

本論文では,｢慣性領域におけるエネルギー･カスケードの各ステップは,互いに独立である｣と仮定して,Renyi

エントロピーあるいはHCTエントロピーに基づいた確率密度関数吋 )(α)を求めたOさらに,Pin)(α)に現れる

パラメータ (RHCT指標qを含む)をセルフ･コンシステントに決定した｡RHCT指数の値はq-0.343となり,

それがq-1(Boltzlnann-Gibbs分布の場合)と異なることから,発達乱流系はGibbs系でないことが明らかに

なった｡発達乱流系に対してqが唯一固有の値をとることは注目すべきことである｡それは,この系がある種の

｢ユニバーサリティ･クラス｣に属することの現れであると考えられる｡すなわち,Renyiエントロピーあるいは

HCTエントロピーで記述される系が,その系の トポロジカルな性質を反映した固有のRHCT指標値を持つので

ある｡
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さらに,速度構造関数のスケーリング指数(mの解析的表式を得た｡それは実験結果と良く一致した｡m≫ 1
の極限で,(mに特徴的なふるまい,すなわち対数項が現れることは,本論文での解析のひとつの特徴である｡こ

の存在が実験的に立証されれば,本研究の手法の妥当性が確認できたと言えよう｡

q11の極限で,T.(qL)CまTT(qlFq→1-1-αo打 Xq12/2となるoその場合,条件 (4),(5),(15)は,それぞれ

x-2(α｡-1),p-X, 2X-α呂 (25)

となる｡最初と最後の式を解くと,α0-2とx-2が得られる｡2番目の式より,FL-2が得られる｡質量指数

の表式はTT(qlfq→1-(ト q-)2となる｡これよりマルチフラクタル ･スペクトルがfT(a)fq→1--α(α-4)/4で
与えられることが分かる｡

有限のnに対して,q11の極限で,吋 )(α)はGauss分布関数となることが分かる｡その際,q分散(q-1)

はqq2=1-1/(2β)-FL/ln2となり,マルチフラクタル ･スペクトルを再現する｡最後の式のはじめの等号は,等

分配則を表わしている｡qJ lでは,♂-β-(ln2)/4-0.173となる｡

q→1の場合はGauss分布を与える訳であるが,対数正規モデル 【12日二は異なる｡これは,(25)の3つの式に

より対数正規モデルとは違った〃の値が得られることからも明らかである｡この〝の値から判断して,発達乱流系

においては,q-1の場合が自然界で実現することは無いと結論付けられよう｡なお,q≠1であっても,nJ∞
の極限ではGatlSS分布となる｡これは中央極限定理によるものと考えられる｡

定義(3)(あるいは(2))を用いると,慣性領域に属するいかなるn(-0,1,2,-･,すなわち,en≦eoを満たすen

に対して)に対しても成立する質量指数の表式を,Legendre変換 (6)を介することなく求めることができる:

77T(q-)-1-αminq-+nNllog2F(7,27,I). (26)

ただし,7-1+n/(llq),I-(2q-1n6n)/(αmax-αo)とおいた｡F(a,b,I)は合流型超幾何関数 (Kummer関

敬)である｡この質量指数の表式はエネルギー流入領域やReynolds数の小さな系など,Legendre変換 (6)が使え

ない場合にも適用できる｡

(16)のPin)(α)Lニ基づいて,速度差の確率密度関数 nve.(dun)(23)が導出された｡これは6un というよりむし

ろln6unの依存性を持っており,Tsallisエントロピーに基づいた,発達乱流に対する他の解析 [31-33]と大きく異

なる｡この対数依存性は,本理論のもうひとつの大きな特徴である｡文献 [31-33]の解析においては,速度差6un

の確率密度関数として,HCT型の関数形がはじめから仮定されている｡そこでは,RHCT指数は1より大きく,

またその値がenに依存しているので,その指数は有効的指数と考えるべきであろう｡確率密度関数に対する本論

文の結果(23)と実験結果を比較することは,本論文の解析の正否の確認ともなる,今後の興味深い問題である｡

予備的な比較では,よく一致することが認められている｡これについては別途報告する｡

本論文の解析では,RenyiあるいはHCT型の確率密度関数の構造(16)が本質的である｡パラメータの定義が

違う点を除けば,いずれの確率密度関数もその構造はまったく同じである｡RHCT指数の値はq-0.343となり,

1ではない｡発達乱流の基盤を成す統計をRenyiと仮定した場合には,このqの値より,非Gibbs的であること

が結論される｡ただし,この場合は,系は常に加法的である｡一方,その統計をHCTと仮定した場合には,系は

非加法的 (その意味での非Gibbs的)であると結論される｡熱力学的考察を発展させれば,Renyiエントロピーと

HCTエントロピーのいずれが発達乱流系のエントロピーであるかを判定できるものと予想される｡本論文では,

渦をクラスターの概念で解釈している｡発達乱流系における間欠性が如何なるアンサンブルに基づくものである

かを探る際に,このクラスター概念は多くの手がかりを与えるであろう.分布関数Piin)(α)に対応した不変測度

を与えるマップ関数が見つかれば,一般化された統計力学の背景をなすダイナミックスを理解する上での試金石

となるであろう｡これらは,魅力的な今後の問題である｡
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