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1.はじめに

量子情報理論は,確率論をベースとしたシャノン流の古典的な情報理論では扱え

ない量子状態などを用いた情報の表現と通信を取 り扱う理論である.この量子情報

理論の基礎となるのが,新しい確率論である量子確率論と量子エントロピー論であ

る.量子情報理論の範噂で取 り扱われるもの代表的なものとして,量子通信がある.

1980年代より,ここ20年ほど,完全に量子的な通信とは何かを考え,量子チャ

ネルの数理,量子相互情報量 (相互エントロピー)の定式化,量子通信におけ旦誤

り確率,通信路容量などの厳密な理論的研究を行ってきたが,欧米でも量子確率に

関わる多くの研究者がこの種の研究を行っており,こうした研究を通して,完全な

量子通信が近い将来実現されると思われている.そうした通信のもっとも究極な形

と考えられているのが,量子テレポーテーションである.これが可能になれば,ど

んな量子状態でもそのまま伝送することができるので,通信の革命になるものであ

る.最近,私とドイツのフイットナ-は,コヒーレント状態を含む実現可能な状態

を用いて,任意の量子状態のテレポーテーションを可能にする方法を考案した

[4,5].我々の方法はテレポーテーションの工学的な実現に役立つものと考えている.

量子状態は観測されるとその形を変えてしまい,盗聴されたことが分かるので,量

子テレポーテーションは,情報伝送のセキュリティーの面でも非常に大切なもので

ある.

量子情報理論の延長上にあるものとして,量子コンピュータの研究がある.私と

ロシアのポロピッチは,昨年,量子情報理論のスキームに準 じた量子アルゴリズム

にカオス力学の状態変化のアイデアを導入することによって,NP完全問題の解が現

実的な時間 (多項式時間)で求められることを示した[22】.このNP完全問題を解く

量子アルゴリズムは,その観測に対応する部分の処理を古典計算機におけるプロセ

ス (カオス力学の状態変化)で行っており,それ故,観測に関わる部分が実現可能

になる.これは,量子コンピュータとカオスシステムとを組み合わせたカオス量子

コンピュータとも呼び得る新 しいシステムである.

本稿では,量子情報に関連するトピックスの一つである量子伝送容量について述
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ベる. (本講演における量子コンピュータに関する文献は,[21,221,量子テレポー

テーションに関する文献は,【4,5,9,1]を参照.)

2.情報伝送過程の数理

情報伝送の全過程は通常次の図で表されている.

(送信側) (受信側)

なお,以下の議論ではチャネル (通信路)といえば雑音を含めたものを考える

ことにする.この節では,まず,この通信過程の古典,量子を問わない数理表

現のエッセンスを説明しよう.

Aを入力情報を記述するアルファベットの集合 (もっと一般的な集合でもよ

い)とする :A-‡al,a2,- ,anI･このとき入力空間 f2は,Aの無限直積

O-AZ(≡-×AxAx-･-BA)
で与えられる.この入力空間が通信路にとって都合がよいものであれば E2で

記述された情報をそのまま通信路へ送ればよいが,そうでないときは, f2と

通信路にとって都合のよい他の空間 x との対応を考える必要がある.そこで

｢f2から xへの写像 Eを符号化とよぶ｣

一般に上の写像 Eには1対 1であることを要求する場合が多いがここでも特

に断わらない限りこれを仮定する.ここで,符号化の例をあげておこう.

(例 1) 長さMのアルファベットからなるメッセージ

a)-(a).,02,-,W M),a)k∈Aを二進符号 (ツーとトンなど)からなる長さ Nの

系列へ符号化する.すなわち∈(a))∈(0,liN⊂x
(例2) (例 1)のメッセージを電気信号に置き換える.

(例3) (例 1)のメッセージを光信号や他の量子状態に置き換える.
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(例2)は古典論的な対象であり, (例3)は量子的な対象である.なお,

符号化は例 1や例2のようなものをいくつか組み合わせてなされ,さらに,復

元の方法までを込みにして効率のよい符号とは何かを考えることになる (符号

理論).

さて,あるメッセージa)(k)の生起確率をpkとし,こうしたメッセージの列を

伝送するとする.このとき,この列 la)(k)iの有する情報量 (エントロピー)

は生起確率p- lpki の関数として

S(p)--∑kPklogpk (1.1)

で与えられる.この確率分布pはメッセージの状態を表しているので,メッセー

ジ自体やメッセージの列を入力状態と呼ぶことになる.これらの入力状態を物

理的に設計された通信路に送るとき,メッセージそれ自体やメッセージの列の

情報量がどれほど正しく送られたかが問題になる.そうした議論のために次に

必要になるのは通信路の数理である.

5をflの部分集合から作られるcT集合体とし,入力状態を記述する可測空間

を (f2,育),Xを符号化された入力状態を記述する空間とする.ここで,Xは

生の入力空間同様,可測空間の場合もあり,ヒルベル ト空間などの場合もある.

通常 (古典系)の情報理論では可測空間となる.入力空間と同様,出力空間も

符号化されたままの空間Ⅹ'と情報源と同様なアルファベットから作られる空

間n' (多くの場合n'-n)上で記述される.このとき,通信路の働きはⅩ

からⅩ'への写像で表される.この写像をγで表すと,入力 (信号)Wがある

仕方 Eで符号化され,それがチャネルγ を通して伝送され,それが復号化盲
によって元のアルファベット (0-0' の場合を考えて)にもどされるプロセ

スは次のようにかける.

a)-⊥⇒i(a))-ヱぅ γog(a))-｣ぅe(γ｡E(a))) (1.2)

このような通信プロセスの効率は相互エントロピーとエントロピーの比,シグ

ナルと雑音 (ノイズ)の比,誤り確率等によって測られる.

この通信過程の基本は,Wの生起確率と,cuを符号化した∈(a))の生起確率は

同じであるから,空間Xの状態 (これも以下入力状態と呼ぶ)から空間Ⅹ'の

状態 (出力状態)-の変換ということになる.この入力状態を出力状態に移す

写像がチャネルということになる.したがって,チャわ レとは (1.2)のⅩ上の

確率分布の集合,確率測度の集合,密度行列の集合などのいわゆる状態の集合
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からⅩ'上の状態の集合-の写像ということになる.

以上より,p(f2)を確率測度(分布)全体からなる集合とすると,あるメッセー
ジを通信する場合,メッセージの空間は(f2,5,P(f2))で表され,xを符号化され

た入力空間とすると,情報通信の全過程は

E2_ら x_⊥ぅX′_h n′

で表される.つまり,メッセージa)∈E2は符号化されて∈(a)となり,チャネル

を通って出力側へ符号化されたまま届いてγ ｡e(a))となり,そして復号化され

て再びメッセージE ｡γ ｡∈(a))となるのである.

ここで,空間Xは古典的対象のときもあるし,量子力学的対象である場合も

ある.例えば,Ⅹが量子系を表すヒルベルト空間〃 ならば,符号化された入

力系は(B(71),S(71))と表される.なお, S(71)は71上の密度作用素全体であ

る.出力系も入力系と同様に記述される.

情報伝送過程をもう少し詳しく説明すると次のようになる:k番目のメッ

セージが確率Akで発生するM個のメッセージが受け手側に送られたとする

と,M個のメッセージ列 (a)(1),a)(2),a)(3),...,a)(M))における各メッセージの生

起確率分布はp-(Ak)であり,これは古典系の状態である. 盲が古典的な

符号化なら,∈(a))は電気パルスのような古典的対象になり, Eが量子符号

化なら, ∈(a))はコヒーレント状態などの量子論的対象になる.前者は第

1節で扱ったから,ここでは後者の場合を考える.すなわち, 吉(a)(k))は量

子状態で,我々は ∈(a)(A))をukで表すことにする.このようにしてメッセー

ジ列の符号化された状態は,

J=∑AkCTkk

となり,この状態はチャネルγを通って伝送される.このチャネルはXの

状態空間S(71)からx′の状態空間S(Tt')への完全正写像r*

(i･e･,r:B(Tl)→B(71)をr*の共役写像とすると,r(I)-Iおよび

･n∈N,∀Ak∈B(71),∀∈Aと∈B(Tl)に対して皇AkT(Aと*A瀬 ≧Oを満た
j,k=l

す写像)で表されるので,符号化されたままの量子出力状態はr*Oである.

情報伝送過程というのは状態変換の過程としてとらえることができるので,

E2とo′が古典系で, Xとx′が量子系ならば,通信過程は
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P(f2)-で→S(71)一下→S(71′)一㌢-うP(n′)

と書ける.ここで =*は符号化Eに対応するチャネルであり,孟書は復号化E
に対応するチャネルである.

情報伝送の効率を表すチャネルの伝送容量 (channelCapacity)を計算す

るには相互エントロピーが必要になるので,次節では,シャノンの相互エ

ントロピーを含む量子相互エントロピーについて復習しておく [7,18].

3.量子相互エン トロピー

古典系の相互エントロピーは入力系と出力系の間の同時確率分布を用い

て,定義されていた.ところが量子系においては,一般に同時確率分布が

存在しないということが知られている [8,18].そこで,Ohyaは,量子入

力系(B(Tt),S(Tt))と量子出力系(B(711),S(Ttr))において,古典系の同時

確率分布に代わるものとして,S(71)からS(Tt')へのチャネル A+が線形
のとき,量子系の初期状態 βと終状態 〟βの間に存在する相関を表す合

成状態 (compoundstate)を次のように定めた [12,13] :入力状態 pの

schatten分解 (1次元のスペクトル分解)を

p-P kEk

とすると,合成状態 UEはTtl⑳712上に

JE-∑ AkE k⑳A'Ek
k

で定められる.ここで,Ekは1次元射影作用素である.この合成状態は古

典系の同時確率分布をその特別な場合として含むことがわかっている.と

ころで,合成状態JEはシャツテン分解 E-(Ek)に依存するので添え字 E
を付 してある.

この合成状態を用いると,初期状態 pがチャネル A'によって A*pに変

換されたとき,p の有する情報のどれほどが終状態 A'pに伝えられたか

を表す相互エントロピーを以下のように定めることができる.

量子入力状態 pと量子チャネル A'に関する量子相互エントロピーは,

次の条件を満たさなければならない.

(1)もし,チャネルA'が恒等変換 idであれば,相互エントロピーは,フォ
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ン･ノイマンエントロピーに一致しなければならない.すなわち,

I(p;id)=S(p)= -trplogp.

(2)系が古典系であれば,量子相互エントロピーは古典系の相互エントロ

ピーに一致しなげればならない.

(3)基本不等式 o≦I(p;A*)≦S(p)を満たす必要がある･
この3つの条件を満たすものとして,入力状態 pとチャネル A*に関す

る相互エントロピー (情報量)は,

I(p･,̂')-sup‡S(GE,P㊥A'p);E-tEkn

で定められる [12,14].ここで,左辺の上限は入力状態 βのシャツテン

分解E=(Ek)に対して取り,S(･,･)は相対エントロピーで,2つの状態

p,cTに対して,

S(p,6)=trP(logp-logo)

で定められるものである [24].さらに,この相互エントロピーは次のよ

うに表すことができる.

<定理l> S(oE,60)-∑ans(A'En,A'p)･Tl

また,古典系の相対エントロピーの有限直交分割による定義と同様に量

子系の相互エントロピーも状態pの有限直交分解
IZ

(p-∑AkPk,n<- ,S(P.I)ls(pj)(i≠j))によって定めることもできるk=1
[16].つまり,

<定理2>F(p)をpの全ての有限直交分解の集合とするとき,

･(p;A･)-supiPkS(A･pk,A･p);p-P kPkEF(p,)･

<定理 1>を使うと次の基本的不等式が証明される.

<定理3> 基本不等式 :o≦I(p;A')≦min‡S(p),S(A*p)i･等号は言 -id
(恒等写像)のときのみ成立する.
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なお,この量子相互エントロピーは入力系が古典系で出力系が量子系の

ときは,入力状態が確率分布または確率測度であるため シャツテン分解は

一意になり,それゆえ,上限を取る必要はなくなる.例えば,ある記号列

(a,'kつが確率 p-(pk)で生起する場合,p自体の分解は

p-∑pk∂k (8kはデルタ測度 ;∂k(j)-∂k,)
k

と一意に表せるから,どのようなチャネルA'を用いても,相互エントロ
ピーは

I(p;A')-∑pkS(A+∂k,A*p)
i

と表せることになる.さらに,入力系が古典系の場合は,∑kPkS(A'∂k)が

有限であれば,上の相互エントロピーは

I(p;A')-S(A*p)-∑kPkS(A'8k)

と表せることになる.この形が古典入力系と量子出力系に対して,Holevo

[6],Levitin[10]等によって論 じられたもので,純粋に量子人力系と

量子出力系に対する量子相互エントロピー (2.1)の特別な場合である.

相互エントロピー I(p;A+)は,古典系のそれと同様な性質持っているが,

特に,<定理3>の不等式より,量子相互エントロピーI(p;A')を使って

量子通信における様々な尺度が定められるのである.例えば, チャネル

A'と初期状態pに関する効率がエントロピー ･相互エントロピー比

(EMR)

r(p;A+)-
/(ノー∴＼●)
S(p)

よって与えられる.また,与えられたチャネルA*とある適当な状態の集合Sに
対して送信できる情報量の最大値である次の節で詳しく論ずるチャネルの伝送

容量 (通信路容量)は次のように与えられるのである :

cs(̂')-sup(I(p;A*);p∈S)･

ところで,文献 [11,14]では,状態βの有限直交分解の代わりにβの有限分
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解を使った準(pseudo)相互エントロピー㌔(p;A+)が次のように定められている :

･p(p;A･,-sup(PkS(A･pk,̂･p);p-享AkPk,Pnitedecompositionl

ただ,このエントロピーは確率測度に対する相互エントロピーの定義に直接対

応しないばかりでなく,数値計算も難しいものである.

なお,ここで論 じた密度作用素に対するエントロピー,相対エントロピー,

および相互エントロピーは,通常の測度論的定式化をその特殊な場合として含

む,より一般的な非可換 (C*-)力学系においても定式化されている

[2,7,18,23].さらに,この非可換力学系の相互エントロピーを用いて,量子

系の一般化された力学的 (KS)エントロピーや一般の量子状態のフラクタル

次元を導入したり,力学系のカオスを分類することなどができるのである

[15].

4.量子チャネルの伝送容量

この節で,情報伝送の効率を表すチャネルの伝送容量 (通信路容量

(channelCapacity))について論じよう.情報通信過程を扱うときは,何をど

う扱おうとしているのかはっきりさせておく必要がある.例えば,量子チャネ

ルγ=｢*自体の伝送容量 (情報伝送の能力)を知りたいなら,量子空間Xにお

ける量子状態から始める必要があり,メッセージに対する古典状態から始めて

はならない.もしメッセージの符号化と復号化を含めた仝通信路の伝送容量を

求めたいのであれば,それは∈oγo∈-云書｡r'｡=*というチャわ レの伝送容量を
求めることになるから,古典状態から始める必要がある.後者の場合はほぼ古

典的な通信過程と同様なものになり,様々な量の計算はシャノンの通信理論を

そのまま適用すればできる.前者の場合は状況が異なり,純粋に量子論的なも

のになるから,シャノンの通信理論の枠組みでは処理しきれなく,量子情報理

論特有な扱いが必要になる.いずれにせよ,チャネル〟の伝送容量を求めると

きは,研究したい対象によって定まる適当な集合上で,量子あるいは古典状態

pに対する相互エントロピーI(p;A')の上限を求めればよい.
そこで,量子通信過程における2つのタイプの伝送容量,すなわち,量子チャ

ネルr火の伝送容量と,古典チャネル (古典一量子一古典チャネル)主*or*｡三*

の伝送容量の求め方について説明する [16,17].

(1)量子チャネルの伝送容量
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量子チャネルの伝送容量とは,チャネル自身の情報伝達能力であり,古典的

な対象として取り扱っかわれるメッセージの符号化の仕方にはよらない.した

がって,任意の量子状態から始めて相互エントロピーを求め,その上限をとれ

ばよい.この点において誤解が生じることがよくあるので注意しておこう.例

えば,ある人はメッセージの符号化から始めて相互エントロピーを求め,その

上限をとって量子チャネルの伝送容量を計算したというが,これは正しくない.

たとえ符号化が量子符号化だとし,その符号化されたメッセージを量子チャネ

ルを通して受け手側に送ったとしても,もともと古典状態から始めているから

その伝送容量は量子チャネルそれ自体の伝送容量ではない.その場合は,古典

一量子一古典チャネルの伝送容量であり,前述したように通常のシャノンの理

論が適用されるものである.これにっては後で説明する.

量子チャネルr半の伝送容量は,So(⊂S(71))を用意された量子状態の集合と

すると, S.に関するチャわレr*の伝送容量は,

cso(r*)=sup(I(p;r*);p∈S.)

で与えられる.ここで,I(p;r*)は式(2.1)でA*=r*としたときの相互エントロ
ピーである.5.-5(71)のときは, cS(71)(r*)は単純にC(r*)とかき,伝送容

量 C(r*)は

C(r*)=sup(I(p･,r+);pES(7lt))

のようにかける.相互エントロピーの単調増加性より次の不等式を得る

[16]:

o≦cso(r*)≦supfs(p);p｡S.)

(2)古典一量子一古典チャネルの伝送容量

古典一量子一古典 (cqc)チャネルの伝送容量はメッセージの符号化か

ら始まる通信過程全体の伝送容量であるから,符号化 (と復号化)も含め

た伝送容量である.古典分布である入力状態pはメッセージの確率分布

(相 であり,前述したようにそのシャツテン分解は一意である :

p-∑An∂n･ したがって,チャネル主+｡｢｡三℃ 対する相互エントロピーn
は
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I(p茸 ｡r*｡=*)-∑AkS(i'｡r書｡=*∂k茸 or+｡=+p)k

となる.もし符号化=事が量子符号化なら,=*∂kは量子状態で表されるから,

この符号化された量子状態をOkと書くことにすれば,C,-三*p-∑kAkJkと
なる.よって,上記の相互エントロピーは,

I(p茸｡r*｡=')-∑AkS(皇*｡r*ok,i'or*6)A.

とかける.この表現は古典的メッセージの符号化から復号化までの通信過

程の相互エントロピーであり,C-Q-Cチャネルの伝送容量は,

c po (i '｡ r '｡ 三 ')- sup (I(p ;主 *or書｡ 三*);p∈ P.)

となる.ここでP.(⊂P(E2))は入力状態として用意された確率分布 (または,

測度)全体からなる集合である.さらに,符号化が色々と選べる場合,す

なわち,符号化に対してフリーな場合の伝送容量は,全ての確率分布と全

ての符号化 三*に対して相互エントロピーの上限をとることによって求め

られる :

ccpo(云 *｡r *)- sup(I(p茸 ｡r*｡ =*);p∈ p. ,三*‡

最後に,様々な符号化と復号化がともに選べるときの伝送容量は,

ccRdO(r*)- sup‡I(p茸 ｡r*｡ 三*);p∈P. , = ' ,主 * ‡

となる.これらの伝送容量ccpo,ccRdOはいずれも,量子チャネルr*自身の能

力を測るものではなく,符号化や復号化を得たr*の能力を測るものである.

なお, ∑kAkS(r+Ok)が有限である場合は,

I(p茸｡r*｡=*)-S(i*｡r'6)-∑AkS(孟*｡r*Gk)k

とかける.さらに,pが密度関数J(A)をもつ確率測度で,各Aが符号化さ

れた量子状態 cT(a)Lこ対応しているならば, cT-Jf(Aや(A)dAtなり,
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I(p･,i'｡r'〇三')-S(i'｡r*C,)-Jf(叫孟*or'C,(A))dA
≦I(p;r'〇三*)-S(r'J)Jf(叫 r'6(A))dA

となる.上の不等式の最後の項がホレボー限界と呼ばれるものであり,そ

れそれの通信過程でこの右辺を計算することによって様々な限界が得られ

ている [19,25].前述の3つの伝送容量cRo,ccRo,ccPdOは次の不等式を満た
す.

o≦cpo(i+｡r*｡=*)<-ccpo(主*｡r*)≦ccpdO(r*)<-sup(S(p)I,p∈P.)

ここでの∫(〟)とはフォン ･ノイマンの量子エントロピーではなく, シャ

ノンのエントロピ一 一∑kAklogAkである･
以上のように,これらの伝送容量は一般に異なり,どのチャネルの伝送

容量を考えているのかによって使い分けなければならない.量子チャネル

自身の伝送容量なのか,それともcIQ-Cチャネルの伝送容量なのか,ある

いは符号化フリーの伝送容量なのかをはっきりさせておく必要があるので

ある.量子チャネル自体の伝送容量の計算は文献 [3,20]などでなされて

いる.
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