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1 はじめに

大きな行列の固有値分布や確率変数のある種のスケーリング和から得られる確率分布を

漸近的に求めることは様々な研究分野において必要とされる.この問題の解決を量子確率

論 (あるいは代数的確率論 [4])の立場から図るのは興味深い試みではなかろうか.最近,

大きなグラフのラプラシアンのスペク トル解析がこの観点から議論され,量子分解と量子

中心極限定理を骨子とする新しい方法論が形成されてきた [8],[9],[10].本稿の目的は,こ

のアイデアの概略をいくつかの例とともに説明することにある.

量子確率論は,量子力学とともに登場 してきたとも言えるが,数学的な定式化と言 う意

味では,J･VonNeumannの有名な著書 ｢量子力学の数学的基礎｣(原著 1932年)が一つ

の起源である.その後,作用素環論などの文脈で非可換確率論の名の下で議論されてきた

が,1980年代初頭に L Accardiが,量子系の統計を基礎づける確率論という意図をもっ

て量子確率論という名称を積極的に用い始めた｡最近では,数学的な枠組みとしてより一

般であり,量子系の統計のための確率論という狭い範噂を抜け出していることから代数的

確率論*2という名称を使 うことが多くなっている.

よく知られているように,測度論的確率論*3は確率空間と呼ばれる三つ組 (0,I ,P)を

基礎に展開されるのに対して,代数的確率論は *-代数と状態の組 (A,4,)を基にしている･

測度論的確率論は,標準的な方法で代数的確率論の特別なものとして取 り扱われる.与え

られた測度論的確率空間 (0,∫,P)に対して,Hilbert空間 71-L2(0,p)を考え,その上

の (有界,または適当な定義域の条件の下で非有界でもよい)作用素のなす *-代数を Aと

する.1∈71を1のみを値として取る定数関数として,ベク トル状態 ¢を¢(a)-(1,al),

a∈A,で定義すると(A,4,)は代数的確率空間になる･古典確率変数 X は 0 上の可測 関

*1E-mail:obata◎math.is･tohoku･acJp

*2algebraicprobabilitytheory.局所コンパク ト群などある種の代数構造をもった空間上の確率測度の研

究を代数的確率論と称する人々もいるが,これは古典確率論の範晴であり我々のものとは意を異にする.

*3古典確率論,あるいは Kolmogorov流確率論 とも呼ばれる.
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数であるから,71にかけ算作用素 k として作用することができる.この意味で k∈A

であって,

4,(k m)-(1,k ml)-
./tXm(LJ)P(dLJ)-E(Xm), m -1,2, . . . ,

が成 り立っ.っまり,X のもつ確率的な情報 (確率分布)は代数的確率変数 k に移植され

たことになる.この対応 X ⇔ k が確率論における ｢量子=古典対応｣である.厳密な主

張をするには解析的な条件を要するが,大雑把には,*一代数 Aが可換であることと確率空

間が古典に帰着することが同等である.したがって,Hilbert空間上の自己共役作用素一つ

を単独で考えることは,古典-量子対応の観点から見れば,古典確率論を議論することと

同等と考えられる.

量子-古典対応によって,古典確率変数を量子確率論の文脈で考察する利点は何であろ

うか?一つには,タイ トルにある量子分解によって,古典論では見えなかった構造が現れ

てくるからである.例えば,Hudson-Parthasarathy[12]による量子伊藤解析において,

Brown運動 (Bt)は,

Bt-At+Ai* (1･1)

のように消滅過程と生成過程の和に分解する.これらは,互いに非可換な量子確率過程で

あり,交換関係 AtA;-A;At- min(8,号が成 り立つ･Hudson-Parthasarathyの量子

確率解析は (At),(At*)を別々に扱 うことから出発する･一方で,Brown運動が各時点で

独立なホワイ トノイズ tWt)の和であるという観点からホワイ トノイズ解析が発展 した･

ホワイ トノイズを量子確率論の観点からとらえれば,

Wt-at+ai* (1.2)

のように,各時点における消滅作用素と生成作用素の和に分解する･これらを量子ホワイ

トノイズと呼ぶ.したがって,量子確率論においては, 古典ホワイ トノイズは ｢素｣な確率

過程ではなく,量子ホワイ トノイズがより本源的な役割を演ずる･例えば,ホワイ トノイズ

の高次巾などの従来の伊藤理論を越えた特異なノイズを含む確率微分方程式の研究が発展

している (例えば,[5],[13],及びそこに引用されている文献)･

実は,上に述べた分解 (1.1)(1.2)は量子分解の一例である･別の例として,コイン投げ

のモデルであるBernoulli型確率変数 X の量子分解は,

x - (3 A)I (冒 S) =J+･J-
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で与えられる･右辺の表示はしばしば量子コイン投げと呼ばれるものである.Fermion交

換関係 q~cT++C'+0･- -1に注意 しよう.

このように,量子分解はこれまでも具体例を通 して議論されてきたが,一般論のために

は,古典-量子対応によって古典確率変数を代数的確率変数とみなすだけでは不十分であ

る･代数的確率変数 としてとらえ直した自己共役作用素も含めて,一般の確率変数に対 し

て量子分解 とい う概念を初めて明示的に導入 したのは Hashimoto[8]である.そこでは,

量子分解が AccardトBo去ejko[1]による ｢確率測度のガウス化｣のアイデアに基づくこと

が明らかにされ,応用 として,[2日 7]に端を発するCayleyグラフに付随する量子中心極

限定理によるスペク トル解析に新 しい方向が与えられた･それと前後 して,共同研究 [9],

[10]によって距離正則グラフのスペク トル解析において量子分解法の有効性が示され,新

しいスペク トル解析法として,さらに多くの応用が期待されるところとなった.

2 相互作用フォツク確率空間

2.1 相互作用フォック空間

Bosonや FermionFock空間を特殊なものとして含む,より一般の ｢相互作用 Fock空

間｣が Accardi-Lu-Volovich[3]によって導入された.もともと,量子物理の Hamilton

模型の確率極限を記述するために導入されたが,確率測度のガウス化 [1]の観点からも重

要性が認識 されている.本稿で必要とするものは,基礎 となる Hilbert空間が 1次元,つ

まり1モー ドの場合だけである.*4

相互作用 Fock空間は,非負数列 〈入n)nu=Oに付随して定義される･ただし,入0-1と,

ある m で 入m -0であれば,その先のすべての n≧m で 入n-0と仮定する.すべての

m で 入m >0か,そうでなければ Am >0となっている最後の番号 moをとって,1次元

空間の直和 Hilbert空間

()〇 mo
r-∑oc@n , r-∑oc◎nn=O n=0

を用意する･ここに (◎n)は完全正規直交基底である:(◎rmOn)-6mn･ 次に Il上の線

*4したがって,相互作用 Fock空間という名称はいささか大げさに聞こえる.無限モー ドの場合に定義 した

(例えば [5])荷重付 Fock空間 (weightedFockspace)の特殊なものである･もっとも,数学的には,荷

重付 Fbck空間は相互作用 Fock空間の特殊なものであるし,その上,BosomFock空間など相互作用が

なくても定義上は相互作用 Fock空間となる.
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a+On-
a-On-.＼,..＼,ド_1◎n_1,n≧1,al◎0-0,

(2･1)

(2.2)

形作用素 α士 を

によって定義する (必要なら 0/0-0とする).自然な定義域を考えれば,α土 は互いに共

役な閉作用素になる･こうして定義 された r(a,(入n))-(r,(入n),a+,a~)を (入n)に付

随 した相互作用 Fock空間と呼ぶ.

す ぐにわかる関係式 として

i ◎n, n≧1; a+a-◎o=0,

a+a-Onニスn_1

a-a'◎n-怒 On, -

a+n◎｡-､/忘 ◎n , n≧O.

したがって,有名な交換関係は次のようにして実現 される:

例 2.1Boson交換関係:a-a+-a+a~- 1.人n-n!と取ればよい.

例 2.2Fermion交換関係:a-a++a+a~- 1.人O- 1̂-1,人2- 人3- -0.

例 2.3 自由 (free)交換関係:a-a+-0･すべての nに対 して 入n- 1･

これ らは qパ ラメータで補間される･

例 2.4q一交換関係‥a~a+-qa+a--1,-1≦q≦1･これは

An-ln]q!-ln]qln-1]q･･･[1]q, ln]q-1+q+q2+･･･+qn-1,

ととればよい.

2.2 直交多項式

数直線 R上の確率測度 FLですべての次数のモーメン トが有限であるもの

lxEmlL(dx)<cxj, m -0,1,2,･･･,
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を考えよう.単項式の列 1,∬,∬2,‥ . に Gram-Schmidtの直交化を施 して直交多項式

(Pn(I))ncx'=Oが得られる･ただし,Pn(I)-xn+.‥のように最高次の係数は 1となるよ

うに正規化 しておく･このとき,(Pn)は有名な3項間漸化式をみたす:

Po(I)-1,

Pl(I)-I-α1,

(I-αn+1)Pn(I)-Pn+1(I)+LJnPn_1(I).

ここに現れる 2つの定数列 αn∈R と LJn≧0は直交多項式を特徴づける.合わせて

Szeg6-Jacobiパラメータと呼ぶ.

Gram-Schmidtの直交化が有限で終わる場合 (つまり,ある n で xn+1が低次の多項式

と一次従属になる場合)は,(Pn)は有限の n で終わり,Szeg6Jacobiパラメータも有限

数列の対ということになる.この場合,必要なら,先は0として Szeg6-Jacobiパラメータ

を無限数列の対と考えてもよい.このような退化 した現象は,はじめの確率測度 〃が有限

集合に集中しているとき,つまり,デルタ測度の有限和のときに限って起こる.以下では,

このような退化 した場合をいちいち注意しないが,一般の場合と殆ど並行 した議論が通用

する.

定 理 2.1(Accardi-Bo云ejko[1])確率測度 pに付随する直交多項式を (Pn) とし,その

Szeg6Jacobiパラメータを (αn)と (LJn)とする･数列 (入n)を

入0-1, 1̂-Wl, 怒 -wn･1,

で定義 し,付随する相互作用 Fock空間をr(C,(入n))とする.このとき,r(a,(An))から

L2(A,FL)-の等距離写像 U で次の性質をもったものが一意的に存在する ‥

U◎｡-p., Ua+U*pn- pn+1, Q- U(a++a- +αN)U*,

ここで Qは x によるかけ算作用素であり,L2(A ,FL)に桐密な定義域をもつ･

実際,U:､ん ∴･･LJn@nL-+Pnが求めるものとなる･

注 意 次は同値な条件である:

(i)Uがユニタリ･

(ii)Uは L2(A,FL)の上-の写像･

(iii)多項式全体が L2(A,FL)の桐密な部分空間となっている･

-7881
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これらが一般に成 り立たないことは,Stieltjesの例から知られる:

p(dx)-
〈

xllogxdx, x∈[0,∞)
0, その他.

実際,両 ま有限測度であり,すべての次数のモーメントをもつが,sin(27rlogx)がすべての

多項式と直交することは容易にわかる.*5

2.3 確率変数の量子分解

確率変数 X の確率分布を pとし, 前と同様に,すべての次数のモーメン トは有限であ

ると仮定する.明らかに,

E(X-)-/_'mnxmlL(dx)-(Po,QmPo)L2(p), m - 0,1,2,･-

ここで定理 2.1を用いると,等距離写像 Uによって X は3つの成分に分解される :

X-a++a-+αN･ (2.9)

これを確率変数 X の量子分解という.ただし,αⅣ は αN◎n- αn◎nで定義される対角

型作用素である.明らかに,

E(Xm)-(◎O,(a++a~ +αN)m◎0), m-0,1,2,.… (2.10)

もう少 しきちんと定式化するには代数的確率空間 (または量子確率空間)を導入して述

べるのがよい.

定 義 2･2*イモ数 Aとその上の状態 4,の組 (A,4,)を代数的確率空間という.代数的確率

空間は,Aが可換代数のとき古典的,そうでないとき量子的と呼ばれる.

定 義 2.3代数的確率空間 (A,4,)においてa∈Aを代数的確率変数という.*6 2つの代

数的確率変数 a∈(A,Q),b∈(β,4,)が確率同値であるとは,すべての次数の混合モーメ

ン トが一致するときにいう:

4,(ae1...aem)-4,(bel･･･bem ),

ここで 亡1,- ,cm∈(+1,*),m -1,2,-･･

*5拙著 [4,定理 2.6･6]の記述は誤 りを含んでいる･ご指摘いただいた洞彰人氏 (岡山大学)に感謝する･

*6場合によっては,状態代数を考えて合わせた定義 (例えば,[4]を参照)がより適切であるが,ここでは深入

りしない.
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相互作用 Fock空間 r(a,(入n))が与えられたとき,生成 ･消滅作用素 a土で生成され

る *-代数と真空ベク トル ◎Oに対応するベク トル状態の組から代数的確率空間が自然に

得られる･これを相互作用 Fock確率空間と呼ぼう･そうすると,(2.9)の意味するところ

は,与えられた古典確率変数 Xに対して,相互作用 Fock確率空間に確率同値な代数的確

率変数 α++α~+αⅣが存在 し,その代数的確率変数は 3つの成分に標準的に分解 (量子

分解)される,ということである.この分解によって,古典確率変数を代数的に調べる道が

拓かれる.

2.4 自己共役作用素 (オブザーバブル)の量子分解

Hilbert空間 71上に自己共役作用素 Aが与えられたとして,そのスペク トル分解を

A=

/_I:
AE(dA)

とおこう.Aをある状態 4,で観測するとき,観測値の確率分布 p(d入)-め(E(d入))が重要

になる.ここで,A は有界作用素とは限らないが,¢(Am)は確定しているものとする･言

い替えれば,〃のすべての次数のモーメン トが有限であるとする･この確率測度 〃に付随

する相互作用フォツク確率空間を構成すると,Aの量子分解

A-α++α~+αⅣ

が得られる.この観点から,代数的確率論を経由して Aのスペク トル問題にアプローチ可

能となる.

ここに述べたことは,前節と裏腹のことに過ぎない.実際,単独の自己共役作用素 Aと

状態 4,が与えられたとき,4,の下で Aのもつ統計的な性質は,古典確率空間 (A,FL)上の

確率変数 X(I)-xにすべて移される･

3 問題と方法

3.1 グラフ上のランダムウオークと隣接作用素

一般に,点の集合 V とその 2点部分集合からなる集合 E⊂Hx,yhx,y∈V,x≠y)

が与えられたとき,(V,E)をグラフ (無向グラフ)という･Eの元をそのグラフの枝 (また

は辺)という.(I,y)∈Eであるとき,I,yは隣接 しているといい,x ～ y という記号も用

いる.グラフ (V,E)が与えられたとき,

-: 一十 二

- 790-
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で定まる対称行列 A を隣接行列 とい う.すぐにわかるように,n≧1に対 して Anの

(I,y)-成分は x とyを結ぶ長さ n の道*7の個数である.

隣接行列は 71-e2(V)に作用する:

Af(I)-∑Axyf(y)-∑f(y), fE71･
y∈V y～x

J∈V に対 して,隣接 している点の個数

fC(I)-t(y∈V;y～x)l

を ∬ の次数という.Aを少し変形 した

△f(I)-a(I)I(I)-∑f(y)
y～X

がグラフのラプラシアン*8であり,そのスペクトル解析は基本的な問題である.

グラフ (V,E)で IS(I)- PC<∞ が x によらず定数であるようなものは正則グラフと

呼ばれる･正則グラフでは,ラプラシアンを考えても隣接行列を考えても同じであり,そこ

にはグラフ (V,E)上の等方的なランダムウオークの情報がすべて反映されている.例え

ば,このランダムウオークに関する定常状態はラプラシアンの 0-固有状態で与えられる.

以下では,正則グラフのうちでも, 特に興味深い対称性をもつものを考察する.

3.2 方法の概略

正則グラフ (V,E)が与えられたとき,Hilbert空間 71-e2(V)と隣接作用素 Aの生成

する *一代数を考える.A上の状態は問題に応 じて選ばれるが,例えば,xo∈V を固定し

て考えたベク トル状態

4,(a)- (6xo,a6x｡), a∈A,

などが重要である.

一般に,グラフが与えられると2点間の距離 ∂(I,y)がx,yを結ぶ最短道の長さとして

定義される.今,原点 xo∈V を固定して,

回-∂(I,xo), x∈V,

*7枝を辿ることで道が定義 される. x,y∈V を端点とする長 さ n の道 とは,(xo,xl,･･･,Xn)∈ V n で

あって,x - xo - 3;1,Xl～ x2,- ,Xn_1 - Xn - y となっているものをいう.同 じ枝を行き来する

ものも含まれる.

*8組合せ的 (combinatorial)ラプラシアンとも呼ばれる.
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とおく.これによって,グラフに階層構造がはいる:

V-白x n, x n-(x∈V湖 -n).n=0

三角不等式から,x∈ Xn かつ∂(I,y)-1であればy∈x n_1UXnuXn+1である.すな

わち,階層を飛び越える枝は存在 しない･これに応 じて,隣接作用素 Aが,上昇部分 A+,

下降部分 A~,及び保存部分 Aoに分解される:A=A++Ao+A-.

さて,我々の関心は大きなグラフに対する Aのスペク トルの性質である.そこで単独の

グラフではなく,グラフの成長列:

V(1)⊂V(2)⊂V(3)⊂ - , E(1)⊂ E(2)⊂ E(3)⊂ ･･･,

を考える.付随する隣接作用素を ANとする.目的は,ZNを正規化定数として,

.･l_ヽ･
NILmu瓦

(3.2)

のスペクトルを調べることである.ところで,グラフが成長してゆくとき,新たに頂点と枝

が増えてゆくことから,暖味な言い方であるが,A〃は成長の各段階で ｢独立増分｣が付け

加わって大きくなってゆくと考えられる,そうすると,(3･2)の解析を中心極限定理の応用

ととらえることが可能となる.実際には,隣接作用素の量子分解

AN-A克+Aん+A元
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に対して

Nl忠 霊 , e-I ,｡っ-

を相互作用 Fock確率空間上に構成 (量子中心極限定理)し,系として (3.2)に解答を与え

る･分解(3･3)における保存部分 Aんを .嶋 に振 り分けて論ずる場合もある.

我々の議論では,量子中心極限定理そのもの-の興味に加えて,有限の AⅣに対する

組み合わせ的な議論を経由せずに極限 Aのスペク トルの性質が導かれる点に注目して欲

しい.

4 Cayleyグラフ

4.1 定義と例

離散群 G を考えよう.その単位元は eで表す.さて,生成系 ∑⊂Gで,

(i)C,∈∑ -⇒ J~1∈∑,つまり∑~1-∑･,

(ii)e¢∑.

をみたすものが与えられたとすると,G 自身を点の集合,yx-1∈∑をみたす 2点を枝

(x～y)として,グラフ構造が導入される･これを (a,∑)で表 し,Cayleyグラフと呼ぶ･

Cayleyグラフでは,各点 x∈Gの次数 Fc(I)-1∑Eが一定なので正則グラフである･

例 4.1加法群 Zlnに標準基底 e1,...,enをとり,∑-(e士1,･･.,ej=n)とおく･ただし,

e_i--eiと記している.このとき,(Zln,∑)は正方格子である･

例 4.2n個の文字 91,- ,gnから生成される自由群を Fnとする･記号の簡便さのため

に,g_i-gl1と記 して ∑-(gj=1,･･･,gj=n)とおく･このとき,(Fn,∑)は等質樹木で

ある.

上記の 2つの Cayleyグラフでは,グラフの局所的な性質として各点の次数は同じであ

るが,大域的には著しく異なる.

生成元 g∈∑が J-Cr1をみたす (つまり次数 2)典型例として,

例 4.3(1,2,‥.,n)の置換全体のなす群,つまり n 次対称群 6n を考える･隣同士の

互換

91-(12), 92-(23),･･･, gn-1-(n-1n),
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i

例 4.1:212 例 4.2:F2 例 4.3:63

からなる生成系 ∑を考えることができる.

例 4･4位数 2の巡回群を2つ用意 し,Z2竺 (a),212空 くb)とする.この 2つの群の自由積

を G-212*212空 くa,b;a2-b2-e)とする･∑- (a,b)としてケ- リーグラフ (G,∑)

を考えると,グラフとして (Z,(e士1))と同型である･同様に,(G-(a,b,C,d;a2-b2-

C2-d2-e),∑-(a,b,C,d))は (F2,(g士1,g士2))と同型なグラフである.

4.2 Cayleyグラフ上の量子分解

(G,∑)を Cayleyグラフとし,∑-(g土1,gj=2,- ,g土N)とお く.いつも通 り,g言1-

g_αと記 した.生成元が gct≠g_αをみたすかどうかによって記法や定数の変更が必要で

あるが,殆 ど並行 した議論ですむので,すべての生成元は ga≠g_α をみたす と仮定 して

話を進める.隣接行列を正則表現で表示 しておく.71-22(G)として (7T,71)を G の左正

則表現とする.つまり,

7r(9)I(I)-I(9-lx), 9 ,X∈G, f∈71･

このとき,隣接行列は,

〟

A-∑ (打(ga)+T(9-α))α=1
(4･1)

となる.

さて,単位元でない g∈G は,定義から有限個の生成元の積で表示できる･そのよう

な積表示の うち最短であるとき,その長 さを lgEで表そ う･単位元に対 しては 回-0と
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おく･明らかに,lgI-1と g∈∑は同値であり,∂(I,y)-lyx-11が成 り立つ.特に,

Igト 1≦IgctgI≦tgI+1が任意の g∈G とgct∈∑で成 り立つ.ここでは,

(Al)任意の gcr∈∑ とg∈Gに対して,lgcrgl-bli=1,

を仮定として設ける.そ うすると,Cayleyグラフに階層構造を導入 したとき,隣 り同士の

階層の 2点のみに枝が存在 し,同じ階層の 2点が枝で結ばれることはない.

隣接行列 Aの量子分解のためには,7T(ga)を量子分解すればよい･各 9∈G に対 して

69∈71を 1点集合 tg)に付随する特性関数とすれば,(6g;9∈G)は 71の完全正規直

交基底になる.これを利用 して,7T(9ま)を

7T(ga+)69-

7T(gcr-)69 -

i

i

6gQg,lgagI-IgI+1 のとき,
0, その 他,

6gag,IgagI-lgト 1のとき,

0, その他,

のように定義する.明らかに,7T(gaj=)∈B(71),Il7T(gQi)tl-1かつ

7T(gQ)-r(gQ')+7T(90-), 7T(ga')*-7T(g=α), 7T(ga-)*-7T(g±｡)･

これに応 じて,

A+-7T(91+)+7T(9!1)十 ･･･+7T(gk)+7T(9_+N)

A- -7T(91-)+7T(gIl)十 ･･+7T(9;)+7r(gIIN)

- 7 95 -
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とおくと,量子分解

が得 られる.

〟

A-∑ (n(9α)十 W(9-α))-A++A-Lt･=1
(4･6)

4.3 Cayleyグラフの隣接行列の漸近的スペク トル解析

各 Ⅳ - 1,2,… に対 して Cayleyグラフ (G(〟),∑(〟))が与えられていて,∑(〟)-

(gil,- ,giN)となっていると仮定する･つまり,N が増えるにしたがって,新 しい生成

元が付け加わって,グラフが成長 してゆくことになる.各 (G(〟),∑(〟))の隣接行列 AⅣ

の Ⅳ ぅ ∞ におけるスペク トルの様子を調べることが目的である.極限のグラフでは,各

頂点の次数は ∞ であるから,等方的なランダムウオークを考えることはできない.この

ことは,AN/ZN のように正規化 して極限をとらないと意味のある値が出てこないことと

関係する.

グラフの大きくなり方に関して仮定をおく.まず,

LJiN)(9)-((ga,I)∈ ∑(N)×G(N);q(ga')6x-6g),

LJLN)(g)-((ga ,I)∈∑(N)×G(N)U (9言)6x-69),

とおく.もし (ga,I)∈wT )(9)であれば,Igf-F可±1かつ

ILJiN)(9)回 LJLN)(g)E-2N

が成 り立つ.さて,仮定は次の 2つである:

(A2) 各 nに対 して 整数 LJn>_ 1と定 数 Cn≧0 が 存在して

(9∈G'");lgl- n , lwi")(g)I≠u n)I≦cn(2N )n-1; (4･9)

(A 3 ) 各 nに対 して,

suNPSup〈lwi"'(9)h ∈G̀"',lg l-n) ≡ W n < ∞

かつ limsupnl∞Wnl/n<∞･,

条件 (A2)は, 大ざっばに言えば,階層 n にある 9∈G(N)の うち ｢大多数｣に対 しては,

枝で結ばれる下の階層 n-1の元が丁度 LJn個あるということを意味する･

- 7 96-
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さて,各 (G(〟),∑(〟))に対 して,前節のように,

71(N)- e2(a(N)), 7T-7TN, AN, 東 ,

が定義される.G(〟)の階層構造に対応 して,

･.軒'- ∑ 6g
g∈G (N),FgI-n

とおく.◎㌘)は厳密には正規化されてはいないが,

睡LN)Il2-1+0(N~1)

が成 り立つ.一方,n が異なれば互いに直交することは明らかである.こうして,71(N)の

部分空間

()〇
r(N)-∑Oc◎LN)n=0

は Fock空間に準ずる性質を持つ.実際,

藷 OiN)-両 石OT.'l･0(N-i,2),

藷 把.'1-- 軒 )+o(N-1),

が示される･これより,入n -wl- ･Wnとして相互作用 Fock空間 (r,(入n),a+,a~)を考

える.形式的には,

Nl霊 鳥 - a士 (4･12)

となっていることは明白である.言い替えれば,極限を記述するであろう相互作用 Fock

空間はCayleyグラフの構造定数の-つとでもいうべき tLJn)によって完全に決定されて

いるのである.数学としては,(4.12)の収束を量子中心極限定理として証明する必要があ

る.実は,もう少 し強く,コヒーレン ト状態も含めたかなり一般の行列成分の収束が示され

ている.

定 理 4.1(Hashimoto[8]) (G(〟),∑(〟))をこれまでの仮定をみたす Cayleyグラフの

列 とし,tLJn)に対応する相互作用 Fock空間を (r,(入n),a+,a~)とする･ このとき,

u - ∑nu=｡unOn ∈r に対 して,u(N)-∑nW=｡un◎LN)∈r(N)である限り,

NIL-～(u'"',(藷 ) - (裳 ) OL"') - (u,ael･-ae-◎n)
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が,任意の El,-･,Em∈(士),m ≧1,に対して成 り立っ.

注 意 Hashimoto[8]では,長さ関数 日が必ず しもg∈Gの生成系 ∑に関する最短表

示の長さとは限らないとして,より一般的な場合を証明している.

例 4･5正方格子 (ZN,(ej=1,･-,e士N))において,LJn-nである.実際,9∈ZNが第 n

階層にあれば,

9-pュel+-･+pNeN, FpII+･･･+lpNl- n

と表示される･このとき,階層 n-1にあって gと隣接 している元は,pi>0ならそれを

pi-1でおきかえるか,pi<0ならそれをpi+1でおきかえるかして得られる.したがっ

て,1≦fwiN)(g)l<_nであり,N>nであれば,大多数の gに対して FwiN)(g)1-nであ

ることが容易にわかる.したがって,LJn-n,入n -n!である.さらに,Wn -n もすぐわ

かる.よって,量子分解された隣接行列は BosonFock空間上の生成 ･消滅作用素 α士に

代数的確率変数の意味で収束する:

鳩
NILmm 肩 -a士･

特に,AⅣ の真空における分布は漸近的に標準正規分布である.なお,例 2.1を参照.

例 4･6等質樹木 (FN,(gj=1,･･･,gj=N))を考えよう.階層 n にあるg∈FNと隣接 し,階

層 n-1にある元は 1個だけであることは明らか.よって LL)n-1,したがって,すべての

nで 入n-1.また,Wn-1も明らか.したがって,量子分解された隣接行列は漸近的に

自由 Fock空間上の生成 ･消滅作用素に収束し,真空における分布は Wigner半円則であ

る.すなわち,

HHmN1(X)

なお,例 2.3を参照.

(軒 ,(怠)m◎o)-去王2x-訴二 才 dx･

例 4.7∑を可算無限集合,m :∑×∑→(1,2,･- ,∞)をCoxeter行列とする･つまり,

m(S,S)-1かつ,異なる S,t∈∑に対 しては m(S,i)-m(i,S)≧2を仮定する･∑を生

成系とし,関係式

(st)m(S,i)-1, S,t∈∑ ,

-798一
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で定まる群を Coxeter群という.なお,m(S,i)-∞ のときは関係式はないものとする.

また,任意の S ∈ ∑に対 して S2-Cが成 り立つ.∑(N)- (sl,… ,SN)から生成 され

る部分群を G(〟)とすると,α(〟)は ∑(〟)を生成系としてそこに制限した Coxeter行列

m l∑(〟)×∑(〟) から定まる関係式によって定義される群 (Coxeter群)と同型になる.今,異

なる S,t∈∑に対していっでも m(S,i)≧3となっているとき,LJn-1が示される･な

お,Wn -2も知 られている [14].よって,隣接行列の漸近的な性質は例 4.6と同じであ

る･なお,隣接行列の漸近的な固有値分布は,別の方法でも得られている[6].

5 距離正則グラフ

5.1 一般論

定 義 5.1有限グラフ (V,E)が距離正則グラフとは,任意の i,i,h∈(0,1,2,･- ,d)と

∂(I ,y)-hをみたす任意の x,y∈Vに対して

鴎-l(Z∈X;∂(I,I)-i,∂(I,y)-jM

が x,yの取 り方によらない定数になるときにいう.ここで d- max(∂(I,y);I,y∈V)

とおいた.

この場合,隣接行列 Aの生成する可換 *イモ数 AはBose-Mesner代数とも呼ばれる･A

は Hilbert空間 71-e2(V)に作用する(§3).次に,A上の状態 ¢を

"a)-か (a)-(6x,a6x), x∈V･ (5･1)

で定める.トレース状態が,任意の 62 ∈7tに付随するベク トル状態に一致するのは距離

正則グラフの特性である.

では,Aの量子分解を定義しよう.まず,Aiを第 i隣接行列 (i-0,1,2,- ･,a)とする･

すなわち,

･Ai,xy -(三;

∂(I,y)-i,
その他.

d
AiAj-∑鴎 Ah, 令,∫-0,1,- ,d,h=0
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が成 り立っので,線形空間として,Aは (I-Ao,A-Al,… ,Ad)で生成されている.状

態 4,によって Aに内積が (a,b)-4,(a*b)として定義され,それ自身が Hilbert空間 Il

となる.そこで,

･n-去An,Kn≡PBn-EXnF, n-0,1,2,- ,d,

とおくと,(◎n)は Fの完全正規直交基底となる:

d
r-∑Oc◎n･n=1

これは V の階層構造 V-UXnに対応 している.隣接行列IAは次のように作用する.

JkT◎1,

/ltI',,- 竺竺± ◎n.1+ p;n-1
FI･7L

塑± ◎d_1+pfd◎d,

Ft,(i

n=0

◎n-1+pTn◎n , 1≦n≦d-1,

n=d.

一般に,Aは保存部分を含むことに注意 しておく.そこで,

A+On -

A-@n - !三;n-1

竺聖±◎n.1+喜pTnOn, 0<n<d-1,rCn

n-d,

n =0

聖 上◎n-1+去p;n◎n, 1≦n≦d,FI･Ti

(5･4)

(5･5)

と定義すると,量子分解 A-A++A~が得られる･

興味は,グラフが成長するとき,正規化変数 A±/JkTの極限をとらえることである･グ

ラフの成長を表すパラメータを Ⅳ として,(5.4),(5･5)に現れる量に Ⅳ を付けて明示す
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ることにする.そこで,係数が

lim p;n+1(N)
N 一ごく､

lim p;nll(N)
Ⅳ ｣ (x)

vW -pn,

√后両 -qn,

Nl最 pTn(N)/何 軒 - rn,

のように収束 していると仮定する.このとき,形式的に

A 志

NA芯 仰
lilll α士

とすれば,(5･4),(5.5)から極限において期待される関係式は

a+On-pn@n+1+rn@n

a-@n-qn@n_1+rn@n

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)

である.これから,相互作用 Fock空間と対応する直交多項式や確率測度を再構成するこ

とは容易である･したがって,形式的には,係数の極限 (5.6),(5.7),(5.8)が判れば,AⅣ

の漸近的固有値分布が求められる.ただし,(5.9)の収束を代数的確率変数としてきちんと

示すことは数学的問題として重要である.

5.2 Hammingグラフ H(d,n+1)

Fを n+1個の元からなる有限集合とし,直積集合 Fd に距離を

∂(I,y)-Lti;E≠r7iM, x-(Ei),y-(m)∈Fd,

として定義する.いわゆる Hamming距離である.∂(I ,y)- 1である2点を枝で結んで

できるグラフを Hammingグラフと呼び H(d,n+1)で表す.前節 §5.1に従って,隣接

行列の量子分解を

Ad,n+1-Ad+,n+1+Ad-,n+1
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とす る･Hammingグラフの構造定数 p缶.は容易にわかるので,n,d→ - ,n/d→ T ≧0

における (5.10)と (5.ll)が直ちに計算 される:

a+On-石持1◎n.i･誓◎n,
a-On-JhOn-1+誓◎ n ･

これが BosonFock空間上で実現 されることは明らかである.収束についても証明ができ

ていて,次の結論が導かれる.

定 理 5.2(HashimotO-Obata-Tabei[10],Tabei[15])T≧0とする.代数的確率変数 と

して,

AFd,n.1)

n,d1品A:r;/d→T ､//;請
1illl

-bi ･ 争 +b一･

ただ し,b土 は BosonFock空間の生成 ･消滅作用素である.

したがって,

A(a,n+1)

n,dJ&A:nA/d→T J完云
lilll - V乍b+b-+b++b~.

T-0のときの極限は b++b-であるから,その真空における分布はよく知 られているよ

うに標準正規分布である.71>0の場合の極限 Jテb+b-+b++b~ は量子ポワソン型確

率変数 と呼ばれるもの*9である [12]･実際,R上の確率分布 l/T を

L,T(( 斤ヽk-1/i))-

と定義すると,

(◎O,(､斤 b+b- +b++b-)m◎o)-

e-1/T

k!Tfc'

/I+mu

k-0,1,2,...,

xm L/T (dx), m-0,1,27･･･,

が成 り立つ.本節で考えている状態は トレース状態であったから,以上の議論か ら A函 +1

の漸近的な固有値分布が求められた.すなわち,n,d弓 ∞ ,n/dっ T≧0のとき,

A(d,n+1)
の固有値 分布 Ft;

*9標準的なものの平行移動になっている

標準正規分布, T -0,

〃丁, 丁>0.
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注 意 Hashimoto10bata-Tabeil10]では,隣接作用素の量子分解を,グラフ H(d,n+1)

に向きを与えることによって直接導いている.その際,保存部分 Aoについては,各階層

Xn にできる部分グラフのマッチングとEulerの一筆書き定理を用いて議論 している.

5.3 Johnsonグラフ J(V,d)

Sを vl国の元からなる有限集合とし,1≦d≦V/2とする.

J(V,d)-(x⊂S;困-d)

として,2点 x,y∈J(V,d)が 匝 nyI-d-1をみたすとき枝で結ぶことにしてできるグ

ラフを Johnsonグラフとい う･その隣接作用素を Av,d とする･Hammingグラフの場合

と同様に,dぅ ∞,2d/V｣p∈(0,1]の極限で (5･10)と (5･11)が直ちに計算される:

a+On-(n+1)On+I+

a-On-nOn_1+
n

n

＼′･'JJ(I-1.lJ)

＼.∫i-L:Li'‥),ち
On.

On, (5･12)

(5･13)

ここで,Av,dの固有値分布がどうしてわかるかを述べておこう･特にp-1としよう･慣

用とあわせるために 4,n - n!◎nとおくと,

(a十十a一十1)4,n-¢n+1+n24,n_1+(2n+1)4,n

これは Laguerre多項式 (Pn)のみたす 3項間漸化式

xpn-pn+1十n2pn11+(2n十1)Pn

と一致 している.相互作用 Fock空間と直交多項式の標準対応 (定理 2･1)からα++α~+1

の真空における確率分布は Laguerre多項式を定めている確率分布に一致 し,それは正の

実軸 [0,+∞)に乗っている指数分布 e~xdxである･したがって,dう ∞,2d/Vう 1の

極限で

等 の固有値分布 - 1,+-)上で e-'x'l'dxを密度 とする分布

が直ちに導かれる.一般の pのときは Laguerre多項式の変形が現れる･収束も含めた詳

細は [9]において議論される･

注 意 Hora[11]は,距離正則グラフのいくつかの例について,極限移行する前の隣接作

用素 AN の固有値分布の具体的な表式をもとに,分布のスケー リング極限を直接計算 し

た.本論文の量子分解法によれば,AN の固有値分布は知らなくてもよいので,さらなる応

用が見込まれるのである.
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