
講義ノート

HomologyとConleylndex入門1

埼玉大学 理学部 新居 俊作 2

1 はじめに

力学系を分析する指針としてConley[11は以下のようなプログラムを提案した.

(1)与えられた力学系について,平衡点や周期軌道等の孤立した不変集合を特定する.

(2)次にその様な不変集合の間の "heteroclinicorbit''3を決定する.

特に後半の heteroclinicorbitの決定を,前半で特定された孤立不変集合の持つ位相的な性質に

よって行なおうというのが Conleylndexの理論である.

孤立不変集合が平衡点に限られる場合に各平衡点にIndexを定義し,それを力学系の定義され

ている空間の位相的な構造に関連付けることによって,平衡点自体やその間の heteroclinicorbit

の存在を示すことはPoincar6以来行なわれていることである.

Conleylndex,特にConnectionMatrixの理論は,この視点を押し進めて不変集合の間の het-

eroclinicorbitの存在や分岐の議論を位相的な情報に基づく代数的な議論によって行なう体系で

ある.

このように不変集合の位相的な情報を代数的な形で利用することにより,必ずしも平衡点とは

限らない不変集合も平衡点の様に扱って,その位相的な構造を力学系の大域的な性質の分析に利

用出来ることがConleylndexの大きな特徴である.

本稿では代数的位相幾何学及び Conleylndexの基本的な考え方と,それを用いて如何にして

力学系の性質を調べるかを解説することを目標とする.解説は簡潔で本質が理解しやすく,self-

containedになるように心がけたつもりである.そのため,単純な例を取り上げたり,特殊な場合

にのみ通用する議論を行っている箇所もある.より具体的な例や一般的な議論については,参考文

献にあげた論文を各自参照して頂きたい.

2 位相空間の胞体分割とHomology

定義 1

位相空間 〃 が以下のように分割されるとき,この分割を肘 の胞体分割と呼ぶ.

1 この原稿は､2002年1月7日-11日に京都府立ゼミナールハウスで行なわれた ｢応用解析チュートリアル ･冬の
学校｣の講義ノートである｡

2E-mail:snii@rimath･Saitama-u･acJP
3heteroclinicorbitとは,おおざっぱにいうと,異なる平衡点の間を結ぶ軌道である.例えば第5節の図 11を参照.
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｢応用解析チュートリアル｣

(1)M - u eと
0<n<N
l≦i≦Jn

(2)各 か こついてn次元閉球体布 からM への連続写像 pとで副Dn がDnからeとへの同
相写像となるものがある･(etをn次元胞体とよぶ.)

(3)各 露 について読(∂Dn)⊂ LI eit
m<n-I

1<i<In

注意

与えられた空間の胞体分割は(存在すれば )無限にある.

例 1･

図1では閉円盤房 の二通りの胞体分割が示されており,図2では球面 S2の二通りの胞体分割

が示されている.

図 1:万言の胞体分割

図2:S2の胞体分割

以下ではM の胞体分割M-Ileたが与えられたとし,Mの各 n次元胞体にn次元多様体と
しての向きを与える.特に0次元胞体に対しては土1によって向きを与える.
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講義ノート

各n次元胞体eとに対 してZn_1×1行列

を次のように定める.

先ず ∂DnにDnの向きから決まる向きを定め (図 3参照),pと(∂Dn)がeJn_1を覆う(向きを
込めた)回数を鳴 )とする･但 し向きのついた胞体 eい こ対 して,この胞体に対する逆の向きは元

の向きの -1倍と考える.

82の向き

仇 の向き

'＼)-I
β2の向きから定まる∂β2の向き 仇 の向きから定まる∂βJの向き

図 3:Dnの向きから定まる ∂Dnの向き

これを用いて In_1×Zn行列 anを
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によって定める.また

ao･･-(b(1?i･･･昭.)
はeaの向きが +1のときはb(1?8㌧ 1としetoの向きが -1のときは b(1?i)--1として決める･

定義 2

∂nをRInからRIn-1(又はZ2InからZ2In-1)への写像とみなし,a.をRIoからR(Z2[0から

Z2)への写像とみなして

Hn(M):-Keran/Im an+1

と定める.Hn(M)をM の(胞複体の)n次元 Homology群4とよぶ.

4通常は∂0-0として定義したものをHomology群とよび,上記の ∂Oを用いて定められるHomology群は簡約
(reduced)Homology群とよび瓦l(M)と書く.しかし本稿では,後の議論を簡単にする為にこの様に定義する.
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｢応用解析チュートリアル｣

注意

位相幾何学の入門書では,普通係数環として Zを用いて Homologyを定義しているが,Conley

Indexを扱う場合,係数環として体,特に2:2,を用いることも多いので,ここでは係数環はR又

は212としておく.

事実

Hn(M)はM の胞体分割の仕方によらず,同型を除いて一意である.

例 2

図 4の左側の向き付けられた胞体分割に村しては

an-o(n≧3)82-(≡):R-R2∂1-(iII):R2-R280-(1-1):R2-帆
右側の向き付けられた胞体分割に対しては

an-o(n≧3)∂2-(-:1;):R2-R3∂1-(iIIll):R3-R280-(1-1):R2-帆
となり,いずれの場合からも

H2(布 )-o Hl(玩 )-o Ho(75;)-o

となる.

㊥は2次元胞体の向きを表す

図4:萌のHomology群

また,図5の左側の胞体分割については

an-o(n≧3) a2-0‥R→RO ∂1-0:RO→R ao-(1):R→R

右側の胞体分割に対しては

an-o(n≧3) 82-(-1 1):R2→R ∂1-0:R→R ao-(1):R→R
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講義ノート

eZの向き

図 5:S2のHomology群

となり,いずれの場合からも

H2(S2)-帆 Hl(S2)-o Ho(S2)-0

が得られる.

注意

特にこの例から分かるように,M が n+1次元胞体の境界になっていない n次元球面を含め

ば,Hn(M)はそのような球面の数だけ R を含む.

逆に,Hn(M)が Ⅰ酸 を含むならば,M は大体 Snをk個含むと考えて良い.(常にそうである

訳ではないが)

3 ベクトル場による胞体分割 とFloerHomology

この節ではM をcompactな多様体とし,X をM 上のベクトル場,XがM 上に誘導するflow

を4,tとする.

仮定

(1)Xの平衡点は全て hyperbolic.即ち,pが平衡点であればX のpでの線型化 DXb)は実

部が零の固有値を持たない.

(2)〟 上の点 m が平衡点でなければ

Iim ¢t(m)-p, tLi‰ ¢t(m)-qtう -00

となる平衡点p,qが存在する.

(3)任意の二つの平衡点 p,qtこついて,pの不安定多様体 Wu(p)とqの安定多様体 Ws(q)は

(交わるならば)横断的に交わる.即ち,Wu(p)nWS(q)∋m とするとm における Wu(p)

の接空間とWs(q)の接空間の和が M の接空間を張る.
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｢応用解析チュートリアル｣

X の平衡点pに対してWu(p)の次元,即ちDXb)の実部正の固有値の数をpのindexとよび

Ind(p)で表す.

上記の仮定を満たすベクトル場が与えられると,次のように〟 を胞体分割できる.

先ず,x の平衡点でInd(p)-0となるものをゼロ次元胞体Cも(1≦i≦Io)とする･次にn≧1
についてInd(p)-nとなる平衡点の不安定多様体 Wu(p)をn次元胞体 Cと(o≦i≦In)とす

る.この時,上記の仮定(1),(2)よりM - u eとが成り立つ.(但し,dimM -N とする･)ま
1<n<N

O≦i_<In

た,各pについて Wu(p)は DInd(p)と同相である.さらに,仮定(3)から Iim ¢t(m)-pかつi-+-(x)

tLi.mn ¢t(m)-qならばInd(p)'Ind(q)が成り立つので胞体分割の条件(3)も成り立つ･
例 3

図6参照.

図6:ベクトル場によるS2の胞体分割

この胞体分割を用いて定義したM のHomology群 Hn(M)をFloerHomology5 とよぶ･

4 ConleylndexとConnectionMatrix

前節で解説したFloerHomologyにおいて,各胞体を"太らせる"とConleylndexが得られる･

先ず各ゼロ次元胞体(indexゼロの平衡点)eいこ対し,その十分小さい閉近傍現 で以下を満た

すものをとる.

(*)∂LS上でベクトル場は内向きである･

次に1次元胞体eiについて,以下のような集合LiとNliをとる･

(1)項 まei＼(UL3i)の町 (UL'i)内での管状閉近傍･

(2)Nli⊂∂Liは∂Lineiの∂Liにおける閉近傍.

5正確には,このアイディアを無限次元空間に適用したものが FloerHomologyである
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講義ノート

(3)N壬上ではベクトル場は外向きで ∂Ltiの他の点ではベクトル場は内向き･

図7参照

図 7:Lo,Nl及びLlの取 り方

以下同様にして n次元胞体eい こ対 し,次を満たす集合LiとNiをとる.

(1)LilEま島＼(m<unllL'm)のM ＼(m<Un_1LJm)内での閉近傍･

(2)Ni⊂∂Liは∂Ltneとの∂Ltにおける閉近傍.

(3)Ni上ではベクトル場は外向きで∂Ltの他の点ではベクトル場は内向き･

この時,各Liにおける同値関係をx～y⇔x,y∈Niによって定め,亮/～ を克/Niと書 く

と(但しNi-¢の場合については,(辛)を一点からなる集合として克/Ni:-LtIl(*)とする),
鶴/Niは SnにHomotopy同値である.

逆に,n(0≦n≦N)とi∈Nで添字付けられた前 と同相な空間Liと閉集合 Ni⊂∂Liの
組で,克/Niが Sn とHomotopy同値なものを与えられたとする.この時,各 Niの∂L'm＼Nil
(m≦n-1)への張り合わせ方を指定すれば元の多様体 M の胞体分割M-Ileとを得ることが
出来る.

このことより,M の胞体分割を得るにはM 上のベクトル場 X に課せられていた条件は,以下

のように緩めることが出来る.

仮定

次の条件を満たす 茄 と同相な集合Liによって M を分割することが出来る･
(i.C.M -∪克)

(1)異なるLtとLJLは境界でしか交わらない.

(2)∂Lt上でベクトル場が外向きである点の集合を鳩とすると∂克＼Niではベクトル場は
内向きであり,戟/璃｣まSn とHomotopy同値である.

(3)NinLJm≠切かつ (m,i)≠(n,i)ならばm≦n-1
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｢応用解析チュートリアル｣

以上の条 件を満たす 〟 の分割が与えられれば 〟 のHomology群を得るこ とが出来る.すなわ

ち,Ltの (Niにおける)L3n_1への張り合わせ方によって

an-

(

哩

哩)_I,1

を克め,H n(M)-Reran/Iman+1を求めれば良い.
注意

これが所謂 肋 rge理論のアイディアである.

例 4

図8参照.

図 8:S2の分割

注意

特に各 Lti内の不変集合は必ず しもhyperblicな平衡点に限る必要はない.

この事実よりベクトル場の不変集合の Conleylndexを次のように定める.

定義 3

M を多様体,X をその上のベクトル軌 4･tを X の定めるPow とする.空集合または 4,tの

compactな不変集合 S(4,i(S)-S,∀S)に対 し,以下の条件を満たすcompact集合の組 (L,N)を

Sの Indexpairとよび,L/N の Homology群を CH.(S)6 と書いて Sの (Homology)Conley

Indexとよぶ.また,Indexpairが存在するような compact不変集合をisolatedinvariantsetと

よぶ.

6通常は,CH.(S)は空間対(L,N)の(通常の)Homology群として定義される.しかし今の設定では,これはL/N
の(簡約)Homology群と同型なので,ここではこのように定義する.

ー 15 1 -



講義ノート

(1)SはLの内部に含まれる.

(2)Sは Lに含まれる最大の不変集合.(S-¢の場合は L内には不変集合は存在 しない.)

(3)N⊂∂L上ではベクトル場は外向きであり∂L＼N ではベクトル場は内向きである.

図9参照.

･fIsI

図 9:Conleylndex

事実

S-¢ならばL/Nは一点とHomotopy同値であり任意の n-0,1,2,...,についてCHn(S)-0
が成り立つ.よって CH*(L/N)≠0ならば L内には非自明な不変集合があることになる･

一般にcompact多様体 M 上のベクトル場 X が与えられた時,以下を満たすような互いに共通

部分を持たない isolatedinvariantsetの集合S-(Si)t=1をM の Morse分解とよぶ･

(1)Sには半順序 <が定められている.

(2)m ∈(M＼uSi)ならば,Sj<Siをみたすある Si,SJl∈S について α(m)⊂Siかつ

W(m)⊂SJ･が成 り立つ.

この時,次のような nで添字付けられた行列 △n-(△n(i,i))が存在する.

(1)△n:oCHn(Si)-
(;三三;ト cHn-i(Si,-(三 二 )

(2)△n(i,i)≠0ならば,ある m∈M についてα(m)⊂Siかつ W(m)⊂SJ･が成 り立つ･

(3)AnllAn-0

(4)Hn(M)-Ker△n/Im△n+1が成 り立つ.

定義 4

△ を ConnectionMatrixとよぶ.
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｢応用解析チュートリアル｣

上記のM の分割M-IILtiに対しては△n･.-anと置くと△はConnectionMatrixになる･

以下では都合でHomologyはZ2上で考える.

例 5

2次元球面 S2上のベクトル場Xが以下の仮定を満たすとする.

仮定

(1)X の平衡点は全てhyperbolicである.

(2)X の平衡点の集合 SはS2のMorse分解を与える.

So:-tpeSIInd(p)-0),

Sl:-(p∈SIInd(p)-1),

S2:-tpESIInd(p)-2)

とLk:-HSo,I:-#S1,m :-♯S2とするときk,I,m の関係を求める.

Ind(p)-0ならば

CH2(p)-0, CHl(p)-0, CHo(p)-Z2,

Ind(p)-1ならば

CH2(p)-0, CHl(p)-Z2, CHo(p)-0,

Ind(p)-2ならば

CH2(p)-2:2,CHl(p)-0,CHo(p)-0

なので

OcH2(p)-Z㌢, OCHl(p)-Zl2, OCHo(p)-21窒
p∈S p∈S p∈S

である.よって

△n-o(n≧3), △2.･2:㌢JZら, △1:21121212k, △o:ZをJ Z2

となるが,Ker△n/Im△n+1-Hn(S2)が成り立つので,

Hn(S2)-o(n≧3), H2(S2)-Z2, Hl(S2)-0, Ho(S2)-0

より以下の関係が得られる.

dimKer△2-1,

dimKer△1-dimlm△2-m-1,

k-1-dimKerAo-dimImAl
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講義ノート

よってdimlm△1-1-dimKer△1より,

k-I+m=2

が得られる.したがって,上記の仮定を満たすベクトル場の平衡点はこの関係式をみたさなければ

ならない.

注意

Sが平衡点の集合である範囲では,この結論はEuler標数を用いた通常の議論と同一である.し

かし,ConleyIndexを用いると,Sが必ずしも平衡点ではない isolatedinvariantsetの集合であ

る場合にも同様の結論を得ることが出来る.

更に一般にcompactとは限らない多様体 M 上のベクトル場 Xが与えられた時,X のisolated

invariantsetの集合をS-(Si)t=1とし,〟-(Vsi)Si】Utm ∈M t]i,3'S･t･α(m)⊂Si,U(m)⊂
Sj)とおく･この時 connectionMatrixの性質の (4)を次で置き換えた性質を満たす行列 △nが

存在する.

(4')CHn(Ju)-Ker△n/Im△n+1が成り立つ.

定義 5

上記の △n もCormectionMatrixとよぶ.

例 6

図10の二つのベクトル場について考える.どちらの例についても,平衡点p3とp2に関しては

CH2(p2)-CH2(p3)-0,CHl(p2)-CHl(p3)-212,CHo(p2)-CHo(p3)-0
であり,平衡点 1については

CH2(pl)-0,CHl(pl)-0,CHo(pl)-212

が成り立つ.

Ju2を平衡点pl,P2とその間のheteroclinicorbitからなる不変集合とし,〟 3を平衡点pl,P3

とその間のheteroclinicorbitからなる不変集合とする.またJu を平衡点 pl,P2,P3とその間の

heteroclinicorbitからなる不変集合とする.このとき∧イ2の Conleylndexは次で与えられる.

CH2(Ju2)-0, CHl(M2)-0, CHo(.M2)-0
これに対 し,Ju3は (a)と(b)で異なる.

(a):CH2(Ju3)-0,CHl(.M3)-Z2,CHo(ル†3)-Z2

(b):CH2(Ju3)-0,CHl(.M3)-0,CHo(Ju3)-0
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｢応用解析チュートリアル｣

(a) (b)

図 10:ルイとそのIndexpairの例

よって Ju2について考えると,△1(1,2)-1となる.これに対して,Ju3については,

(a)‥△1(1,3)-0 (ConnectionMatrixの性質 (2)) (b):△1(1,3)-1

となる.よって ルイの ConnectionMatrixは

(a):△- (b):△ -

となる.(但し,△*(i,i)‥ZO2う212も△*(i,i)-0と書いた･)

＼
｣1

0

0

1

0

0

0

0

0

5 TransitionMatrix

この節ではTransitionMatrixを紹介するが,具体例について例示するに留め正確な定義,定理

の statementは省略する.

入∈(-6,1+6)(6>0)に依存するベクトル場の族 X人が人に依存しない三つの平衡点pl,P2,
p3を持ち,かつ 入-0のときの定性的なdynamicsが図 10の (a)で与えられ,A-1のときの

定性的なdynamicsが図 10の (b)で与えられるとする･更に,p2からplへのheteroclinicorbit

も人によらないとする.このとき,ある人∈(0,1)についてX人は平衡点p3から平衡点p2への

heteroclinicorbitを持つことをConnectionMatrixを用いて示す方法を解説する.(図 11参照)

考える系立-X人を人-El(1-A)とcoupleした系を考える.

(.,;
- XA

-el(1-A)

E>0のときこの系は (pi,0)と (pi,1)の6個の平衡点及び (pi,0)から (pi,1)への 3つの

heterocliniorbitと(p2,0)から(pl,0),(p2,1)から(pl,1),(p3,1)から(pl,1)への各heteroclinic

orbitと(p2,0)から(pl,1)への heteroclonicorbitを持つ･
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講義ノート

九=0

図 11:分岐問題

九=1

図 12:coupleした系のdynamics

この時各平衡点のConleylndexは次のように与えられる.

CH2(pl,1)-0 CHl(pl,1)-0 CHo(pl,1)-Z2

CH2(p2,1)-0 CHl(p2,1)-Z2 CHo(p2,1)-0

CH2(p3,1)-0 CHl(p3,1)-Z2 CHo(p3,1)-0

CH2(pl,0)-0 CHl(pl,0)-2:2 CHo(pl,0)-0

CH2(p2,0)-盗2 CHl(p2,0)-0 CHo(p2,0)-0

CH2(p3,0)-Z2 CHl(p3,0)-0 CHo(p3,0)-0

Ju をこれらの平衡点とその間の heteroclinicorbitからなる不変集合とするとき,前節と同様
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｢応用解析チュー トリアル｣

の議論によりJu に対するConnectionMatrixは次のようになる.

E=do)

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

E1.～

1

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0
0

0

0
0

0

0

0

0

ここに現れる(pi,0)から(pi,1)へのheteroclinicorbitに関する行列Ti-(Ti(3',i))をTransition

Matrixとよぶ.

(pi,0)と(pi,1)及びその間のheteroclinicorbitについてこれまでと同様の議論によりTl(1,1)-

1及び乃(2,2)-T2(3,3)-1が分かる･また,i<jならば明らかに (pi,0)から(pj,1)への

heteroclinicorbitは存在しないことよりT.(i,i)-0(i<j)がわかる.(図12参照.)

更にConnectionMatrixの性質 (3)より△1△2-0なのでT2(2,3)-1が分かるが,このこと

はConnectionMatrixの性質 (2)より(p3,0)から(p2,1)へのheteroclinicorbitが存在するこ

とを意味する.(図13参照)

_i/ I/fp3- レ

P3

_レ
PI P1-

図 13:(p3,0)から(p2,1)へのheteroclinicorbit

ここでEJOの極限を考えることによって b3,人')から(p2,人')へのheteroclinicorbitが存在

する入*∈(0,1)があることが一般論から結論される.(図14参照)
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_ / し′

^ p3 _ レ /て 3- レ

- 1pJ lpJ′′

/ t p 2 ,, ,'' /tP2
′~
′0 九*

図 14:入=入*でのheteroclinicorbit
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