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有限墨子系のシェル構造と周期軌道分岐

名古屋工大 ･工､在日 謙一郎

1 有限量子系のシェル構造

原子核,マイクロクラスターをはじめとする有限量子系は,液滴模型の様な巨視的描像でとらえられる

側面を有する一方で,構成粒子数による多様な形態の変化 (変形.構造)を特徴とする.このことは,量

子揺らぎ (シェル構造)が系の性質を決める上で重要な役割を果たしていることを意味する.シェル構造

とは.-粒子準位密度に見られる疎密の大局的パターンのことである.原子核やアルカリ金属クラスター

では,独立粒子描像がよい近似で成立することが知られており,各々の構成粒子の運動は他の構成粒子に

よって形成される平均堤ポテンシャル

vi(ri,-(,吉 )vi,(ri- rJ･,) (1)

の中の独立粒子運動として扱い得る.この平均場ポテンシャルは,原子核や金属クラスターでは woods-

saxon型ポテンシャルでよく近似される.これは粒子数の少ないときには調和振動子に近い動径依存性を

もつので,そのシェル構造は調和振動子の量子数によって分類できる.また.粒子数が多くなると井戸型

に近い動径依存性をもつ様になる.

一粒子スペクトルに現れる強いシェル効果は.系の安定性に重要な影響を及ぼす.ある近似的に縮退し

た一粒子準位群がちょうと満たされた系は ｢閉殻｣と樹まれ特に強い安定性を示す.一般にこの様な閉殻

配位は規則的に現れ 対応する粒子数を ｢魔法数｣と呼IS11.等方調和振動子の魔法数は 2,8,20,40,70,-

となる.実験的に知られている Naクラスターの魔法数は 2,8.20.40,58,- (図 1),また原子核の魔法

数は 2,8,20.28.50,82,126,-･(図2)などとなっている.

2 シェル構造と周期軌道

前節の様な規則的なシ=ル構造の出現は,量子 ･古典対応を考えることによって明確に理解することが

できる･ここでは周期軌道理論によるシェル構造の記述について述べる.【1】

2.1 可積分系

まず･自由度Jと同数の運動の定数をもつ可積分系を考える.ここでは作用Jを運動の定数にとり,ハ

ミルトニアンを H-H(t)と表す.tに共役な角度変数を Oと表すと.ハミルトンの運動方程式は

∂-諾 --(I) (2)

となり･J個の独立な周期運動が結合した多重周期運動を行うことが分かる.こうして 2才次元位相空間

中の相軌道は f次元トーラス上に拘束される (図3).
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図 1:ナトリウムクラスターの生成数スペクトル.高温の Na原子ガスを真空中に噴出し,冷却過程で生成されるクラ

スターの生成量を構成粒子数 N に対してプロットしたもの (Knightetal..1987).
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図 2:原子核束縛エネルギーの液滴模型からのずれ.鋭い谷が閉殻配位を表す.

この様な系の半古典量子化は,Bohr-Sommerfeld量子条件を多重周

期系に拡張した EBK(Einstein-BrHouin-Kel一er)量子化別によって行わ

れる.

En-H(I-fi(n+去α)), ni-0,1,2,- (3)

'tiは軌道の幾何学的性質に関係する整数で Maslov指数を表す.ここ

で.異なる量子数を持つ準位が縮退する条件を考える.量子数が △n

違う二つの準位のエネルギー差は

E-.△--E- - 芸 hAn-,i-.△n (4)

となり,これがゼロとなるには振動数 wiが整数比となることが必要で

(02

図 3:可積分系の位相空間構造.相

軌道は自由度Jと同数の周期運動が
結合したトーラス上に拘束される.
図は2自由度の場合.

あることが分かる.これは,軌道が有限の周期で閉じること.すなわち軌道が周期的になることに対応し

ている.この様に周期軌道条件がシェル構造の形成に関係していることが簡単に理解できる.

例として.調和振動子模型の-粒子スペクトルをみてみよう.図4に軸対称調和振動子模型のスペクト

ルを変形度の関数として示す.球形で見られる強い準位の縮退は変形とともに弱まる机 LJ⊥とLJzの比が

簡単な整数比となる変形度 (∂ -O.6,-0.75など)において強い変形シェル構造が形成されるのか分かる.

特に 6-0･6は長軸と短軸の比が2:1の ｢超変形｣とよばれる状態に対応し.この超変形シェル構造には
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8字型の3次元周期軌道が重要な役割を果たしている.

2.2 非可積分系

系が比可積分になると,前節で述べたようなトーラス

構造はくずれてカオス軌道が現れる様になる.しかし,

この様な系においても量子準位密度と古典周期軌道の間

に興味深い対応関係が成立する.GutzwHlerは Feynmann

経路積分を半古典近似を用いて評価することにより.準

位密度 g(E)を古典周期軌道によって表すトレース公式

と閉まれる重要な関係を導いた 【2].量子準位密度は

9(E)-∑ 6(E-En)-Tr6(E-iT)
Tl

1

裏話/dteiEt'h/drK(r,i;r,0)7 (5)

K (r〝 ,i′′;r ',t′)- (r′′軒 iLi(t′′イ )/hlr') (6)

と表される.ここで遷移振幅 方 を経路積分表示し,積

分を停留位相近似により評価する.停雷位相条件は古典

運動方程式に一致するので,この近似によって始点γ′と

終点 r′′を時間 t=i′′-t′で結ぶ占典軌道の寄与が取り

-1-0.8-0.6-0.4-0.2 0 0.20.40.60.8 1

8

図 4‥軸対称調和振動子模型 (LJX -LJy -LJ⊥)の

墨子スペクトル.変形度は 6-(LJl -LJz)/Lj.Lj -

(2LJ⊥ +LJz)/3･
出される.さらに (5)式のトレース積分を停監位相近似

を用いて評価することにより,始点と終点の運動量が一致する周期軌道の寄与だけが取り出され,トレー

ス公式

9(E,-5(E.,+写Apcos(嘉sp(E,一芸/Lp),β‥周期軌道 (7)

が得られる.これは,準位密度の揺らぎを周期軌道の寄与の和として表すものであり.さまざまな現象の

量子 ･古典対応を議論する上で最も重要な関係式である.

2.3 トレース公式とシェル構造

では,トレース公式を用いてシェル構造,すなわち準位密度の大局的揺らぎ構造の性質がどの様に理解

できるかをみてみよう.いま,エネルギースケール 6Eの揺らぎ構造に着目する.この構造に寄与する軌

道は.エネルギーを 6Eずらしたときの位相のずれが 27T程度より小さいもの,すなわち

6Sp(E)- Tp6E S2打h ∴ T pS 諾 (8)

を満たすものである.従って,短い周期Tをもつ軌道が準位スペクトルの大局的構造に関与していること

が分かる.

また.次節で述べる様にトレース公式における振幅因子 Aβは周期軌道の安定性に強く依存している.育

限量子系が構成粒子数の変化によって多様な形態をみせるのは,シェル構造の性質が変形に対して敏感で

あることによる机 このことは他ならぬ周期軌道の安定性が変形に強く依存していることの反映である.
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3 周期軌道分岐とシェル構造

ここでは,周期軌道の安定性の変化がトレース公式の振幅因子に及

ぼす影響について,特に周期軌道の分岐現象に壱目して説明を行う.ト

レース公式を導く際,トレース積分

g=
ノ､

を停留位相近似

g=F(x*)Gis(巧

A-F(x*)

F(x)ctS(I)dx (9)

e緩 (xJ )2dx-AcIS', (10)

誓, C -慧

によって評価した.ここで作用積分 S(1.)の停留点 x*が周期軌道に対

応し.停留点での曲率 Cが周期軌道の安定性を表している.いま,変

形度を連続的に変化させたとき.ある変形度を境にして曲率 Cが符号

を変えたとしよう.すると,一般にその前後で作用積分の停雷点.す

なわち周期軌道の数が変化する (図5参照).これを周期軌道の分岐現

象という.

振幅因子 Aは 1/ノ戸に比例するので,分岐点 (C-o)近傍におい

て顕著な増大を示すことが期待される.これは,C=Oにおいて周期

軌道近傍の軌道が等しい作用を持ち,経路積分においてコヒーレント

な寄与を及ぼすためである.この様に,周期軌道分岐はシェル構造の

発達に重要な役割を演じることが期待できる.

4 超変形シェル構造の解析

それでは.周期軌道理論を回転楕円体キャビティ模型 (プロレート

変形)に適用し,超変形シェル構造の成り立ちについて調べてみよう.

キャビティ模型は,ある与えられた形の壁の内部を粒子が自由運動す

る模型であり.壁との衝突は弾性的であるとする.ここでは,壁の彬

を回転楕円体

R(0)-Ro
771/6

rJsinL20+吉cos20

(ll)

にとり,変形度を長軸と短軸の比 '7 - IヱZ/Il⊥で表す.この系は任意

の変形度 T7に対して可積分であることが知られている.変形度を連続

的に変化させると赤道面内の平面軌道が次々に分岐を起こし,新しい 3

次元軌道が形成される.図6に,典型的な周期軌道を示す.

準位密度の量子 ･古典対応を解析する上で非常に有用な手法として

Fourier変換がある.キャビティ模型ではスケール別により位相空間の

構造はエネルギーに依存しない･周期軌道 βに沿った作用積分 spは

軌道の長さLβと運動量の大きさ p-枕 の積で表されるため,トレー

ス公式 (7)は

g(k)-.e(k)+∑ Apcos(kLβ-NILβ/2) (12)
β
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図5.･周期軌道分岐の概念図.作用

S(I)の停留点x-x書における曲
率Cが符号を変えると,その前後で
停留点(周期軌道)の数が変化する.
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図6:回転楕円体キャビティの周期
軌道の例.変形によって平面軌道は
上段の赤道面軌道と中段の対称軸を
含む平面内の軌道に分岐する.中断
右の蝶ネクタイ型軌道は短軸軌道の
分岐によって生まれる.下段の3次

元軌道は赤道面軌道の分岐によって
生まれる.
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図 7二左図は墨子準位密度のフーリエ変換F(L)を変形度T)とLの関数としてプロットしたもの.色の白い部分で大
きな値をもつ.右図は赤道面軌道とその分岐によって生成される3次元軌道の長さLを変形度の関数としてプロット
したもの.軌道 (5.2,1).(6,2.i)の分岐が超変形領域のシェル構造に重要な寄与をもつことが分かる.

の様に書ける.ここで,波数 kについて Fourier変換をとると

F'L'- / dkei"9'k'-写Apci叩Jjr26'L-Lβ)
(13)

となり,F(L)は周期軌道の長さ L-(,β に振幅因子 Aβ に比例する高さのピーク列をもつ関数となるこ

とが分かる.従って,量子論的に計算した準位密度の Fourier変換から古典軌道についての情報を引き出す

ことが可能である.図7に.回転楕円体キャビティ模型の準位密度の Fourier変換を示す.古典周期軌道の

長さに沿ってピークが現れ.分岐点近傍で顕著な増大を示すことが分かる.特に超変形シェル構造には対

称軸のまわりを2周する様な赤道面軌道の分岐 (m,2,1)が重要な寄与をなすことが分かる.この様に,局

期軌道分岐はシェル構造の発達に本質的な役割を演じている.

5 スピン ･軌道結合系のシェル構造と周期軌道

原子核の平均堤には強いスピン ･軌道結合があることが知られており.原子核の魔法数を理解する上で

重要な意味をもつ.この様なスピンの自由度を陽に含む系においても,周期軌道理論を適用することが可

能である 【3】.ここではスピンコヒーレント状態経路積分によって古典スピン正準変数を導き.4自由度の

ハミルトン系を構成する.スピンコヒ-レント状態は

FC)-exp(CJ')I-), q±-去(Jx土iqy)･ J十 )-0 (14)

によって定義される･これはスピン空間での波束を表し,スピンの平均の向き (19,p)は複素パラメータ ぐ
と 19

ど- eip tan-
2
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で関係つけられる.このとき古典ハミルトニアンは

Hcl-(再lI() (16)

によって得られ,スピン正準変数は

qs-p, ps- scos19 (17)

により与えられる【41.すると.スピン変数間のポ

アソン括弧式は

(SいSJ)-Ei,kSk (18)

を満たしており.量子論的なスピン演算子の交換

関係と厳密に対応していることが分かる.

いま,非等方調和振動子にLS力を加えた模型

りつ
H-Pi十∑竿-2KL′･S (19)甘

を考える.L′はstret｡hed座標x;-√拓 xiで

定義された軌道角運動量演算子である.この系に
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図8:スピン･軌道結合系の平面周期軌道の分岐.上図は
軌道の周期TをエネルギーEの関数としてプロットした
もので,縦軸に平行な線は平面軌道を表す.下図はエネル
ギーを上げていくとき,4次元軌道4Tが生成されてから
消滅するまでの様子を表す.

は.スピンが i軸方向で一定で,軌道運動が (i,k)

平面内 (ijkは xyzの巡回置換)の楕円運動となる簡単な周期軌道が存在する.この軌道のスピンを i軸

から少しだけ傾けてやるとスピンベクトル b･は i軸のまわりを回転運動し始める机 この振動数 usは運

動方程式を周期軌道のまわりに展開することにより得られ,球対称系では

LJs=rC
(: ･ 1),

LJi==LJo羊K (20)

で与えられる.複号はそれぞれ,スピンと軌道角運動量が平行なものと反平行なものに対応する.エネル

ギーを上げていくと.LJsと軌道運動の振動数との比がちょうと整数比となるところで周期軌道分岐が起こ

り.スピン運動と軌道運動が結合した4次元軌道 4Tが生成される.エネルギーをさらに上げていくとス

ピンの i軸からの傾斜角が増大していき,ついには反転して別の平面軌道に吸収され消滅する (図8).ま

た,この生成から消滅の過程で2次的な分岐が起きて,スピンが (i,k)平面付近を回転し続ける様な軌道

4Dが生じる.前者 (4T)は限られたエネルギー領域にしか存在しない机 後者 (4D)はエネルギーを上げ

ても存在し続けるので,シェル構造への寄与が期待できる.

図9は,Jt-0･2に対する準位密度 g(E)のフーリエ変換 F(T)を変形度 6と Tの関数としてプロット

したものである.古典周期軌道の周期と比較すると,上の平面軌道と4次元軌道の寄与が顕著に現れてい

るのか分かる.特に超変形領域 (♂～0.6)では4次元軌道が重要な役割を果たしていることが分かる.こ

れは,4次元軌道 4D(y.Z)の6竺 0.4における分岐と密接な関係を有している.

6 Summary

本講演では,有限量子系のシェル構造の性質を理解する上での半古典論の有用性について述べた.ここ

では量子準位密度の大局的揺らぎの性質に関して,対応する占典系の周期軌道の性質を通して明解な理解

が可能となる.これまで様々な変形自由度に対するシェル構造を調べてきた机 変形シェル構造の発達に

は例外無く古典周期軌道の分岐が本質的な役割を果たしていた.
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図 9=左図は墨子準位密度9(E)のフーリエ変換 F(T)を変形度 6とTの関数としてプロットしたもの.右図は古典
周期軌道の周期 Tを変形度の関数としてプロットしたものである.細線は平面周期軌道で,実線が赤道面軌道.破線

が対称軸を含む平面内の軌道を表す.それらの分岐によって生成される4次元軌道を太い実線および破線で表す.4次
元軌道の寄与を見やす<するため,スピン ･軌道結合定数には大きめの値 FC =0.2を用いている.

量子 ･占典対応を議論する際,可積分系では EBK量子化則,強いカオス系では GutzwHlerトレース公

式がよく成り立っている.しかし,現実の物理系のほとんどは,規則運動とカオス運動の混在した "mixed

systemHとなっている.その様な系では周期軌道分岐が至る所で起こっており,トレース公式で用いられた

停富位相近似が破綻している.この欠点を克服し,より一般的な系で軌道分岐の影響を定量的に評価する

ことのできる様な周期軌道理論の拡張が今後の重要な課題である.
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