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多自由度系の量子動力学 :古典動力学との比較

都立大･物理 奥島輝昭*

1 はじめに
古典動力学では､系の自由度に定性的に依存する現象 (例えば､自由度が3以上の系でのアー

ノル ド拡散)が知られている｡量子動力学においても､自由度に依存した ｢量子性によるカオス

の抑圧｣とトンネルで拡散しようとする効果の競合で引き起こされる量子現象が期待されている

[1]｡このような非平衡緩和過程における多自由度系の量子動力学は統計力学の基礎として重要な

だけでなく､現実の物理系の振る舞いを理解するのにも重要である[2日 例えば､統計的化学反

応論の基礎である分子内振動エネルギー再分配【2,3]や､メゾスコピック系の輸送の問題[4,5]と

関係してくる｡先駆的研究のおかげでいくつかの重要な洞察が得られ [6,7,8ト 現在も活発に研

究されている【9,10,ll,12]｡しかしながら､(特に多自由度系の場合には)基礎的な性質に限っ

ても十分な理解には到達していない｡量子系の自由度に依存した非平衡過程を動力学的に理解す

ることを目的とし､量子古典対応を調べた｡

2 モデル
低エネルギー励起状態の動力学を記述するモデルとして､4次の多項式相互作用項をもつ振動

子系を考察する｡このハミル トニアンは､

H - ∑ hukaとak
k

十人 ∑ [will,)k2,k3,k｡a摘｡atk,at4十 硬 ,)k｡,た3,k4atlat,at3a-k｡
kl+k2+k3+k4-0

+wk(≡,)k｡,k3,k｡a摘2a-た3a-k｡十h･C･] (1)

である｡人は非可積分性のパラメタで人が小さいとき近可積分系になる｡

具体的なWk(ik,k3,k｡の値は以下の手続きで与えられるものを採用する0

1.〆 onsite相互作用をもつ一次元格子振動モデルを連続体近似する｡その結果､この系は

L-妄(b2-¢招--242)一芸¢4

なるラグランジアン密度で記述される｡ここで4,-4,(x,i)0
2.長さLの周期的境界条件を課す｡

3.運動量空間で､低エネルギーモード(波数 k--A,･･･,0,1,･･･,A)のみ残し､それ以外の

モードは無視する｡この結果､許される全自由度Nは2A+1(-1,3,5,7,･-)となる｡

umklapp過程を含むFPU-β､¢4などの空間格子モデルと異なり､連続体近似を採用したことか

ら､Wk(ik,k,,た｡∝6kl+k2.k3+k｡,0が成立するoこれより全運動量p-∑hknkiま保存量であるこ
とが分かる｡波数空間での相互作用項が簡単な形をもつハミルトニアン(1)は､多自由度系のダ

イナミクスの理解に有効であろうと考えられる｡
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このモデルに対して有効な数値スキームの開発を行った【13]｡このスキームは､FPU-β､戸田
格子などにも適用可能である｡以下で､我々の開発した数値スキームの概要を報告する｡興味

のあるのは低エネルギー励起状態の動力学なので､Ecut以下のエネルギーをもつ粒子数状態 In)

(Holn]-∑ khuknk<Ecut)に制限し､これらで張られる空間を近似的状態空間とする｡この状

態空間の次元をLとする｡

まず､sI法は2次のSI(SI2)の評価法が与えられれば時間依存ハミル トニアンにも適用可能な

高次スキームが構成できることに注意する[14,15,16]｡ハミルトニアン(1)をn表示での対角項

Aoln]とそれ以外のai,aいこついて4次の項 ∑i≧1Aii=分解する｡ただしai,afの4次の単項式

とそのエルミート共役の和をAiとした｡我々が評価すべきS12は､ I --ihxdtとして､

sI2(x)-e乎 -･e牛 exAMe三年 土 ･･･e半

である (ここでAiの個数M を導入した).exp(xAo/2)はn表示で対角的だから容易に評価され

る｡残るi-1,2,-･に対するexp(xAi/2)ゆ)の評価には､｢基底の並び替えにより､Aiはブロッ

ク対角行列となり､各ブロックは､対角成分が零の3重対角行列となる｣ことを利用する｡あら

かじめブロック行列Br(r-1,･･･,Nb)の固有値D,を求めて記憶すると､Brの対角化行列Sr
を用いて､

申r:-S,申r, ◎r‥-exp(xD,)申r, 申r:-S,T申r, (2)

と評価できる｡ここで申rは､ l◎)をブロック行列 Brの基底へ射影して得られる成分からなる

列ベクトル｡(2)に必要な対角化行列Srは､Brは3重対角行列 (この次元を L,とする)であ

るから､～Lr2の乗算回数で求められる.また､(2)の行列演算に要する乗算回数は～L至の程度

の量である｡結局､(2)の評価に要する計算量は合計L,2程度の乗算回数である｡この評価より､

SIのonestepに要する計算コスト(乗算回数)は､ブロックの大きさLbの平均値 (Lb)を用いて､

(L/(Lb))×(Lb)2 -L/Ll/D(Ll/D)2-Ll+l/D(Dは系の自由度)程度と評価される｡このことか

ら､全ハミル トニアンを対角化して時間発展を計算するなどの素朴なスキーム (この場合は～L3

の計算コスト)よりも､このスキームは効率が良いことが分かる｡要する記憶容量､スキームの

収束性などの詳細は【13]を参考にして頂きたい｡

3 数値実験結果

3,5,7自由度系に対して､摂動パラメタ人を様々に変化させて数値実験を行い､生存確率

の時間発展を求めた｡対応する古典系についても数値実験を行い【17ト 量子動力学と比較した｡

確率的に変動する外場の影響下での量子動力学の数値実験を行い､系の外場への応答を調べた｡

3.1 古典動力学と量子動力学との比較

量子系の生存確率p(i)はP(i)-l(@t=oI◎t)I2で定義される｡初期状態を粒子数状態に設定した

悔=o)-ln)｡この粒子数状態に対応する古典系の初期分布pた｡(Ⅰ,i)(Ⅰと4,とは作用と角変数)

として､ptcto(Ⅰ,4)-CxOn(Ⅰ)を採用した｡ここで､On(Ⅰ)はⅠの量子化 (In-h(n+h/2))

に対応し､Ⅰ｡-A/2<Ⅰ<In十h/2を満たす領域で1､それ以外では0で定義される関数であり､

CはI艇 ｡(Ⅰ,Q)dlddに 1となるように決められる規格化定数である｡すると､生存確率の古典

対応物はPCl(i)-Idld4･O n(Ⅰ,4)×e~iL:IItPtCi｡となる｡このL:H は - iL:HPCl-(H,Pcllp.B.
である｡

図ト4に数値実験の結果を示した｡これらから分かることは､

(1) (短時間領域のスケーリング)短時間領域では､量子､古典ともにT-入tでスケールさ

れる｡この領域では､図 1､2､3のPvs7-のグラフは一つの曲線で表される｡とくに､短時間
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図 1:3自由度系の生存確率p(i)の時間変化｡上から入-1,2,4の結果｡量子動力学による計算結果 (左)と､古
典動力学による計算結果 (右)｡
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図 2:5自由度系における P(i)の時間変化O上から入-1,2,4の結果｡量子動力学による計算結果 (左)と､古典
動力学による計算結果 (右)｡

額域でexp減少を示す5, 7自由度系の寿命は∝入であるがわかる｡(cf. goldenruleだと寿

命∝入2となる｡)

(2)(低自由度系の量子振動状態)図1から､3自由度系での古典動力学の生存確率p(i)は時

間の経過と共に減少し､一定値に収束する (図1右)ことが分かる｡一方､量子3自由度系では､

P(i)は大きな人でも量子振動を示し､まったく緩和しない (図1左)｡この結果は､2自由度孤

立系や､周期外場中の1自由度系で発見された ｢量子性によるカオスの抑圧 (またはdynamical

localization)｣[18,19]と整合する｡つまり､ハミルトニアン(1)では全運動量が保存するので正

味の自由度は3-1-2の孤立系と同じになる｡このことから､｢量子性によるカオスの抑圧｣が

原因で局在し､その結果､量子振動を示すと推察される｡

(3)(多自由度系での量子振動状態の存在)図2､3の左図が示すように､古典系は､摂動人

が小さくても (A- 1)､十分に混合的である｡一方､対応する量子系は量子振動状態であること

が分かった｡これより､多自由度系でもカオスが弱い系では量子的に局在することが分かる｡

(4)(多自由度系の量子生存確率の緩和)自由度が大きく(≧5)､人が比較的大きな (A-4)

系では量子動力学での生存確率が時間とともに減少する｡量子動力学5自由度系の生存確率p(i)

は､図2に示したように､人を大きくすると量子振動から､ほぼ単調な減少を示すようになる｡

特に､人の大きな領域ではべき的な緩和がみられた (図4参照)｡我々のモデルと異なるモデルで

も､古典極限でカオスを示す 1自由度量子開放系や 【5,20ト ランダムな振動数をもつ非線形振動

子結合系で [9】量子系のべき的な緩和が数値実験で発見されている｡残念ながら､これらとの関
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図 3:7自由度系におけるP(i)の時間変化｡上から入-1,2,4の結果｡量子動力学による計算結果 (左)と､古典

動力学による計算結果 (右)｡
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図 4:5自由度皇子系におけるP(i)の時間変化の両対数プロット｡上から入-1,2,4｡直線は0.1/t｡

係はまだ分からない.図3からは､量子動力学7自由度系の P(i)は急激に減少し､5自由度系

と比較して量子振動の振幅が小さくなることが分かる｡

以上から､量子効果によりP(i)の振る舞いが大きく変更されることが分かった｡次に､量子と

古典の比較 をより詳細に観察するためにlogスケールでプロットしたのが図5である｡これから､

(5)(量子局在)古典系は摂動人の小さな系でも急激に減少し､ほぼ一定の値に落ち着き､混

合性を示す｡それに対して､量子系のP(i)は一定値に緩和することなく､揺らいでいる｡その長

時間経過した時間領域での量子系の平均値と､古典系の平衡値とを比較すると､局在傾向を示し

ている (量子の平均値/古典の平衡値 >1)｡さらにグラフから､この相対的な局在傾向 (量チの

平均値/古典の平衡値)は人の値に関係することなく､系の自由度だけに関係し､

3自由度系のとき-⇒ 量子の平均値/古典の平衡値 ～ 1

5自由度系のとき-⇒ 量子の平均値/古典の平衡値 ～ 10

7自由度系のとき-⇒ 量子の平均値/古典の平衡値 ～ 100
程度であることが分かる｡

(6)平衡状態に達するまでの過渡的な時間領域において､古典系の変動の様子と量子系の変

動の傾向が類似している｡古典の微少な変動は相空間の局所的な非一様性に原因があると考えら

れる｡一方､量子系ではこの局所構造が量子性によるカオスの抑圧の効果で強調されより大きな

スケールで同様の変動をしているものと考えられる｡
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図 5:生存確率 p(i)の時間変化のlogプロット｡5自由度系の量子と古典の比較 (左)と7自由度系の量子古典の比
戟 (右)｡

3.2 多自由度量子系のノイズ外場への応答

確率的に変動する外場の影響下でのハミル トニアン(1)の動力学を調べる｡外部のノイズを

モデル化するため相互作用項を確率的に変動させた :Wiik,k3,k｡を確率変数頑;),k2,k3,k4(i)に置

き換えたモデルを考察した｡具体的には､W(-瑠k2,k3,k｡)を異なるil(kl,k2,k3,k4)の間で

独立な､面(i)- W と(秤(i)-W)(面(i,)-W)-6W2×6(i-t′)とをみたす確率変数帝(-

iVk(;),k2,A,,k.(i))tこ置き換え､6W/W だ数%の範囲で変動させたo

このモデルの生存確率t(Ot=oIU(i)l◎t=o)l2 を数値実験した｡3,5,7自由度系すべてが図6

と同様のノイズへの応答を示した｡つまり､P(i)へのノイズの影響は少なく､定性的に変化しな

かった｡この結果はノイズの強さが量子干渉を壊すのに十分な強さでないことを示している｡と

同時に､孤立系で見られた緩和 (図2､3)が数値誤差などの原因による物ではない､ノイズに強

い量子動力学特有の現象であることを示している｡
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図 6:ノイズ外場中の3 (左図)､7(右図)自由度量子系のP(i)の時間変化 :+,×,*は入-1,2,4の結

果｡曲線は孤立系の時間変化 :上から入-1,2,4の結果｡

4 まとめ､課題
多自由度系の低エネルギー励起状態の動力学を記述するモデルとして多項式相互作用をもつ

ハミル トニアンを採用した｡このハミル トニアンに適用可能な数値スキームの概要を報告した｡
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3,5, 7自由度系に対して､摂動パラメタ 人を様々に変化させて数値実験を行い､生存確率

l(Ot悔=o)l2を観察した｡その結果､(1)摂動 人の小さな系では､すべての自由度の系で量子

振動状態が観測された｡(2) 3自由度系では常に量子振動が､自由度が大きく(≧5)人が比較的

大きな系では量子動力学での生存確率が時間とともに減少することが観察された｡特に､5自由

度系ではべき的な減少を示す 人が存在した｡対応する古典動力学の数値実験を行い量子古典対応

を調べた｡これから以下が明らかになった｡(1)古典系は摂動 人の小さな系でもすべての自由

度の系で急激に減少し平衡状態に到達する混合的である｡量子系は､対応する古典系の平衡値を

基準として局在傾向を示し (量子/古典 >1)､平衡値における量子/古典の値が自由度の増加と

ともに増大する､つまり､局在傾向が強くなる｡(2)平衡状態に達するまでの過渡的な時間領域

において､古典系の変動の様子と量子系の変動の様子とが (それらの値が大きく異なる場合にお

いても)類似している｡これらは､量子性によるカオスの抑圧により相空間の局所的な構造が強

調されたことによるものと推察される｡さらに､ノイズの加えられた量子動力学とノイズなしの

孤立系の量子動力学の比較実験を行った｡両者の間には定性的な変化が観測されなかった｡これ

らはノイズに強い安定な構造が非平衡緩和過程に存在する場合があることを示している｡

今後の課題として､本研究を通してその存在が示唆された､非平衡緩和過程の安定な構造を理

解する必要がある｡そのためには､多自由度古典動力学における緩和とその周りの微妙な揺らぎ

のメカニズムを理解する必要がある｡このメカニズムに基づいて相空間内の古典動力学を理解し､

さらに､どの古典的不安定性が ｢量子性によるカオスの抑圧｣により安定化させるのか?を調べ

ることで､多自由度における量子効果をより良く理解できるようになると考えている｡これには､

考察しているハミル トニアンが入=0の可積分ハミル トニアンに摂動を加えた近可積分的な形式

であることから､共鳴解析 [2,61や､Laskarの周波数解析 [21]などの手法が､有用であろうと考

えている｡

最後に､有益な助言を与えてくださる東京都立大非線形物理研究室首藤啓､田中篤司の両氏に

深く謝意を表したい｡また､下らない疑問や､長時間の議論につき合ってくれる研究室のメンバー

にも感謝したい｡
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