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は し が き

近年固体電子論ではますます豊富な相 (状態)が登場している.例えば,電荷密度波 (chargedensity

wave:CDW),スピン密度披(spindensitywave:SDW),バイエルス状態 (peierls'state),軌道秩

序状態,S一波超伝導状態,d一波超伝導状態,トリプレット超伝導状態,磁場中の超伝導の種々のボル

テックス状態等がある.さらには強磁性(FM)と超伝導との共存状態等,ますます豊富な状態が見

出されている.

これらの各状態はそれぞれの研究現場 (物質系)での格闘の中で先人達による深い洞察と名人

芸によって個別的に求められてきたものである.研究者,特に若い研究者にとって,これらの多様

な状態を全般にわたって理解し把接していくことは困難になっている.このような多様な状態を,

系統的統一的に把捉し,他にどのような状態が有り得るかの見通しを付けておくことは,状態の理

解のみならず,これからの研究にも重要である.

上記の多くの状態は対称性の破れという観点から整理することが出来る.系が転移温度より高

温で,ある対称性(群Goで規定される)を持っているとき,どのような対称性の破れた状態(群Go

の部分群GJl(i-1,2,･･･)で規定される)があり得るか?が問題となる･本論文は多様な状態を対

称性の破れという観点から,系統的に導き出す手法を解説する.そのための数学的手段が群論的分

岐理論である.

分岐理論は外部パラメーターが変化したとき,非線形方程式の解の構造がどのように変化する

かを研究する理論である.この非線形方程式がある対称性 (ある群Goに共変な方程式という)

を持つとき,解の持つ対称性を論ずるのが群論的分岐理論である.この群論的分岐理論は198

0年頃Sattingerl),vanderbauwhede2),cicogna3)等によって整備されてきた. これらの結果

はGolubitsky,StewartandShaefferによる優れた書物SingularityandGroupsinBifurcation

Theory4,5)に詳細に記載されている.この解説では群論的分岐理論を,変分間題の観点から物性物

理の研究者にも馴染みやすい形で解説し,その物性理論での対称性の破れた状態への適用を述べる.

読者として物性物理の4回生､修士課程の大学院生程度が対象とし,群論の知識は仮定していな

い.その1では第5章までを掲載し,その2(掲載号未定)では第6章以降を掲載する.

1本稿は､編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である.

2この原稿は,高知大学,岡山大学での集中講義のノートを元にして作成された.

3E一mail･･kk･ozaki◎f2･dion･ne･Jp
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物性理論における群論的分岐理論入門(その1)

第1章 序論:対称性の破れとは

第1節で一次元電子系を例にとって,対称性とその破れについて説明する.簡単な必要最小の群を

用いて電子状態と,対称性を示す部分群構造との関連を述べる.第2節で簡単な数学的モデルを例

として,変分間題の解の対称性と対称性の破れについて述べる.群に関する用語については,第2

章に詳しく述べるので,この章はあまり気にせず読み進んでほしい.

1.1 -次元電子系における対称性の破れ

電子状態の対称性の破れと群と部分群の関係を直感的に把握するために,一次元電子系の色々な

対称性の破れた状態を考察する.これらの状態を図示すれば図1.1のような状態が考えられる.追

伝導状態は直感的な措像を書くことが困難であるのでここでは考察しない.以下これらの状態の

対称性の群を考察する.

a)N:これは正常状態 (normalstate‥N)を示す･この状態は格子間隔をaとし,x軸方向の単位

ベクトルをexすると,tl-aexの並進に対して対称である.並進の集合

L(tl)- (- ,-nil,･･･,-2tl,-tl,0,tl,2tl,- ,ntl･･･), (1.1)

をtlを基本周期ベクトルとする一次元並進群と呼ぶ.正常状態はまた原点0に関する空間

反転1:Z･x==事-xに対して不変である. 正常状態はスピン密度はゼロであるのでスピ

ンをx軸の回りの7T回転 (これをu2xと記す)しても不変である.正常状態はこれ以外の対

称性 (ゲージ対称性その他)を有するが,ここでは説明を簡単にするため,上記の対称性だけ

を考慮することにする.これらをまとめて正常状態の対称性の群 (群の正確な定義は第2章

で行う)GNは次の様に書かれる.

GN - (E,u2x)(E,I)L(tl), (1.2)

ここでEは恒等元である.基本的な対称操作は並進tl,スピン回転u2｡,空間反転Zの3つで

ある.これらの要素は群GNの生成元(generator)と呼ばれる.この状態は二つ以上の生成元

を同時に作用させても不変である.たとえばtlとu2,;を同時に作用させる操作 u2xtlに対し

て状態は不変である.これはこれらの要素が群をなすことを示している.上に述べた対称操

作のうちどれか (ひとつまたはそれ以上)が失われてて対称性が破られた秩序状態が得られ

る.それらのうち直感的に図示しやすい状態について個別に説明する.
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a) Ⅳ

b) cDW

C) BOW

d) FM

e) SDW

↑

0

===E 樹

図 1.1:一次元電子系の状態.a)は 正常状態(N),b)は電荷密度披(CDW),C)はバイエルス状態

(BOW (bondorderwave)),d)は強磁性状態(FM),e)はスピン密度波状態(SDW)を示す.0の
大きさは電荷密度の大きさを表す.(†,J)はスピンを示す.結合線の太さは原子間結合の強弱を示

し,太いほど強い.中心の0は∬座標の原点で空間反転の中心を示す.

b)CDW;これは電荷密度波 (chargedensitywave:CDW)で電荷密度が交互に変動する状態で

ある.

円の大小 (○ ,○)が電荷密度の大小を表している.図1.1bより次の対称性を持つことが分
かる.

GcDW - (E,u2x)(E,I)L(2tl), (1.3)

ここでL(2tl)は2tlを基本周期ベクトルとする一次元並進群である.この状態はスピン回

転u2x,空間反転Iの対称性は保存されているが,並進操作tlの対称性が失われ,基本周期ベ

クトルがtlから2tlになった状態である.

C)BOW;これはバイエルス状態とも云われている.原子間結合の強さが交互に変わる状態で化

学の分野では結合次数波 (bondorderwave:BOW)と呼ばれている･(- ,- )は結合距離

が短 くて強い結合と結合距離が長くて弱い結合を表す.この状態の対称性は

GBOW - (E,u2x)(E,nl)L(2tl), (1.4)

である.この状態は独立の空間反転対称性Zと基本並進対称性tlは失っている.しかし基本

並進tlと空間反転 Zを同時に行う操作Ztlに対しては不変である.

- 5 14-



物性理論における群論的分岐理論入門(その1)

d)FM:これは強磁性状態(Ferromagneticstate:FM)を示す.矢印†,Jはスピンの向きを示す.

この状態は次の対称性を持つ.

GF - (E,I)L(tl). (1.5)

この状態は並進対称性tl,空間反転J対称性を持っているが,x軸の周りのスピンの7T回転

㍊2｡に対する対称性を失っている.

e)SDW:これは反強磁性(Antiferr0-magneticstate:AF)状態またはスピン密度披(spindensity

wave:SDW)と呼ばれている状態である.次の対称性を持つ.

GsDW - (E,I)(E,u2xtl)L(2tl). (1.6)

この状態は空間反転Zの対称性を持っており,並進対称性tl,X軸の周りのスピンの7T回転

u2∬に対する対称性を持っていないが,tlの並進とスピン回転u2xを同時に行う操作u2xtlの

対称性を持っている.

これらをまとめると表1.1のようになる.以上より一次元電子系の電子状態は正常状態の対称性の

状態 対称性の群

正常状態(N) GN - (E,u23)(E,I)L(tl)

電荷密度披(CDW) GcDW - (E,u2x)(E,I)L(2tl)

バイエルス状態(BOW)GBOW - (E,u2x)(E,Ill)L(2tl)

強磁性状態(FM) GFM - (E,I)L(tl)

スピン密度披(SDW) GsDW - (E,I)(E,u2｡tl)L(2tl)

表 1.1:1次元電子系の電子状態の対称性

操作の群GNの部分群(GcDW等)で特徴付けられることが分かった.

逆にGNの部分群Gjをリストアップすることが出来れば,可能な電子状態をリストアップする

事が出来ると予想される.超伝導,スパイラルスピン密度波等の多様な状態を考察するためには,

GNとしてもっと多くの対称変換の要素をもつ群を考える必要がある.以下の章では一般的な系で,

正常状態の対称性の群から可能な部分群,したがって可能な対称性が破れた状態を系統的にリスト

アップする方法を記述する.

1.2 簡単な数学的な例

対称性の破れと,群と部分群の関係を数学的により明確に捉えるために,次の自由エネルギーの

変分問題を考えるを考える.

F(x,A)- x4-2人x2, (1･7.)

ここでx∈a(Rは実数体を表す)は状態変数,入∈Rは温度,圧力等の外部パラメーターであ

る｡｢パラメータ一入を変えたとき,それに伴ってF(x,A)の最小値を与えるxはどのように変わ
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図 1.2:入≦0の場合.

-ヽ庁 'ヽ庁

図 1.3:入>0の場合.

るか ?｣という問題を考察する.F(x,A)のグラフは図 1.2と図 1.3のようになる.以下F(I,A),

･(I,A)-冨 (I,A)および 0(I,A)-0の解x(N の対称性を考察する･
F(x,A)の対称性:

F(I,A)はGo-(E,I)不変な関数である.すなわちI･x--xを考慮して

F(Z･x,A) - F(-x,A)ニトx)4-2人(-I)2

- x4-2人x2-F(I,A),

が成 り立つ.これは次の様に書 くことが出来る.

F(g･x,A)- F(I,A)forg∈Go.

このことをF(x,A)はGo不変な関数 (Goinvariantfunctiomn)とよぶ.

.r(九)

x'(A)

図 1.4:解の分岐.実線は安定な解,点線は不安定な解を示す.

◎(∬,A)の対称性:

F(I,A)の極値を与えるxは

抽 入)≡ 芸 恒 )-4(x3-人x)-0,

-516-

(1･8)

(1.9)

(1 .10)



物性理論における群論的分岐理論入門(その1)

より求められる.◎(∬,A)は次の関係を満たす.

◎(I･x,A) - 4((-x)3-人トx))ニー4(x3-人x)- -◎(I,A)-Z･◎(a,A). (1.ll)

すなわち

◎(g･x,A)- g･◎(a,A)for g∈Go. (1.12)

(1.12)の関係が成り立つことを,◎(x,A)はGo同変(Goequivariant)またはGo共変(Gocovariant)

であるという.(1.9)と(1.12)との違いに注意されたい.

◎(x,A)-0の解x(A)の対称性:

◎(x,A)-4(T3一入x)-4x(x2-A)-0の解x(A)は次のようになる.

入≦ 0 のとき ∬-∬o(A)≡0のみ

入> 0 のとき x-xo(A)-0 と x-xj=(A)≡±√丈 (1.13)

図1.2,図1.3に見られるように,入≦0で∬o(A)が,入>0で∬士(A)が安定な解 (極小値)であり,

入>0ではgo(A)は不安定 (極大値)な解になる.まず∬o(A)の対称性を考える.∫･∬o(A)-∫lo-

-0-0-xo(A)より

∫･∬o(A)- ∬o(A)

したがって

g･xo(A)- xo(A)forg∈Go.

このことをxoはGo不変な解であるという.

ある方∈Rに対して

G(x)- (g∈Golg･x-x)

(1.14)

(1.15)

なる群の元の集合をxの不変部分群または固定部分群という.ここでtg∈GoIA)は条件 Aを
満たすGoの元の集まりを意味する.xoの不変部分群G(xo)はxoを変えない対称操作として定義

され

a(xo) ≡ (g∈Golg･xo-xo)-Go,

x .(A ) Ⅹ｣(A )x ' (A )

図 1.5:転移による解の不変部分群の変化.
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となる.

つぎにご土(A)の不変部分群を考える.

I･x土(A) ニ ー(j=√丈)-〒ノ丈-xf(A)≠x土(A)

であるので,解x土(A)の不変部分群G(x土(A))は

(1.17)

G(x土(A)) ≡ (g∈Golgx土(A)-xj=(A))-(E)-C1-Gl (1.18)

となる.ここでClは恒等元Eのみからなる群である.図1.4に人と解xo(A),I+(A),x_(A)の

様子を示す.図 1.2,図 1.3に見られる様に実線は安定 (最小値)な解を,点線は不安定 (極大値)

を示す.これを群の言葉で言い換えると,A-0で安定な解の不変部分群はGo-(E,I)-から

Gl-C1-tE)へ変化したということが出来る.これは図1.5のように表すことが出来る.

-変数の場合は群の概念が無くても解析は容易であったが,多変数になり,群Goがもっと多く

の対称操作を含む場合には,｢図 1.5に対応する図はどのようなものになるか?｣,｢Goから,多

くの部分群の中のどのようなの部分群に移行するか?｣が問題になる.
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物性理論における群論的分岐理論入門(その1)

第2章 群と部分群

固体物理における対称性の破れた状態は第一段階として,現象論であるGinzburg-Landau(GL)哩

論または微視的理論の基礎としてHartree-Fock-Bogoliubov近似で扱われる.これらの理論はある

群Goに不変な関数の変分間題として定式化できる.対称性の破れは変分間題の解の不変部分群

G3･(Goの部分群)として特徴付けられる･したがって ｢元の群Goに対してどのような部分群Gj
があるか?｣を理解することが重要になる.第2.1節では群とその部分群,共役部分群について説明

する.第2.2節では二つの群HとKの直積HxKの部分群を求めるときに重要な役割を果たす

剰余類,準同型定理,第一同型定理について述べる.第2.3節では二つの群H,Kの直積HxKの

部分群を系統的に求める方法について述べる.これらは空間回転 ×スピン回転,間回転 ×ゲージ

変換等の対称性の破れを議論するときに重要になる.銅酸化物の多くが持つ対称性 :正方格子に現

われる点群84の例を通じて部分群,正規部分群,準同型定理等の諸概念の理解が得られるように

解説する.

2.1 群,部分群,共役部分群

群の定義

集合G-(91,g2,- ,gN)の任意の二つの元gi,gj∈Gに対して積gigjが定義されていて,次の4

つの公理が成り立つとき,集合Gを群(group)と呼ぶ.

1･任意の2個のgi,gj∈(=こ対してgigj∈G･

2･結合律gi(gjgk)-(gigk)gkが成り立つ･

3.Gの任意の元g∈Gに対して

glg = ggl=g

となる91∈Gが存在する.以下これをEと書くことにし,単位元と呼ぶ.Gの単位元である

ことを明示する必要があるときはEGと記す.

4.Gの任意の元g∈Gに対して

9-19 - 9g-1-E

なる9-1∈Gが存在する.g-1をgの逆元と呼ぶ.

Gの元の個数NをGの位数(order)といいLGlで表す.
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91 92 gj gN

gl glgl glg2 'H glgj H' glgN

92gigN 9291 9292 日. g2gj H' 92gNgigl gig2 'H gigj gigNgNgl gNg2 'H gNgj H. gNgN

表 2.1:群表の作成.

定理 2.1組みかえ定理

位数Nの群G-(gl,g2,･,gN)が与えられたとする.Gの任意の元gを各元に掛けて得られる集合

(991,992,･･･,ggNl (2.1)

の中にはGの元が 1度,ただ1度だけ現われる.

証明

Gの任意のgkに対してgk-ggiとなるgiが存在する.何故ならばこの式に左からg~1をかける

とgi-a-1gkを得るから･このようなgiは1度だけ現われる･なぜならgi≠gjでgk-ggi-ggJ･

なったとすると,gi-9-1gk,gj-9-1gkとなってgi-93･となるから,gi≠gjに矛盾する･I

(2.1)では左からgを掛けたが,右から掛けても同じ定理が成り立つ.

表2･1は群表と呼ばれ群のすべての元を縦と横に並べて元giと93･の積gigjをgiの行とgjの列

の交点に書き込んだ表である.群の性質は群表で完全に定まる.定理2.1によって群表の全ての行

と列で,Gの各元が 1度ずつ,そして1度だけ現われることになる.

例 2.1C4

これは位数4の群であり,ある軸のまわりの2km-/4(k-0,1,2,3)回転のなす群として実現される.

通常その軸はZ軸が選ばれる.そのときC4は図2.1の図形の対称操作からなる群である.群C4

は次の元からなる.

C4 - (E,C4lz,C42Z,C43Z)

- (E,C4+I,C2Z,C4-I) (2･2)

ここでCIzはZ軸の周りのjx27T/4回転の操を表し,C4+I-C4lz,C2Z-C42Z,C4lz-C43Zである･
C4の辞表が表 2.2のようになることは容易に確かめられる.

例 2.284

これはC4にx軸周りの7T回転 (C2｡と記す)の相称操作を付け加えたものである.すなわち

D4 - C4+C23,C4

- (E,C4+I,C2Z,C4lz)+(C2x,C2｡C4+I,C2xC2Z,C2｡C4lz)
- (E,C4+I,C2Z,C4lz)+(C2｡,C2b,C2y,C2a)

- 520-

(2.3)



物性理論における群論的分岐理論入門(その1)

b a

●○

○ ●
● ○

○●

図 2.1:C4対称性を持つ図形. 図2.2:D4対称性を持つ図形.x,y平面の上方に

I,y平面の上方にある点を･で ある点を･,下方にある点をOで表している.

表している.

E C4+zC2zC4-I
E E C4+zC2Z-C4-I
C4+IC4+zC2zC4-z E
t72ZC2zC4-z E C4+I
C4-I04-z E C4+zC2Z

表 2.2:C4の群表.

ここでC2y≡C2xC2Zはy軸の周りの7T回転 C2a≡C2xC4-Zは図2･2のa軸の周りの打回転を表

し,C2b≡C2xC4+Zは図 2.2のb軸の周りの7T回転を表す.また(2.3)で記号"+"は代数的な和で

はなく,集合としての和を意味する.今後群の関係を表す等式で記号''+"は集合としての和を表

すものと理解されたい.図2.2より84の群表は表2.3のようになるのは容易に確かめられる.

E C4+zC2zC4-zC2xC2yC2ふ C2b
E E C4+zC2zC4-zC2xC2yC2a C2b
C4+IC4+zC2zC4-z E C2a C2bC2yC2x
C2ZC2zC4-z E C4+zC2yC23C2bC2a
C4-IC4-z E C4+zC2zC2bC2a C2xC2y
C2xC2xC2bC2yC2a E C2zC4-zC4+I
C2yC2yC2a C2〇C2bC2z E C4+zC4-I
C2a C2a C23C2bC2yC4+zC4-zE C2Z
C2bC2bC2yC2a C2xC4-zC4+zC2z E

表 2.3:84の群表.

群の元の集合(pl,P2,-･,Pm)があって群Gのすべての元がtpl,P2,･･･,Pm)およびそれらの道元

の幕の有限個の積で表されるとき,(pl,P2,･･･,Pm)を群Gの生成元(generators)という.群Gは
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生成元tpl,P2,- ,Pmlで生成されるという.群表を定めるのに必要十分な S個の関係式

fkb)1,P2,- ,Pm)-E(k-1,- ,S) (2.4)

があるとき,これらの関係を群Gの定義関係 (definingrelations)という.群Gの生成元は一意的

とは限らず,多様な選び方がある.

例 2.3C4の生成元とその定義関係

C4の生成元をpl-C4+Zとする事が出来る･何故ならば

E -p壬-(C4+I)4, C4+Z - Pl-C4+I

C2Z - P写-(C4+I)2, C4-Z - P壬-(C4+I)3
(2.5)

となってC4のすべての元がpl-C4+Zの幕でかけるからである･また生成元C4+Zの定義関係は

p壬- E (2.6)

である.同様にpl-C4-2も生成元になり得ることは容易に分かる･l

例 2.4D4の生成元とその定義関係

例2.3とD4-C4+C2xC4より,D4の生成元として(pl-C4+I,P2-C2xlを取ることが出来る.
D4の元は次の様にpl,P2の幕で表される.

41
2
mr
mr

こ
こ

E

c
)a

d
s
q
y

2ーmr121p.p.

生成元(pl-
C4
+
I,P2-
C2x
)の定義関係は

p壬
p…

P2PIP2Pl

である
.
t

2,p.211p.mrここ之αucqucq

h]
h]
Eq

T

十一
二

lmr

3
1
2

mr
p

二
ニ

tiS
tia

(2
.
7)

(2.8)

集合Gの部分集合Hが,Gにおいて定義された積に関して群をなすとき,H をGの部分群とい

う.単位元Eのみからなる集合C1-(E)とG自身もGの部分群である.これら以外の部分群を
真部分群という.｢Gにどのような部分群が存在するか?｣という問題は対称性の破れの問題で中

心的な役割を果たす.

群Gの部分集合HがGの部分群であるための必要十分条件は次の2条件である.

(a)hi,hJ･∈H‥⇒ hihJ･∈H

(b)h∈H=⇒h11∈H

証明

Hが Gの部分群ならば (a),(b)が成 り立つことは明らかである.逆に(a),(b)が成 り立つとする.

(a)よりHは積に対して閉じている.結合律はHがGの部分集合であるから,Hについても満た

される.(b)より道元の存在と,hhl1-E∈Hより単位元がHに含まれる.よって群の4条件が

満たされるので,Hは群である.1
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例 2.5上)4の部分群

例2･4のようにD4は2個の生成元(C4+a,C2｡)で生成された.D4の1個の元または,(C4+I,C2｡)

以外2個の元を生成元として群を生成すると,部分群が得られる可能性がある.

1個の生成元の場合

生成元がpl-C4+Zの場合･p壬-Eであるのでtpl,P芋,p壬,p壬-E)-tE,C4+I,C2Z,C4-zl-C4が
pl-C4+Zが生成される部分群である･pl-C4lzの場合もC4が生成される･

pl-C2Zとするとp写-Eであるので,(pl,Pf)-(C2Z,El-C2Zが生成される.

同様にpl-C2xとするとp亨-Eであるので,C2x-(E,C2x)がpl-C2yのときC2y-(E,C2y)

が,pl-C2aのときC2a-(E,C2a)が,pl-C2bのときC2b-(E,C2b)が生成される.

2個の生成元の場合

生成子が tpl-C4+I,P2-C2x)の場合は例 2･4のようにD4が生成される.生成元が tpl-
C4+I,P2-02y),(p1-C4+I,P2-C2al,tpl-C4+I,P2-C2bIの場合も同様にD4が生成される･

生成元が(pl-C2Z,P2-C2xlのとき

C2zC2x - C2y

C2yC23 - C2z

C2yC2Z - C2x

C22Z- C223-C22y-E

(2.9)

であるので岬,C2Z,C2x,C2y)-D2が生成される･生成元がtpl-C2Z,P2-C2y)の場合もD2
が生成される.

同様に生成元がtpl-C2Z,P2-C2a),tpl-C2Z,P2-C2blのとき(E,C2Z,C2a,C2b)-C2aが
生成される.

生成元が(C2x,C2a),(C2x,C2b),(C2y,C2a),(C2y,C2b)の場合はD4が生成される.

以上をまとめるとD4の部分群は表2.4のようになることが分かる.I

ニ
ニ
ニ
ニ
ニ
ニ

ニ

ニ
ニ
ニ

仇

q

c
)"
恥

oR
uB
q

oa
oa
c
1

tE,C4+I,C2Z,C4lz,C2｡,C2y,C2a,C2b)*
(E,C4+I,C2Z,C4-I)
(E,C2Z,C2x,C2y)
tE,C2Z,C2a,C2b)
tE,C2Z)
(E,C2｡) ～C2y
(E,C2y) ～C2｡
(E,C2a) ～C2b
(E,C2b) ～C2a
tE)

辛
*
*

*

表 2.4:84の部分群.*印は8 4の正規部分群を示す.～は共役関係を示す.
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｢8 4不変な系の対称性が破れるとき,表2.4の部分群のうちどのような部分群に移行するか｣に

答えるのが重要な問題になる.この種の問題の一般論を解説するのがこの解説の目的である.

共役元と共役部分群 群Gの二つの元a,b∈Gに対してb-gag~1なるGの元gが存在すると

き,bはaに共役 (conjugate)な元という.

元αに共役な元すべての集合を,αの共役類または類と呼ぶ.αの類に属する元は

G-(gl-E,92,･-,gn)とするとき

glag1-17g2ag2-17 7gnagn-1 (2.10)

の系列で与えられる.ただしこの中には同じ元が重複してあらわれる.(2.10)と表2.3を使うとD4

の元は次の5個の類に類別される.

類 属する元 同類元の数

CI E 1

C2 C2z 1

C3 C4+I)C4-2 2

C4 C2｡,C2y 2
C5 C2a,C2b 2

表 2.5:D4の類.

H,H/∈Gが Gの二つの部分群で

H/- gHgl1≡(ghlgl1,gh2911,- ,ghJHJgl1), (2･11)

なるg∈Gが存在するとき,H'をHの共役部分群 (conjugatesubgroup)といい記号HI～Hで

表す.このの関係をH′とHは互いに共役であるという.後の章で互いに共役な部分群は物理的に

同等な意味を持つことを示す.また特に任意のg∈Gに対して

H - gHg-1) (2.12)

が成り立つときHを正規部分群 (normalsubgroup)という.HがGの正規部分群であることを,

記号

HdG

で表す.

例 2.6D4の共役部分群と正規部分辞

表2.3を使って

C4+zc23C4-I-C4+ztE,C2x)C4-I-(C4+zEC4lz,C4+ZC2｡C4lz))-(E,C2y)-C2y
C4+zc2aC4-I-C4+I(E,C2a)C4lz-(C4+zEC4-I,C4+zc2aC4-I))-(E,C2b)-C2b

(2･13)

(2.14)

を得るので,C2xはC2yに,C2aはC2bに共役であることが分かる･表2･3を使えば表2･4のよ

うにD4,C4,C2Z,D2,D2a,C1はD4の正規部分群であることが分かる.
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2.2 商群と準同型定理

H-thl,h2,- ,hLHl)がGの部分群であるとする･あるg∈Gに対してGの部分集合

gH - tghlh∈H)-tghl,gh2,- ,ghLHL) (2･15)

をHに関する左剰余類(leftcoset)という.gHのgを左剰余類gHの代表元(cosetrepresentative)

という.gHの任意の元g/が左剰余類gHの代表元になり得る.何故ならばg'-ghi∈gHとす
ると

g'H -ghiH-gthihl,hih2,･-,hihlHl)-gthl,h2,- ,hiHI)-gH (2･16)

ここで3番目の等式は部分群Hについて組換え定理を使った.

すべてのGの元はHの唯一つの左剰余類に属し,2個以上の左剰余類に属さない.なぜならば

左剰余類gHとkHが共通の元aを持つとする.すなわちa-ghl-kh2(hl,h2∈H)とすると

9-kh2hTl∈kH,したがってgH⊆kH･同様にk-ghlh2-legH,したがってkH⊆gH･故に

gH-kHとなる.このことよりGの元はどれか一つの左剰余類に属する.すなわちGは

G - glH+g2H+･･･+gmH (2.17)

と分解できる.これを左剰余類分解という.上式で記号+は集合としての和集合を取ることを意

味する. 剰余類の個数mをGにおけるHの指数(index)といい,HをGの指数mの部分群と

いう.

同様に右剰余矩分解は

G - Hgl+Hg2+･･･+Hgm (2.18)

で定義される.以下D4のD2,C4,C2Zによる左剰余類分解の例を示す.

例 2.7D4のC2Z,D2,C4による左剰余類分解

D4のC2Zによる左剰余類分解は次の様にして求められる･まずglC2Z-EC2Z-C2Z-tE,C2Z)
が 1つの剰余類である.次にD4の元で剰余類glC2Z-(E,C2Z)に属さない元,例えばC4+Zを
選んで,C4+zc2-(C4+I,C4Lz)なる剰余類を得る.つぎに剰余類tE,C2Z),(C4+I,C4-I)に属さな

いD4のjt,例えばC2xを選んで剰余類C2xC2Z-(C2x,C2y)を得る･さらに上記の3個の剰余
類tE,C2zHC4+I,C4-I),tC23,C2y)に属さないD4の元,例えばC2aを選んで剰余類 C2aC2Z-

(C2a,C2b)を得る.この4個の剰余類はD4のすべての元を尽くしているので,D4のC2Zによる

剰余類分解は

D4 -C2Z+C4+zc2Z+C2xC2Z+C2aC2Z
- (E,C2Z)+(C4+I,C4-I)+tC23,C2y)+(C2a,C2b)

(2.19)

ここで剰余類C4+zc2Z-(C4+I,C4.I)の代表元としてC4+Zを選んだが,代表元として剰余類(C4+I,C4-a)
の中の他の元C4-Zを選んでも,C4-zC2Z-(C4-I,C4+I)-(C4+I,C4-I)となり,剰余類分解は代表元の
選び方によらない.同様にD4のD2,C4による左剰余類分解は
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D4 - D2+C4+zD2-(E,C2Z,C2｡,C2y)+(C4+I,C4-I,C2a,C2bl
D4 - C4+C2xC4-(E,C4+I,C2Z,C4-I)+(C2｡,C2b,C2y,C2al (2.20)

となる.

このように剰余類分解は部分群によって 1,群の元をクラスに分けることを意味する.I

Gの部分群Hが正規部分群 (gHg-1-H)であるとき,すなわち任意のg∈Gに対してgH-Hg

のとき,左剰余類と右剰余類は同じになる.Gの正規部分群Hによる左剰余類分解

G - glH+92H+･･･+gmH (2.21)

を考える･二つの剰余類giH とgjHに属する任意の元を一個ずつ(gihi,gjhmとする)選んでその

積を取ると

gih'g,･hm - gig,I(gf1h'gj)hm-gigjhfhm-gigjhk (2･22)

ここでHがGの正規部分群であるので,gflhlgj∈Hであり,これをhft記し,hfhm-hkと記

した･したがって剰余類giHに属する元と,剰余類9,･H に属する元の積は剰余類gigJ･H に属する

ことが分かる.これは

(giH)(93･H) - gigjH (2.23)

と表される.これは剰余類の積は一つの剰余類になっていることを示す.剰余類の集合はこのよ

うな積に関して群を作る･剰余類を元とするこのような群を剰余矩群,高群または因子群 (factor

group)といい,

G/H

と記す.

例 2.8D4/C2Zの群表

(2.20)よりD4の正規部分群 C2Zによる剰余類分解は

D4 - C2Z+C4+zc2Z+C2〇C2Z+C2aC2Z

(2.24)

(2.25)

- (E,C2Z)+(C4+I,C4-I)+(C2x,C2y)+(C2a,C2b) (2･26)

と表される.D4/C2Zの辞表は表2.6で示される.I

二つの群 GとG'があってGからG'への写像f:GL-+G'が定義されているとする.つまり

g∈Gに対してg'-I(g)∈G'である･このときGの元の積gigJ･-gkに対して

I(gi)I(gj) - f(gigJ･)-I(gk)

- 526-

(2.27)



物性理論における群論的分岐理論入門(その1)

表 2.6:商群D4/C2Zの群表.

が成り立つときに,Jを準同型写像(homomorphism)という.Jが一対一で準同型写像のとき,∫

は同型写像といい,GとG'は同型であるといいG望G'と記す.

f(a)-G'のとき,JをGからG'の上への準同型写像という.GからG'の上への準同型写像J

においてGlの単位元EG′写像されるGの元の集合:

Kerf- tgEGIf(g)-EG,)

を準同型写像 Jの核(kernel)という.このとき次の命題が成り立つ.10,ll)

(2･28)

定理 2.2(準同型定理)群Gから群G'の上への準同型写像をJとすれば次の2命題が成り立つ.

(1)Jの核K-KerfはGの正規部分群である.

(2)a/KからG'への同型写像があってG/K竺G'となる.

証明

(1)まずKがGの部分群であることを示す.x,y∈Kとすればf(x)-I(y)-EG,.Jは準同型

写像であるからf(xy)-I(x)I(y)-EG,EG′-EG,,したがってxy∈K. またf(I)I(I-1)-

I(xx-1)-I(EG)-EG,I(x)-EG,よりf(x-1)-EG,.したがってx-1∈K.これよりKはG

の部分群である.fの核KがGの正規部分群であることはx∈Kと任意のg∈(=こ対して

f(gxg-1)- f(g)I(I)I(g〟l)-I(g)EG,I(a-1)-I(g)I(9~1)-I(99-1)-EG,(2.29)

となりgxg-1∈Kとなる.これよりK-KerfはGの正規部分群である.

(2)G/KからGlへの写像f-をgK∈G/Kに対して,

flgK) - f(g)

と定義するとf-は準同型である.なぜならば

f-(glKg2K)- f-(g192g211Kg2K)-i(glg2K)

- f(9192)-I(gl)I(g2)-I-(glK)I-(g2K)

(2.30)

(2.31)

となるからである･ここでKが正規部分群であること,すなわち92-1Kg2-K を使った.I-が同
型写像であることは,gKが子の核に含まれているとすると

I-(gK)- f(g)-EG,
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となって9∈K となりgKはG/Kの単位元となるからである.故にG/K空G'を得る.I

例 2.9C4からC2への準同型写像

C4からC2Zへの写像を次の様に定義するp∈C4に対してf(p)-pp,すなわち

f(E) - EE-E

f(C4+I)-(C4+I)(C4+I)- C2z
f(C2Z) - (C2Z)(C2Z)-E

f(C4-I) - (C4lz)(C4-I)-C2Z
これより

Kerf- (E,C2zl-C2
C4/C2 - (C2,C4+zc2)-((E,C2zHC4+I,C4-I))望C2

を得る.1

準同型定理を少し一般化した次の定理が成立する.8･9)

(2･33)

(2.34)

定理 2.3(第一同型定理)Jを群Gから群G′の上への準同型写像 H'をG/の正規部分群とすれ

ば,I-1(H')-HはGの正規部分群であって,

a/H 空G′/H′ (2.35)

が成り立つ.(H'-EG,の場合が準同型定理である)

証明

G'/HI-G*とおき,G*の単位元をF とする.G'からG*の上への写像4,をg'∈G/に対して

4,(g')- (g'H/) (2.36)

で定義する.ここで(g'H')はg'を含むH'による剰余類を表す.4,が準同型写像であることは

4,(g'l)¢(gら)- (gllH')(gらH')

- (911g;(9;)-1H'9;H')

- (gig;H')
- 4,(gig;)

(2.37)

より分かる.ここでH'がGlの正規部分群であること(gら)-1H'gら-H'を使った.また4,ll(F)-
H/.JはGからG'の上への準同型写像であるから,GからG*の上への合成写像

G→ Gl→G*
J ¢

(¢･J)は準同型写像である.(¢･J)の核は

(4,･f)ll(F) - f-1(4･~1(F))-I-1(H')-H

となる.GからG*の上への準同型写像 (4,･f)に準同型定理を適用すれば

G/H 竺 G*-a//H'

を得る.1
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2.3 直積とその部分群

位数 m の群 H と位数 nの群Kを考える･H の元 hi(i-1,2,- ,m)はKの元 kJ･(i-

1,2,-･,n)のすべてと交換可能とする.このとき集合(hikJ･li-1,2,- ,m,i-1,2,･･･,nlは
積を

(hikJ･)･(hi,kJ･,) - hi"kj,,

と定義することによって群になる.ここで

りγ
.qJ

<
<

毎

払
ノ

こ

こ

毎

払
.

である.このようにして構成された群をHxKと書き,HとKの直積という.

例 2.10(C4×Cg)

空間回転の群C4に対応するスピン回転の群

C4S - (E,u4+I,u2Z,u4lz)

(2.41)

(2.42)

(2･43)

を考える･ここでu4+ZはスピンのZ軸のまわりの筈 回転を表しC4+Zに対応するものである･他の

元も同様の意味を有するものとする.スピン軌道相互作用が弱い系ではスピン回転と空間回転は

独立であって,それぞれの対称操作はお互いに交換する.4個の空間回転C4と4個のスピン回転

の4×4-16個の元からなる直積群

C4XC4S - tE,C4+I,C2Z,C4-I)
+(u4+I,C4+zu4+I,C2zu4+I,C4-zu4+I)
+(u2Z,C4+zu2Z,C2zu2Z,C4-zu21)
+(u4-I,C4+zu4-I,C2zu4-I,C4lzu4lz)

(2･44)

が考えられる.1

以下の章で対称性の破れに関連して,直積の部分群を求めることが重要になる.C4×C4Sの部分

群にはどのようなものがあるかを考える.まずくC4の部分群)×(C雷の部分群)のタイプのもの

(直積型と呼ぶ)が考えられる.C4の部分群は(C4,C2Z,C1)であり,対応するC4Sの部分群は

(C4S,cEz,cf)であるのでこの直積型の部分群は

ぐUlぐulぐUl

C
C
C

X

X

X

4
g

1

C
ucq
C

ニ

ニ

ニ

bel
b
w

b
o
,

牲

･.α
.J･rb
,;i

×

×

×

q
uN"
c
l

二

二

二

a-
仇

b-

r,b//b
l

･,b

L

x

X
x

g

4

2

1

C

C

C

ニ

ニ

二

b
～
仇

的
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の9個存在する.直積型の部分群では,ある空間回転に対してスピン回転の対応する部分群C4S,C2Sz,cf
のすべてのスピン回転の元が結合している.直積型以外の部分群には次のものが存在する.

UIO - tE,C4zu4+I,C2zu2Z,C4-zu4-I)
Ull - (E,C4zu4-I,C2zu2Z,C4-zu4+zl
U12 - ((C2zXCgz)+C4+zu4+I(C2zXCgz))
- (E,C2Z,u2Z,C2zu2Z,C4+zu4+I,C4lzu4+I,C4+zu4-I,C4lzu4-I) (2･46)

U13 - C2Z+C4+zu2zC2Z-tE,C2Z,C4+zu2Z,C4-zu2Z)
U14 - C2Sz+C2zC2Sz-(E,u2Z,C2zu4+I,C2zu4-zI
U15 - (E,C2zu22)

これらの群では,ある空間回転(スピン回転)には,それに対応する特定のスピン回転(空間回転)の

みが結合している.例えば仇OではC4+Zにはu4+Zだけが結合しており,U13ではC4+Zにはu2Zのみ
が結合している.これらの部分群を非直積型と呼ぶ.このようにC4×C4Sといった簡単な直積群

でも多くの部分群が存在することが分かる.一般的に群H とKの直積G-HxKの部分群で直

積型の部分群は容易に求められるが,非直積型の部分群を求めることは直感的な方法では困難であ

る.幸いなことにG-HxKの部分群を系統的に求める手法を与える,次の定理が存在する.8,?)

定理 2.4(直積HxKの部分群)H とKの部分群Ha,Kaとそれらの正規部分群Ho(AHa),

Ko(<Ka)が与えられているとする.さらに商群Ha/HoとKa/Koの間に同型写像0

0.･Ha/Ho=⇒ Ka/Ko
があるものと仮定する.すなわち剰余類分解

Ha - hlHo+h2Ho+･･･+hiHo+･･･+hmHo
Ka - klKo+k2Ko+･･･+kiKo+･･･+kmKo

において同型対応

0(hiHo)- (kiKo)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

が成り立つと仮定する.ここでhl-EH,kl-EKである.そのとき

U - hlklHoKo+h2k2HoKo+･･･+hikiHoKo+･･･+hmkmHoKo (2･50)

は直積HxKの部分群である.

逆に直積HxKの任意の部分群Uには,それに対応する部分群Ha∈H,Ka∈Kとそれらの正

規部分群Ho(AHa),Ko(AKa)が存在し,Ha/HoとKa/Koの間の(2･49)の形の同型写像0が

定まる.すなわちHxK の部分群Uは上記の条件を満たすHa,Ho,Ka,K0,0で一意的に定ま

る.このように構成される部分群Uを

U - (Ha/Hb;Ka/Kb;0)
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証明1まず(2.50)のUが群である事を示す.Ho,Koの元を

Ho - the-EH,hO2,･･･,hONJ
Ko -tkP-EK,k20,･･･,礼 )

と表す.同型関係(2.49)より

hihj E hlHo

ならば

kik3･EklKo

(2.52)

(2･53)

(2･54)

である.Uの任意の2元ul-hikihSktO∈hikiHoKoとu2-h3･k3･鳩kvO∈h3･k3･HoKoの積を考え

る･ここでhi,hi∈Ha,ki,kJl∈Kaである･

ulu2- hiki榊 lOh3･k3･hBkvO-hihghJ･hBkik10k3lkvO
- hih,.(h;lhSh,･)願 ib,･(kTlktOk,I)kvO

- hih,.kik,･(hSjha)(kPjkB)∈h'klHoKo∈U

となりulu2∈Uを満たす.ここでHo,KoがHa,Kaの正規部分群であることを使い,

hg,･-hflhShj∈Ho,ktO,･-kflktOkj∈Koと置いた･また

ui11- (hikih2ktO)-1-(ktO)-1(hg)-1k{lhlTl
- (he)llhtl(ktO)~1kl'
- hll(hi(he)-1hlTl)kl1(kiktO)~1kll)

- h{1kl1heiktOi∈h{1kllHoKo⊂U

(2.55)

(2･56)

となってuTl∈Uとなる･ここでhSi-hihShll,ktOi-kiktOkllである･これよりUがHxKの
部分群であることが示された.

逆にHxKの任意の部分群Uが(2.50)の形に書けることを示そう.Uは一般的に,Ha,Kaを

H,Kのある部分群として

U - thklh∈Ha,k∈Ka)

の形に書ける.

G-HxKの任意の元g-hkにたいして射影作用子77,ICをつぎのように定義する.

,α
,〟

ニ

ニ

ー

ー

た

tL尺

,九

九川

iZⅦ■LU
nul
u

叩
.
㍍

Gの部分群Uが与えられれば,UによってH,Kの部分群

Ha-77(U),Ho-UnH,Ka-Jt(U),Ko-UnK

1証明はかなり長くなるので初回は省略し進んでください.
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が定まる.HoはKの単位元EKと結合しているUの元からなる群であり,KoはHの単位元EH

と結合しているUの元からなる群であって

Ho - ((hg-EH,h9,･-,hONH)EKl
Ko - tEH(k2-EK,kg,I- ,kk))

(2.60)

と書くことが出来る.EK,EHは群操作としては何もしないことであるからHo､KoはH,Kの

部分群とみなしてよい.

Hoの任意の元をhPEKとして,任意のUの元9-hk(h∈Ha,k∈Ka)に対して

ghPEKg11 - hkht9EKk~1h11-hhtPh~1EK

はEKに結合しているUの元になる.したがってこれはHoに属する.すなわち

gHog-1cHo

同様にして9-1Hog⊂Hoを得るので,

HocgHog-1

したがって

gHo9-1 - Ho

(2.61)

(2.62)

(2･63)

(2.64)

となりHoはUの正規部分群である.また (2.61)よりHoはHaの正規部分群であることが分か

る.同様にKoはUおよびKaの正規部分群である. したがってHoKoはUの正規部分群である.

つぎにUの中でHoに結合しているKaの元を求めよう.C,(u)∈Ho-UnHと仮定する.すな

わちu-hPk∈Uと置けば,cr(u)-hP-htPEK∈U･したがってUの二つの元の積 (0-(u))~1uは

(cr(u))-1u - (hP)~1hPk-k-Fc(u)∈U (2.65)

となりrc(u)はUの元であり,Kの元でもあるので,rc(u)∈UnK-Koを得る.逆にFc(u)∈Ko

ならばTl(u)∈Hoを得る.すなわちHoに結合しているKの元はKoとなる･したがって

(g)~1(Ho)- (HoKo) (2.66)

を得る.準同型写像 :

C' ･.U-⇒ り(U)-Ha (2.67)

においてHoはり(U)-Haの正規部分群であり6-1(Ho)-(HoKo)を考慮して第1同型定理をO-

に適応すると,

U/(HoKo) 竺 Ha/Ho

U/(HoKo) 竺 Ka/Ko

- 532 -

を得る.同様にして

(2.68)

(2.69)



物性理論における群論的分岐理論入門(その1)

Ha/HogKa/Ko

を得る.したがって

(2.70)

この同型写像を0･･Ha/Ho=⇒ Ka/Koと記す.HoKoはUの正規部分群であるので,(2･51)およ

び剰余類分解(2.50)を得る.I

例 2.llC4×C4Sの部分群

定理2.4をC4×C4Sの場合に適用しよう.群C4の部分群とその正規部分群は表2.7で与えられる.

C雷の部分群とその正規部分群についても,表2.7と同様な関係が得られる.C4とC4Sについて商

部分群 正規部 分群 商群

C4 C4 C4/C4竺C1
C2z C4/C2Z空C2z
CI C4/C1;≦C4

C2z C2z C2Z/C2Z望CI
CI C2Z/C1望C2Z

C I CI C l/Cl望Cl

表 2.7:C4の部分群とその正規部分群.

群が同型になる組み合わせを取れば,C4×C4Sの部分群が得られる.例えば(C4/C1;C4S/cf;ol)

(C4/C4;C4S/C4S)
(C4/C4;Cぎ/cg)
(C4/C4,ICf/cf)
(C4/C2;C4S/C2S)

C4/C2;C2S/cf)
(C4/Cl;C4S/cf;01)
(C4/C1;C4S/cf;02)
(C2/C2･,C4S/C4S)

(C2/C2;C2S/cg)
(C2/C2;Cf/cf)
(C2/C1;Cf/C2S)
(C2/C1;Cぎ/cf)
(cl/Cl;C4S/C4S)
(cl/C1;Cぎ/C2S)

(cl/C1･,Cf/cf)

C4XC4S
c4×Cぎ
C4×Cf
c2×C2S+C4+zu4+zc2×C2S
c2×Cf+C4+zu2+zc2×Cf
E+C4+zu4+I+C2zu2Z+CIzu4-I
E十C4+zu4-Z十C2zu2Z+C4-zu4+I
c2XC4S
C2XC2S
c2×Cf
clXCぎ+C2zu4+ZCIX
E+C2zu2z
c4S
c2S
(E)

2

3
0

1

4
5

a-
bcq
beQ
仇

仇
b
～

b
～

仇
b
tD
b
o

b～
b
～

折

的

bo'

表 2.8.IC4×C4Sの部分群.同型写像0が 1種類の場合は0を省略した.

の場合は,式 (2.48)に対応して

C4 - E+C4+I+C2Z+C4lz
c4S - E+ulz十u2Z+u4-I
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を得る.ここで同型写像01:C4/C1トヰC4S/cfは

01(C4+I)- u4+I

で定義される.(2.50)に対応して部分群

(C4/C1;C4S/cf;ol) - E十C4+zu.'Z+C2zu2Z+C4-zu4-I

を得る.同型写像02:C4/Clト}C君/cf

O2(C4+I) - u4lz

の場合は部分群

(C4/C1;C4S/cf;02) - E+C4+zu4-I+C2zu22+C4-zu4+I

を得る.同様に(C4/C2Z;C2Sz/cf;o)の場合には式(2.48)に対応して

C4-C2Z+C4zC2z
cgz - E+u2Z

を得る.ここで同型写像0:C4/C2zr+C2Sz/cfは

0(C4zC2Z) - u2Z

で定義される.(2.50)に対応して部分群

(C4/C2Z;Cgz/Cf;o) - C2Z+C4zu2zC2Z

- fE,C2Z,C4+zu2Z,C4-zu2Z)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2･76)

(2･77)

(2.78)

を得る.このようにして求めたC4×C富の可能なすべての部分群を表2.8に示す.このように定

理2.4を使うとC4×C4Sの部分群を系統的にもれなく求めることが出来る.I

このようにGo-C4×C4Sのような比較的小さな群にも15個にも及ぶ部分群GJ･(i-1,2,-･,15)
が存在する.この中からどのような部分群が対称性の破れの結果として現われるか?それが以後の

章で考察する問題である.

ー534-



物性理論における群論的分岐理論入門(その1)

第3章 既約表現

分岐現象を変分間題の解の分岐として捉えるとき,その変分空間Vの次元は非常に大きい.そこ

でVを対称性に基づいて,部分空間の直和に分解すれば,より小さな次元の部分空間の中で解析を

行い得ることが,第4章で示される.この対称性に基づく部分空間への分解を行う上で既約表現が

重要な役割を果たす.この事の目的は後の分岐理論を理解するための,必要最小限の既約表現の基

本的事項を解説することである.a-D4を例にして,既約表現の求め方を説明する.そのために

必要な表現論の基本定理を述べる.それらの定理については,標準的な群論の教科書 ｢応用群論｣

(裳華房)10)や ｢群と表現｣(岩波書店)ll)に詳しく述べられているので,それらの定理の証明は

省略する.84の既約表現を求めていく中で,それらの定理の意味と使い方が読者に修得されてい

くものと考える･D4の場合の3次元空間VBの既約分解の例を示す･

3.1 群の表現

群G-(91-E,92,-･,gN)の各元giに対してn行n列の行列D(gi)が存在し,積gigj-gkに

対応して

D(gi)D(gJ･)-D(gigk)-D(gk) (3･1)

が満たされるとき,D(gl),D(92),- ,D(gN)の集まりを群Gの表現といい,nを表現の次数とい

う.特に行列D(gi)がユニタリー行列の場合をユニタリー表現という.有限群とコンパクト群 (3

次元回転群等)ではすべての表現はユニタリー表現にする事が出来る.1したがって以下表現はユ

ニタリー表現と考える.2 giE-gi,gigl1-Eより

D(gi)D(E)- D(gi)

D(gi)D(gll)- D(E)

D(E)- ln
D(g√l)- D(gi)~1

となり

(3.2)

(3.3)

を得る.ここで1nはnxnの単位行列である.すべてのgi∈Gに1×1行列の1を対応させる表

現を恒等表現という.

表現は具体的にはあるベクトル空間の変換行列として実現される･Van-tel,C2,･･･,enicを

(el,C2,･･･,en)を基底とする複素係数で張られる複素ベクトル空間とする.すなわち任意のベク

1大井 10)p60参照
2この解説で扱う群は有限群か3次元回転群等のコンパクト群である.
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トルV∈Vcnは

n
V - ∑ziein=1

(3.4)

と表される.ここでziは複素数である.

群Gの各元がベクトル空間Vcnに線形に作用3しているものとする･すなわちg∈Gがes∈Vcn
に作用して

〟

g･es - ∑ etDts(a)
Ea-il

と書けるものとする.これは次のように書くことが出来る.

g･(el,C2,･･･,en) - (g･el,g･C2,･･･,glen)

- (el,C2,･･･,en)

Dll(g) D12(a)

D21(9) D22(g)

Dnl(g)Dn2(g)･･･

IHH"■■hu
E
u

〟)
Ou

JHrLU
IHr相川u

TI

T1
-
･

1

2

C
)
C
)

ー
hH一
♂JHl
Umm
刀

- (C1,C2,･･･,en)D(a)

行列D(g)が表現をなすことは,gigj-gkのとき

gk･(el,C2,･･･,en)- gigj･(el,C2,･･･,en)
- gi(93･(el,e2,･･･,en))
- gi(C1,C2,･･･,en)D(gj)
- (el,C2,･･･,en)D(gi)D(g3･)

一方

gk･(el,C2,･･･,en)- (el,C2,･･･,en)D(gk)

これより

D(gk)- D(gigj)-D(gi)D(gj)

を得て,Dが表現であることが分かる･このようなDをvcnを表現空間とする表現と呼ぶ･

(3.5)

(3.7)

(3･8)

(3.9)

例 3.1D4の表現

3次元ユークリッド空間VB-(el,C2,C3)Rを考える･ここでel,C2,e3はそれぞれx,y,Z軸方向

3複素数zl,Zlに対して 9･(zIVl+Z2V2)- Zlg･Vl+Z29･V2を満たす作用を線形に作用するという.
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の単位ベクトルとし,(A,B,- )BはA,B,- を基底として実係数で張られるベクトル空間を意

味する.これらの基底に84は次の棟に作用する.

E･el

C4+a･el

C2Z･el

C4-IIel

C23:･el

C2y･el

C2a･el

C2b･el

これよりg∈D4として

とすれば,D(g)は

el, E･C2 - C2, E･e3

e21 C4+Z･e2 - -el)C4+Z･e3

-el,C2Z･e2 - -C2,C2Z･C3

-e27C4-Z･e2 - el】 C4-Z･C3

el, C2∬･e2 - -C2,C2x･e3

-el)C2y･C2 - C2, C2y･e3

C2, C2a･C2 - el, C2a･e3

-C2, C2b･e2 - -el, C2b･C3

3

g･ei -∑C,･D,.i(g)
3'-i

＼

J
0

O

1

0

1

0

1

0
0

′
/
し

ニー旭lHHlU
か

D(C4+I)-

D(C2Z) -

D(C4lz)-

仁 tll .)

(-; -0.1"

(二1 喜 o: )

D(C2x) -

D(C2y) -

,D(C2a) -

D(C2b) -

3

3

3

3

3

3

-

3

T

｡

｡

｡

e

e

e

e

I

I

I

二

二

二

二

二

二

二

二

＼
J

H
コ

0

0

一

0

7

0

1

0
0

′/

し

＼

JH
H

0

O

一

0

1

0

1一
〇

〇

′

し

＼
〕

1

0

0

一

1

0

0

0
1

0

/し

､＼
｣

1

0

0

[

一
1

0

0

日
リ

〇

一
〇

′

し

となる.これが表現になっていることは容易に確かめられる.I

群Gの二つの表現D,D'の表現行列が正則な行列Tによって同値変換

D'(gi) - T-1D(gi)T,gi∈G

(3.10)

(3.13)

で関係付けるられるとき,D とD'は同値(equivalent)であるという.表現があるベクトル空間の

変換として定義されている場合は,同値な表現は単なる基底の変換とみなす事が出来る.基底の変

換を

(ell,eら,- ,eL)- (el,C2,･･･,en)T
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で表せば

(el,C2,･･･,en)- (e'1,e'2,･･･,e'n)T-1

となる.g∈GHこ対して

g･(e'1,eら,- ,eL)- g･(el,e2,- ,en)T

- (el,C2,･･･,en)D(g)T

- (ell,e12,- ,eL)T~1D(g)T

- (e/1,el2,- ,eL)D'(g)

(3.15)

(3.16)

ここでD'(g)-T-1D(g)Tである･このようにTで変換された基底(ell,eら,･･･,eL)に対する表
現行列がD'(g)-T-1D(g)γである.

群Gの表現Dの表現行列D(a)(g∈G)に同値変換を行うことによって

D(9, - (Dl.'g'D20(9,) (3･17,

のようにブロック対角化できたとき,表現Dは可約(reducible)であるという.可約でない表現を

既約(irreducible)または既約表現(irreruciblerepresentation)という.(3.17)でDl,D2は群Gの

表現になっている.このとき表現DはDlとD2の直和であるといい,

D - Dl(DD2 (3.18)

と表す.(3.17)をもたらす同値変換Tで変換された基底は二つのグループに別れ,それぞれで張ら

れる部分ベクトル空間をVcnl-(e壬,- ,ehl)C,Vcn2-(ef,･･･,e芝2)C,(n-nl+n2)とすれば,

Vcnは

Vcn- VcnloVcn2

と直和に書ける･(3･17)はすべてのg∈Gとvl∈Vcnl,V2∈Vcn2に対して

g･vl ∈Vcnl

g･V2 ∈Vcn2

(3.19)

(3.20)

を意味する.このような部分空間をGHこ関する不変部分空間という.表現が既約であるとは,ど

のように基底をとっても表現空間をGに関して不変な部分空間に分けられないということである.

そのような表現空間を既約表現空間という.表現空間を既約表現空間の直和に分解することを群

Gに関する既約直和分解という.

例 3･2VBのD4に関する既約直和分解

例3.1のD4の表現(3.12)はすべて

D (g ) -
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の形をしているので可約であり,表現空間VBはD4に不変な部分空間の直和

vB- tel,C2)RO(C3IR
に既約分解される.I

(3.22)

例 3･3VBのD2に関する既約直和分解

(3･10)より(el)A,(C2)R,(C3)RがG-D2-te,C2Z,C2x,C2y)に関して不変部分空間であるこ

とが分かる.VBのD2に関する既約直和分解は

vB- (el)ROte2)ROte3)A (3.23)

l

例 3･4VBのD2aに関する既約直和分解
a-D2aの場合は(el)R,(C2)RはD2aに関して不変部分空間ではない･(去(el+C2))Rおよび
(圭(el-e2))RがD2aの不変部分空間であることは容易に確かめられる･
に関する既約直和分解

vB - (芸(el･C2)IR◎(去(e1-C2))R⑳te3lR

を得る.1

このようにベクトル空間の既約直和分解は考察する群によって異なる.

したがってVBのD2a

(3.24)

3.2 表現論の基本定理

群Gが与えられたとき,どのような既約表現が存在するかを知ることが重要である.そのための

一般的な基本定理を述べる.定理の証明は標準的な群論の教科書 10,ll)に記載されているので,そ

れらを参照されたい.

定理 3.1表現のユニタリー化

有限群の表現は同値変換によってユニタリー表現 (表現行列D(g)がユニタリー行列)にすること

ができる.

定理 3.2シューアの補題2

群Gの表現Dが既約ならばすべてのg∈Gに対して

D(g)M - MD(g)

を満たす行列M は単位行列1に複素数Cを掛けた

M = cl

である.
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定理 3.3表現の直交性定理

群Gの二つの既約表現D(α)(g)とD(β)(g)の行列要素は次の直交関係を満たす.

9;GDt',甑 *Dkf'(9, - 砦6ik63･16ap
(3.27)

ここでd｡は表現D(α)の次元,6Qβはαとβが同一の既約表現のとき1,異なるときゼロとする.

群の表現D(9)の対角要素の和

a

x(g)- tr(D(g))-∑Dii(g)i=1
(3.28)

を表現D(g)の指標という.ある表現表現が既約であるか否か,二つの既約表現が同値であるか否

かが,次のように指標によって判定できる.

定理 3.4指標の第一種直交性定理

Gの既約表現Dα(g)とDβ(g)の指標をxα(g),xβ(g)とすると指標は次の直交関係を満たす.

古9;GXa'9'xP'g'' -6α,β
同値でない既約表現の個数数n,については次の定理がある.

定理 3.5類の数と既約表現の数

群Gの同値でない既約表現の個数n,と群Gの類の個数ncは等しい.

既約表現の次元数については次の定理がある.

定理 3.6既約表現の次元数

同値でない既約表現の次元数の2乗の和は群の位数tGlに等しい.

d壬+d…+- +孔 -lGl

(3.29)

(3.30)

群GがG-H+lH と指数2の部分群Hで剰余類分解されている場合,HはGの正規部分群

である.なぜならばhl,h2∈Hに対して

(lh2)hl(lh2)-1 - lh2hlh2-ll-1-lhlll-1 (3･31)

が成り立つ.ここでhll-h2hlh2-1∈H と置いた･これがHの元でないと仮定する･すなわち

Ih'll-1-lh3(h3∈H)とすればh'll-1-h3を得る.この両辺の道元を取れば垢1-l(h'l)-1と
なってh3がHに属さぬことになって矛盾する.したがって(3.31)の(lh2)hl(lh2)~1はHに属し,

Hは正規部分群であることが分かる.同様な方法で任意のh∈Hに対しててl~1hl∈Hを示すこ

とが出来る.

a-H+lHの場合,次の定理によりHの既約表現よりGの既約表現が構成される.
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定理 3.7指数2の部分群による誘導表現4

群G-H+lHの全ての既約表現は,次の様に部分群Hの既約表現 (dT(h)と記す)によって構成

される.

(a)dT(h)がdT(ll1hl)に同値でない場合.

Gの表現D7(g)は次式で与えられる.

DT(h , - ( U 三h' U (19 1hl, )
(3.32)

DTP,- (d77h,d7'ihl')

(b)d(h)がd(I-1hl)に同値の場合.

すなわちd(i-lhl)-Ul1d(h)Uなるユニタリー行列 Uが存在する場合,Hの既約表現dT(h)から

導かれるGの既約表現は2個存在して,次式で与えられる.

Dj=7(h)- dT(h)
Dj=7(lh)- j=UdT(h)

証明

(a)の場合.

(3.32)の行列D7が表現になっていることは,lhllh2,lhl∈H等に注意して例えば

DT(hl,D7(h2,- (U'.hl) dT(l101hll,)(d7'.h2'd7(l101h21,)

(U'h.lh2)

( u 'holh2)

dT(hlh2)

dT(l-1hlll~1h21)

U (i-10hlh21, )

Yll-1h21,)

-D7(hlh2)

D,- (lh2, - ( U (Oh l, dT(i.h ll' ) (dT(Oh2, m '1.h21')

(

dT(lhll)dT(h2) 0

0 d7(hl)d7(lh21)

( dT l̀h.1lh2' dT(hヲIh21,) - DT(lhllh2)

4誘導表現 (inducedrepresentation)10)といわれる構成法のHが指数2の特別な場合にあたる.

ー 5 4 1 -
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等から確かめられる.既約表現dT(h)の指標をTIT(h)とし表現D7(g)の指標をxT(9)とすれば

古9;G反7(g'I2 右 h;H(mh'･ml-1hl''(mh'.qT'l-1hl｡'

諒 h;H{.qT'h'.2+醐 -1hl'l2}-1
ここで表現dT(h)の既約性と,表現d(l~1hl)の同値でないこと

古h;H,m h'l2-古h;H.m l-1hl'I2
古h;HqT'h'ml-1hl''

を使った.これよりD7(g)が既約であることが分かる.

(b)の場合.

(3.33)の表現の指標は

古9;G.XiT'g''2 蒜 h;H{肌 h'I2

+(j=∑umndTnm(h))(士∑UL,n,din,m,(h)+))mn mlnl

(3.35)

(3.36)

(3.37)

誌h;H･･Ht･欝妄U-nU1-}-1
となる.ここでId71は既約表現d7の次元であり,d7(h)の直交性とUのユニタリー性を使った.し

たがって(3.33)の表現は既約である.

上記の既約表現は

去 ∑ (2ldTI)2･ ∑ (ld712.ld,l2)-2∑ ldTI2-2lHl-lGL
T∈Case(a) JT∈case(b) al17

(3.38)

を満たし,定理3･6の(3･30)よりGの既約表現を尽くしている･ここで(3･38)の最初の圭はcase

(a)ではdT(h)とdT(l~1hl)はHの表現としては同値でない既約表現であるが,それらから誘導さ

れた表現DT(g)は同値な表現を与えるからである.1

3.3 D4の既約表現

第3.2節の諸定理を使って群D4の既約表現をすべて求めよう. D4-C4+C2xC4であるの

で,まずC4の既約表現を求めよう.

C4の既約表現

生成元をr-C4+ZとするとC4はγ4-Eとなる元rのべきtE,r,r2,r3)よりなる･C4は任意の
pl,P2∈C4に対して

PIP2 = P2Pl
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が成り立つ.5C4の既約表現をβ とすれば(3.39)より

Db1)Db2) - Db2)Dbl) (3.40)

が成り立つ.すべてのpl∈C4について(3.40)が成り立ち,Db)2)-M とすれば,定理3.2より

M-Db2)-C(p2)1 (3.41)

ここで C(p2)はp2に依存する複素数である.p2はC4の任意の元であるので,Dの次元が2以上で

有ればDが可約となるので,C4の既約表現DGますべて1次元表現でなければならない.6

1次元既約表現の行列D(g)は指標x(g)と等しいので

xb1)xb2)- XblP2) (3.42)

が成り立つ･Zを複素数としてx(r)-Zとすればx(r4)-x(r)4-Z4を得る.一方r4-Eである

のでx(r4)-x(E)-1となり,Z4-1を得る.したがってZ-e呈字 (h-0,1,2,3)を得る.した

がって4個の一次元表現が得られる.その指標は

xh(rk) - e誓竺 (h,k-0,1,2,3) (3.43)

4個の既約表現はマリケンの記号ではh-0,1,2,3に対応してA,2E,B,lEと記されている.ま

た定理3.6より各表現の次元dhはdh-1(h-0,- 3)で

d20+d写+d22+d23- 4-lC41 (3.44)

となり,上の4個でC4の既約表現が全て尽くされていることが分かる.既約の指標を表3.1にま

とめる.

E C2zC4+zC4-zh
A 1 1 1 10
β 1 + -1 -1 2
1E 1 -i -i i 3

2E 1 -1 i -i l

表 3.1:C4の既約表現の指標.A,B,1E,2Eの記号はMullikenによるものである.

8 4の既約表現

D4-C4+C2xC4においてC4の既約表現が全て得られたので,i-C2x,H-C4,a-D4とし
て,定理3.7を適用すると,84の全ての既約表現を求めることが出来る.

(1)C4のA表現(h-0)の場合.

A表現の指標をrlA(p)匝∈C4)とすると,全てのp∈C4に対して11A(p)-1.それゆえ

VIA(C2?pc2x) - 叩Ab-1)-1-叩A(p)
5このような群を可換群という

6同様にして可換群の既約表現はすべて1次元表現になる.
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となって,定理3.7の(b)の場合になり,U-1である.したがってA表現より誘導されるD4の
既約表現 xj=Aは

x土A(p)- 1 forp∈C4

x土A(C2xP)- 士1 forp∈C4

となる.マリケンの記号ではx+AをAl表現,x~AをA2表現という.

(2)C4のB表現 (h-2)の場合.

B表現の指標をr7Bb)b)∈C4)とすると,

17B(E)- りB(C2Z)-1

11B(C4+I)- rlB(C4-I)--1

である.また

C2lxlc2zC2x - C2z

c21xlc4+zc2x - C4-I
C,-1C4-zC23 - C4+I

(3.46)

(3.47)

(3.48)

であるので,p∈C4に対して71B(C2-xlpc23)-叩Bb)となり,定理3.7の(b)の場合でU-1であ
る.したがってB表現より誘導されるD4の既約表現 xj=Bは

xj=B(E)- x士B(C2Z)-1

x土B(C4+I)- X土B(C4lz)--1

x土B(C2x) - X土B(C2y)- 土1

xj=B(C2a)- X土B(C2b)- 〒1

となる.マリケンの記号ではx+BをBl表現,x-BをB2表現という.

(3)C4の2E表現(h-1)の場合.

2jほ 現の指標をり2E(p)匝∈C｡)とすると,

叩2E(E)

り2E(C4'Z)

772E(C2Z)

り2E(C4-I)

l

･〃レ

1

.C.

一

l

二

二

二

二

(3.49)

(3.50)

である.また(3.48)よりり2E(C2-xlc4'zc,I)-q2E(C4-I)--i≠り2E(C4'Z)となり,定理3.7の (a)

の場合になる.したがって2E表現より誘導されるD4の既約表現D2Eは次式のようになる.

D2E(E) - (り2Ej
772E(E)

D2E(C4･Z, - (n2E'.C4'Z'

D2E(C2Z)- (72E'.C2Z'

D2E(C4-I,- (72E'.C4-I)

0

り2E(C2-xIEC2x)
田

■n
u

O
1

1
0

同
t
膚
相川u
ニ

F

飢
u

0

72E(C2lxlc4+Ic23)

0

り2E(C,-xlc2zC2x)

0

1T2E(C,-xlc4-IC,a)
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D2E(C2xE) - D2E(C2x)-

D2E(C2xC4+I)-D2E(C2b)-

D2E(C2xC2Z) - D2E(C,y)-

D2E(C2xC4lz)- D2E(C2a)-

(

(

(

(

0

叩2E(E)

0

n2E(C4'Z)

0

72E'C2oxEC2x')-(冒 :)

n2E(C2xC4+zc2x)
0

り2E(C2xC2zC2x)
72E(C2Z) 0

0 72E(C2xC4-IC2x)
り2E(C4lz) 0

)-(㍑ )

)-(_01 -.1 )

I.::=-=.:
)
.cB

0.〃レ

O

I
C4のlE表現から誘導してもこの表現と同値な既約表現を得る.

この表現行列は複素数の行列要素持つものがある.この表現をユニタリー行列

U - (喜 鳥 )
(3.53)

で同値変換DE(g)-U-1D(g)Uを行うと,行列要素がすべて実数となる表現 (実表現という)が得

られ,表現行列は表3.2の最下段のようになる.マリケンの記号ではこの表現をE表現という.以上

を表3.2にまとめた.7D4の類の数はnc-5であり,既約表現の数n,もー次元表現Al,A2,Bl,B2

D4 E C4+z C2z C4-I
A1 ･1 1 1 1
A2 1 1 1 1
β1 1 -l l -1
β2 1 -l l -1

上)4 C2x C2y C2a C2b
A1 1 1 1 1
A2 -1 -1 -1 -1
β1 l l -1 -1
β2 -1 -1 1 1

表 3.2:D4の既約表現行列.

の4個と2次元表現であるEの一個の計5個で,D4のすべての表現を尽くしていることが分かる.

またこれらの既約表現は表現次数の関係を与える定理3.6の関係

d2Al+d2A2+d2Bl+d2B2+d2E - 12+12+12+12+22-8-lD41
7以後この解説で扱う既約表現は全て実表現である.
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を満たす.固体物性論に登場する点群 (結晶の回転対称性を表す)の多くはG-H+lHの構造を

しており,D4の場合のように,定理3.7を使ってHの既約表現からGの既約表現を求めることが

出来る.

3.4 射影演算子

x∈Rの関数f(I)-fe(I)+fo(I)を考える.ここでJe(x)はxの偶関数,fo(x)はxの奇関数
とする.任意のxの関数f(I)から偶関数または杏関数の成分を取り出す操作は

fe(x)- 書く(1)E･f(I)+(1)I･f(x))
fO(x)- 書く(1)Elf(x)+ト1)Z･f(x))

(3.55)

で与えられる･ここでJは空間反転で,その関数f(x)への作用はZ･f(I)-I(-x)で与えられる.

このように特定の性質(対称性)を持つ関数またはベクトルを取り出す方法が一般化できれば望ま

しい.それを行うのがこれから述べる射影演算子である.

既約表現Tの表現行列をD(7)(g)とするとき,射影演算子を

p,'1'一息 9;GD,'L''g'*g '3･56)

で定義する･射影演算子を使うと,Gが作用する任意のベクトル空間VRnから特定の既約表現 (Tと

する)に属する部分空間VRTを取り出すことが出来る.あるV∈VRに対してP,(i)･V≠oならば
(pl(A)･V,P2(A)･V,- ,piIL･V)Eま表現D(7)の表現空間の基底になっている･ここで下付添え字の
m は任意でよい.なぜならば

ga･p,'L'･V - 嵩9;GDl'L''g)*(gag'･V

-嵩9;GDL'L''gal1g''''g''･V生IGl∑∑Dl(17)(ga-1)♯Dl(,Tl( g ' ) ' g ' ･ vgl∈GLr (3.57)

-∑D,',7''ga'kg;GD,',Tl'g''* g ' ･ Vl(
- ∑D,(,7)(ga)p,(,Tl･V∫/

となるからである.ここでgag-g′とおき,D(7)(g)のユニタリー性D(7)(g-1)*-D(7)(g)tを使っ

た.Tが一次元表現の場合p,(i)の下の添え字を省略してP(7)と書くことにする･群Gの恒等表現

への射影演算をp(0)(G)と記す.これは

G(0'(G)- 古くgl･92十十 g'GL)
で定義され,G不変なベクトルを見出すためによく使用される.

例 3･53次元空間VBのD4による既約分解

射影演算子の方法を3次元ユークリッド空間VB-tel,C2,e3)Rへ適応してみよう･
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(Al) この場合射影演算子はP(0)と記され,elに作用させると

p'o'･el - 去(el･C4Z･el.C2Z･el.C4lz･el
+C2｡･el+C2y･el+C2a･el+C2b･el)

+e2+上el)+トe2)+el+(-el)+e2+(-e2))-0 (3.59)

0

0
こ

こ

2

3

e

e

nHJu
I.､■ー■hu

0

0

nHl
u
lHHはtU

P

P

同様に

を得る･したがってVBにはAlに属する部分空間は存在しない･

(A2) 表3.2を利用してe3に対して

p(A2)･C3 - 喜(C3+C4'Z･C3+C2Z･C3+C4-Z･e3
+(-1)C2｡･C3+ト1)C2y･C3十(-1)C2a･C3十(-1)C2b･C3)
- 喜te3+e3+e3+e3
+(-1)(-e3)+(-1)(-e3)+ト1)トe3)+ト1)トe3))
= e3

を得る.また

p(A2)･el

p(A2)･C2

0

0
こ

こ

である.このようにしてe3はA2表現の基底になっていることが分かる.

(Bl)表3.2を利用してel,C2,e3に対してP(Bl)を作用させると

p(Bl)･el

p(Bl)･e2

p(Bl)･C3

0

0

0

二
二
二

を得る.

(B2)表3.2を利用してel,e2,C3に対してP(B2)を作用させると

p(81)･el

p(Bl)･e2

p(Bl)･C3

0

0

0

二

二

二

を得る.

(E)表3･2を利用してelに対してPl(lE),p2(lE)を作用させると

pl(lE)･el二

二

2
18
1
一4

((1)el十(-1)C2Z･el+(1)C2x･el+(-1)C2y･el)
((1)el+(-1)(-el)+(1)(el)+(-I)(-el))

= el

p2(lE)･el - i((1)C4'Z･el+(-1)C4-Z･el+(1)C,a･el+ト1)C2b･el)
- 去((1)e2+(-1)(-e2)+(1)(e2)+(-1)トe2))
= e2
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を得る.またe2に対してPl(f7),p2(f')を作用させると

pl(lE)･e2

p2(f7)･e2
二

二

it(1)C2+(-1)C2Z･C2+(1)C2｡･C2+(-1)C2y･C2)
を((1)C2+(-1)(-C2)+(1)(-C2)+(-1)(el)I
0

2
一8
1
一4

((1)C4+Z･C2+(-1)C4-I･C2+(1)C2a･C2+(-1)C2b･C2)
((1)(-el)+(-1)(el)+(1)(el)+ト1)トel))

となる.また同様にして

pl(lE)･e3- 0

p2(lE)･e3 - 0

を得る.したがって(el,C2)はE表現の基底である.

こうしてVBは次の様に既約分解される･

vRA2㊦VRE
(C3)R

(C1,C2lR

I

このように既約表現の表が分かれば,ベクトルVRを射影演算子を使って既約分解 :

vR - Vil)◎vi2)o ･-OviT)o･･･,
を得ることが出来る.
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第4章 群に不変な関数の変分問題の解の分岐理論

第4章では群論的分岐理論 1,4,5)を物性研究者にも馴染み易い形で紹介する.それでも物性研究者

には馴染みにくい数学的な諸概念が現われので,これらの概念の意味を把握できるように,簡単な

Ginzburg-Landauの自由エネルギーの例を基にして説明する･n個の実数x- (xl,x2,- ,Xn)∈

VRnを変数として,外部パラメータ一入を含む関数F(a,A)がある群Goの作用に対してに不変,す
なわち

F(ga:,A)-F(a;,A),g∈Go

であるとき,この関数F(x,A)の極値問題に即して,群論的分岐理論を考察する.

関数F(x,A)が群Goに不変であることが,極値問題を解 く上でどのような役割を果たすか?を

解明する.そこでF(x,A)の極値を与える解xaの固定部分群G(xa)-(g∈Golg･xa-xa)を求

めることが課題になる･これはVRnよりはるかに次元の小さい部分空間VRT-tGoの既約表現の表

現空間)での解析によって決定できることが示される(Sattingerの定理)･GjをGoの部分群とし

たとき,vRTでのGjの 固定点部分空間･･

Fix(Gj) - (V∈VRTlg･V-Vforallg∈G3･)

が定義される･Fix(Gj)の次元が 1次元のとき,必ずその方向に極値問題の解の枝 (branch)がある

ことが示される(共変分岐定理).84に不変な関数の極値問題を例として,共変分岐定理の有効性

を示す.もっと一般的な非線形方程式の解の分岐の数学的議論についてはGolubitsky等の

教科書 4,5)を見られたい.

4.1 ベクトル空間

n 次元実ベクトル空間VRn-tel,e2,- ,en)R を考える･ここで ei(i-1,･･･,n)は基底ベク

トルであり,任意のベクトリは実数の組 (xl,x2,･.･,Xn)で
n

V-∑ x,･ej
3'=1

(4.1)

と表される.(xl,x2,- ,Xn)を基底 (el,e2,- ,en‖こ対するVの成分または座標と呼び,次の縦

ベクトル譜で表す.

＼
｣1

2

m

∬

∬

‥
.

∬

(4･2)
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∬を使 うとγは次式で表される.

V - (el,e2,-,en)x

n次元複素ベクトル空間 Vcn-上el,e2,-,en)Cは任意のベクトルV∈Vcnが
n

V - ∑Z,･e,･3I-I
と複素数の縦ベクトル

之1

勿

･
･
･

Ne

で表されるものである･n次元複素ベクトル空間Vcn-(el,e2,- ,en)はZ31-XJl+iy3･
(xj,yjは実数)と書くと任意のベクトルV∈Vcnは

n

V - ∑ (I,･C,･+y,I(iej))
31-1

と書かれ,Vcnは2n次元の実ベクトル空間とみなす事が出来る･すなわち

Vcn- (C1,C2,･･･,en)C
≡ vBn-(el,C2,･･･,en,iel,ie2,- ,ien)R

とvcnとVBn を 同一視する･以下実ベクトル空間VRnを取 り扱 うことにする.

VRnの基底 (el,C2,･-,en)に村する群Gの作用を(3･6)のように

g･(el,C2,･･･,en)- (g･el,g･C2,･･･,glen)

- (C1,e2,･･･,en)

Dll(g) D12(g) ･･･

D21(g)D22(g) ･･･

Dnl(g)Dn2(g)･･･

- (el,e2,･･･,en)D(g)

n

とする･一方V-∑ xieiB=対する9∈Gの作用は
i=1

n n n
g･V - ∑ xi(g･ei)-∑xi∑D,･i(g)C,･

i-1 i-13'-1
n n n

-∑(∑Dji(g)xi)ej-∑ xl.C,･
3'-1i-1 3'-i

1550-

1Hrnu
R
u

〟)
03

il
U
nHr■t■】

れ

e
‥
.

1

2

8

か

)O
U
(
犯れ
刀

(4.3)

(4.4)

(4･5)

(4,6)

(4･7)

(4.9)
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∬/=

ここで

D12(g) ･･･Din(g)

D22g) ･･･ D2n(g)

Dn2(g)･･･Dnn(g) 利和･･･恥

12
nrhu
0日
コ
4ntJH-

諾)OU
(刀≡

基底(el,e2,-,en
)に対するgの作用(3.6
)と座標xに対する9の作用(4.10
)の相違に注意され

たい
.
これはxに対するGの作用は

x'-g･x - D(9)a

となることを示す.

以後 xl,x2∈VRnには内積

(a,,x')- ∑xiX;-Xtお′i=1I1
が定義され,群の作用は内積を保存するものとする:

(g･xl,g･x2)- (xl,x2)

これより

n n n n n

(4.ll)

(4.12)

(4.13)

∑Di,･(g)I,･∑Dil(g)x;-∑(∑Dji(g)tDi'(g))x,･X;-∑ x,･Xi･ (4･14)
i-1 I-1 i,l-1i-1

を得る.したがって

Dt(g)D(g)-ln

すなわち,Dは直交行列となる.

i-1

(4.15)

4.2 群不変な関数

実ベクトル空間VRn-(el,e2,- ,en)R上の実数値関数F(V,A)を考える･ここでV-∑iXiei

で,実数人は外部パラメーターである･F(V,A)はF(x,A)またはF(xl,x2,- ,Xn,A)とも書くこ

とにする.ここで

､＼｣12m∬∬‥.∬

である
.

F(x,
A)はGo
不変な関数
,
すなわち
,

F(g･x,
A)-/F(x,
A)forallg∈Go
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とする.Go不変な関数F(x,A)-F(xl,x2,･･･,Xn,A)の極値を与える条件は次式で与えられる.

◎1(x,A)

◎2(x,A)

¢n(x,A)

¢(芯,A)≡

これをまとめて

∂F(x,A)

∂∬2

∂F(a,A)=0

◎1(x,A)

◎2(x,A)

On(a:,A)

=0

(4･18)

(4･19)

と記す.

F(a;,A)-F(g･x,A)を成分をあらわに書くと
I

F(xl,･-,Xn,A) - F(g･x,A)-F(∑Dli(g)xi,-∑Dni(g)xi,A) (4･20)I I

両辺をxiで偏微分すると

抽 1,･･･,X誹 - 蛋 (xl,･･･,Xn,A)
aF

∂云(g･x,)Dli(g).-･+蛋 (g.I- ni(g)･

∑◎,.(g･a,,A)Dji
3

∑Dttj(g)@j(g･I,A)-∑巧1(g)◎,I(g･3,A) (4･21)
3 3

すなわち,

申(x,A)- D~1申(g･x)

を得る.ここでDが直交行列であることD-1=Dtを使った.したがって

申(g･x,A)- D(g)申(x,A)

(4.22)

(4･23)

を得る.(4.23)の関係を◎(x,A)はGo-同変(Go-equivariant)またはGo-共変(Go-Covariant)であ
るという.

これよりxaでF(a:,A)が極値ならば,すなわち◎(xa,A)-0ならば

申(g･xa,A) - D(g)申(xa,A)-D(g)0-0

となってg･xaでもFが極値になることが分かる.
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極値を与えるxaの不変部分群G(a:a)⊂Goは次の式で定義される･.

G(xa)-fg∈GoJg･a:a-xa) (4.25)

｢どのような場合に分岐が生じるか?｣｢Goの部分群の中で,どのような部分群がFの極値を与え

る解xaの不変部分群になりえるか?｣,｢不変部分群の構造を知ることが出来れば極値問題の解

法が簡単になるか?｣がこれからの問題になる.まず◎(a:,A)-0の解の分岐の可能性を論ずる上

で基礎になる陰関数の定理を述べる.

4.3 ヤコビ行列と陰関数の定理

F(x,A)の極値問題

申(a,A)- 0
において◎(xa,入a)-0と仮定する.以後記述を簡単にするため,(x-xa),(入一入a)を改めてx,

人と書くことにする.その場合

申(0,0)- 0
となる.d申(x,A)をnxnのヤコビ行列とする:

d申(x,A)≡

a (x,A) 管 (x,A) ･･･賢 (x,A)

監 (a,A) a (x,A) - 驚 (x,A)

敬 (x,A)豊 (a,,A)･- 款 (x,A)

鎧 (x,A) 品 (x,A)･･･品 (a,A)

諾鼓(a,A) 鎧 (x,A) -遥覧(x,A)

∂雲鼓(x,A)品 (x,A) - 鎧 (訂,A)

(4.26)

≡d2F(a',A)(4.27)

後者の表式はFのヘシアン(Hessian)行列と呼ばれている.以下申(0,0)-0とし,

L - dQ?(0,0)-d2F(0,0) (4.28)

と書く.Lは実対称nxn行列である.Lは(4.26)を考慮すると,F(x,0)のテイラー展開の2次の

係数である:

F(x,0)- 去∑ LijXiXj･F3(x,o) (4･29)
RJu

ここでF3(a,o)はテイラー展開の3次以降の項である.方程式◎(a,A)-0の解x(A)を考察する

上で,次の陰関数の定理6,7)は重要な役割を果たす.
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X

図4.1:deも(L)≠0のとき,A-0の近傍でのF(a;,A)-0の一意的な解x(A)

定理 4･1(陰関数の定理)n+p個の変数 xl,x2,･･･,Xn,Xn+1,- ,Xn+pの間のn個の関係式

Oi(xl,x2,- ,Xn,Xn+1,- ,Xn+p)-0 (i-1,2,- ,n) (4･30)

が点po-(増,x2,- ,魂,xE+1,-･,XE+p)で満たされ,◎iは点poの近傍で連続的微分可能とす
る.また,関数行列式が点 poにおいて

∂◎1 ∂◎2 ∂◎n

∂xl' ∂xl' ' ∂xl

∂◎1 ∂◎2 ∂◎n

D(01,02,･･･,On)

D(xl,x2,- ,Xn)
= det

∂x2' ∂x2' '∂x2

) ) I

∂◎1 ∂◎2 ∂◎n

∂xn' ∂xn' '∂xn

≠0, (4.31)

とする･そのとき点 (魂+1,･･･,Xa+p)の近傍でp個の変数 (3;n+1,- ,Xn+p)のn個の関数

xi - gi(xn+1,- ,Xn+p) (i-1,2,- ,n)

が一意的に定まり,

1) ◎i(91,92,･･･,gn,Xn+1,- ,Xn+p)-0,

2)xP-gi(xa+1,･･.,XE+p)

が成 り立つ.

(4･32)

この定理の証明は標準的な解析学の教科書 6,7)に載っているのでそれらを見られたい.一意的と

いうところが分岐を考えるとき重要になる.

まず Lのランクが nすなわちdet(L)≠0の場合を考える.陰関数の定理をp-1の場合に

xn+p- xn+1-人として適用すると,(a,A),-(0,0)の近傍で ｡(a,(A),A)-0なる人の関数 x(A)
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が一意的に定まる.したがって,A-0の近傍では図4.1のように分岐(b血rcation)は起こらない･

このような点(I,A)-(0,0)を通常点(ordinarypoint)という.

したがって入-0の近傍で分岐が生じるためにはdet(L)-0が必要条件である.deも(L)-0が

成り立つとき,点 (x,A)-(0,0)を特異点という.det(L)-0が成り立つとき,(x,A)-(0,0)の近

傍での解の様子は,次のリヤプーノフーシュミット(Liapunov-Schmidt)の方法を用いて調べられる･

4.4 リヤプーノ7-シュミット(Liapunov-Schmidt)の方法

次にdet(L)-0でnxn行列Lのrank(L)-(n-m)<nの場合を考える.ここでrank(L)は

Lのランクを表す･vRnの部分ベクトル空間kerL(Lの核)とrangeL(Lの値域)を次のように定
義する.1,4)

kerL ≡ (x∈VRn lLx-0)

rangeL ≡ (a;∈VRn l訂-Ly,∀y∈VRn)
(4.33)

rank(L)-n一mであるのでkerLの次元はm次元で,rangeLの次元はn一m次元である.吹

の様にVRnを直和分解することが出来る･

VRn- kerL+M
VRn- rangeL+N

(4.34)

rangeLへの射影演算子をpとし,(E-P)をNへの射影演算子とする.ここでEはVRnにおけ
る恒等演算子である.すなわち

x - 3:1+ a:2

a:1 ∈ rangeL

x2 ∈ N

P･x - xl

(E-P)･x - x2

の場合

(4.35)

(4.36)

(4.33)より,Lの固有値ゼロに対応する固有ベクトルをl2,12,- ,lal,ゼロでない固有値に対応す

る固有ベクトルをll,l2,- ,ln_mとすると

kerL - 招 ,13,- ,l‰)R
M - tll,l2,･･･,ln-m)A,

rangeL - (ll,l2,･･･,ln_mlR
N - (12,12,- ,laJR

と書くことが出来る.L,M,N,P,(EIP)のイメージを把揺するために,次の例を考えよう.

例 4.1次の自由エネルギー関数Fを考える.

F(xl,x2,X3,A) - α1人(x号+x22)+α3(A-t3)x23

+β1車 …+p2(x壬+夷)+伽 芸+71(x芋+x…)x…. (4.37)
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ここでi3は定数,α1,α3,β1,偽,P3,71は正の定数とみなす.F(xl,x2,X3,A)の極値問題の方程式は

次の様に書ける.･

･l(x,A)- 蛋 (x))-2α1Axl･2PIXIか 4伽 2･271XIX:-0

･2(x,)- 蛋 (x,A)-2αlAx2.2β頑 2.4崩 ･271x2か o (4.38)

･3(x,) - 蛋 (x,A)-2α3(A-t3)x3+4P3射 271(車 x2)x3-0
A-0で x-0が (4.38)の解であること,すなわち申(0,0)-0は,すぐ確かめられる.(a:,A)-

(0,0)におけるFのヘシアンLはつぎのように書ける.
82F a2F a2F
甲 砺 万言i砺

L-dO(0,0)-

(

82F a2F

- 扇ぎ∂∬2∂∬1

82F a2F
∂E3∂xl ∂x3∂x2

0

0

0

0

0

0

82F
∂∬1∂∬3

葦 (0,0)

(4.39)

となる. したがってdet(L)-0となり, 分岐が起きる可能性がある.i3≠0の場合は kerL,

rangeL,M,Nは

kerL - (el,C2)R

rangeL - (C3lR

M - (e3)R

N - (el,e2)A

となる.したがってrangeLへの射影演算子PとE-Pは

P =

E-P =

(

＼
〕0

0
1
0
0
0
0
0
0
＼〕00
0
01
0

1

0

0

(

(4.40)

(4.41)

である.1

任意の u∈VRnに対して,u-0は Pu-0かつ (E-P)u-0と同等である･ したがって

申(a;,A)-0は次の様に書かれる.

4'(x,A)

(a) P◎(ど,A)

(b) (EI-P)申(a:,A)
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ここでx∈VRnを次の様に分解する･

X - y+I

ここでy∈kerLで Z∈M である.(4.42)の(a)より

P申(y+I,A)- 0

を得る.写像 申･.M xkerLxR→ rangeLを次の様に定義する.

申(I,y,A) ≡ P¢(y+I,A)

(4.43)

(4.44)

(4･45)

これを(y,A)をパラメタ-とするZの関数とみなすと,中のZに関するヤコピアンはゼロでない

ので,陰関数の定理により

申(I(y,A),y,A)- 0 (4.46)

を満たすZ(y,A)が (y,A)-(0,0)の近傍で一意的に定まる.申(0,0)-0であり,I(y,A)は一意的

であるので

I(0,0)- 0, (4.47)

を満たす･I(y,A)を(4･42)の(b)に代入するとkerL上の関数の方程式

¢(y,A) ≡ (E-P)申(y+I(y,A),A)-0 (4.48)

を得る.したがってn次元変数の方程式◎(x,A)-0の解とm(<n)次元変数の方程式 (4.46)の

解とは一対一に対応する.このようにn変数からm変数の方程式に変換することをLiapunov-

Schmidt縮約 (Liapunov-Schmidtreduction)という.4･(y,A)-0を分岐方程式 (bifurcation

equation)と呼ぶ.

例 4.2例4.1のt3≠0の場合

x - y+I

y - ylel+y2C2∈kerL
z - ze3∈M

(4･49)

となり,

申(I,y,A) - Pd?(y+I,A)-2α3(A-t3)I+4β3Z3+271(x芋+x茎)I-o (4.50)

は(I,y,A)-(0,0,0)の近傍で

芸 (0,0,0) - 2α3(-t3)≠0 (4･51)

であるので,陰関数の定理により(4･50)からZはTl,x2,人の関数 Z(xl,X2,A)として一意的に表さ

れる.1
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4.5 Sattingerの定理

(4･48)は一般的なn変数の関数F(I,i)に対して成り立つが,F(x,i)が群Goに不変な関数の場

令,分岐方程式はどのような群論的性質をもつであろうか?それに答えるのが次に述べるSattinger

の定理 1)である.

F(g･x,A)- F(I,A)forallg∈Go

の場合(4.23)により

申(g･x,A)- D(g)申(a;,A)

が成り立つ.その場合,次の定理が成り立つ.

定理 4.2(Sattingerの定理)すべてのg∈Goに対して次の命題が成り立つ.

(a)

D(g)L - LD(g)

(b)kerL,rangeL,M,NはGo不変な部分空間である.すなわち

g･y ∈ kerL forally∈ kerL

g･y ∈ rangeLforally∈ rangeL

g･y E M forallyEM

g･y ∈ N forally∈N

(C)

PD(g)- D(g)P

(E-P)D(g)- D(g)(E-P)

(d)

¢(g･y,A)- D(9)¢(y,A)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

証明

(a)串の共変性 (4.23)より

Oi(∑ Dl,･(g)x,A,∑ D2,.(g)I,･,･･･,∑ Dn,･(g)x,I,A)- ∑ Di,.(g)O,･(xl,x2,- ,Xn,A)
3' 3 3 3

(4.58)

を得る.これを∬Jで偏微分すると

鐙 (g･x,)Dkl(g,-∑DiJ･'9,語(I,I3'
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を得る.(訂,A)-(0,0)と置くと,

∑LikDkl(g)- ∑Di,･(a)L,･'
k 3

すなわち

LD(g)- D(g)L

(4.60)

(4.61)

を得る.

(b)y∈kerLとするとLy-0.したがって (4･54)よりLD(g)y-D(g)Ly-D(g)0-0.枚に

D(g)yはkerLに属する.すなわちkerLはGo不変である.x∈rangeLとすると,あるベクトル

W∈VRnが存在してa,-Lw となる･したがってD(g)x-D(g)Lw-LD(g)W･故にD(g)xは

rangeLに属する.すなわちrangeLはGo不変である. W∈M とするとW∈(kerL)⊥.ここ

で(kerL)⊥は(kerL)の直交補空間を表す.故に

(V,W)- 0forallv∈kerL

ここで 仲,W)は内積を表す.したがって

(V,D(g)W)- (D(g)-lv,W)-o

(4･62)

(4.63)

を得る.ここで始めの等号は内積のGo不変性(4.13)を使い,第二の等号はD(g)-lv∈kerLであ

ることを使った.したがってD(g)W∈(kerL)⊥.すなわちD(g)Wは(kerL)⊥-M に属する.し

たがってMはGo不変である.NのGo不変性も同様に証明できる.

(C)任意のベクトルx∈VRnを取りx-V+W とする･ここでV∈rangeLであり,W∈Nであ
る.そのとき

D(g)Px - D(g)V-P(D(g)V)-P(D(g)V+D(g)W)-PD(g)x (4･64)

したがって

D(g)P - PD(a),

が成り立つ.同様にD(g)(E-P)-(E-P)D(g)が成り立つ.

(d)(4.46)より

P◎(y+I(y,A),A) - 0

なるZ(y,A)が (y,A)-(0,0)の近傍でユニークに定まる.ここでg∈Goに対して,

pd?(y+D(g)~1Z(D(g)y,A),A) - P¢(D(g)-1(D(g)y+I(D(g)y,A),A)

- pD(g)~1申(D(a)y+I(D(g)y,A),A)

- D(g)-1pd?(D(g)y+I(D(g)y,A),A)

= 0
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を得る.ここで第二の等号は中のGo共変性(4.23)を使い,第三の等号はPとD(g)の可換性を使

い,第四の等号はD(9)y∈kerLであり,y-D(9)yのときの(4.66)を用いた.I(y,A)の一意性

より,D(g)-1Z(D(g)y,A)-I(y,A)すなわち

I(D(g)y,A)- D(g)I(y,A)

4･(D(g)y,A) - (E-P)◎(D(9)y+I(D(g)y,A),A)

- (E-P)0(D(a)y+D(g)I(y,A),A)

- (E-P)申(D(g)(y+I(y,A)),A)

- (E-P)D(g)◎((y+I(y,A)),A)

- D(g)(E-P)申((y+I(y,A)),A)

¢(D(g)y,A) - D(g)¢(y,A)

を得る.これを使うと

を得る.したがって

(4.68)

(4.69)

(4･70)

が成り立つ.これは4･もGo共変であることを示す.I

変分間題申(x,A)-0の解a:aの固定部分群(isotropysubgroup)a(xa)は次式で定義される.

G(xa)- (g∈Golg･xa-xa) (4･71)

解xaの固定部分群G(xa)はxaの不変部分群(invariancegroup)とも呼ばれ,解の対称性を表す.

変分間題申(x,A)-0の解の固定部分群に関して次の定理が成り立つ.

定理 4.3申(x,A)-0の解をxa-ya+zaとする.ここでya∈kerLでza∈M である.そのと

きxaの固定部分群G(a;a)は分岐方程式

¢(y,A)- 0

の解yaの画定部分群

G(ya)- (gEGolg･ya-ya)

に等しい.

証明

yaを分岐方程式4,(ya,A)-0の解とするIyaの固定部分群をG(ya)とすると

D(a)ya - ya forallg∈G(ya)
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となりxa-ya+I(ya,A)であるのでg∈G(ya)に対して

D(g)xa - D(g)ya+D(9)I(ya,A)

- ya+I(D(9)ya,A)

- ya+I(ya,A)

= Xa

となりg∈G(xa)である.逆にg∈G(xa)とすると

D(g)a:a - D(g)(ya+I(ya,A))

- D(g)ya+D(g)I(ya,A)

- D(g)ya+I(D(g)ya,A)

- xa-ya+I(ya,A)

(4.75)

(4.76)

を得る.これよりD(g)ya-yaを得る.したがって,g∈G(ya)となりG(xa)-a(ya)となる.I

この定理より変分問題◎(xa,A)-0の解xaの固定部分群G(xa)は,VRnより次元の低い部分空

間kerLの中での分岐方程式¢(y,A)-0の解の固定部分群が分かれば求まることになる.

それではVRnの部分空間kerLは群Goとの関連でどのような特性をもっているか?群Goの情

報が部分空間kerLの構造を規定出来るか?それに答えるのが第4.6節の定理である.

4.6 kerLの既約性

前節でVRnの部分空間kerLの中で固定部分群を求めればよいことが分かった･一般的にはkerL

はVRnの群Goに関して既約な部分空間であることが示される･5)

定理 4.4(kerLの既約性)

D(g)◎(x,A) - ◎(D(a)x,A)forg∈Go,

申(0,0) - 0,

L - d◎(0,0), (4.77)

とするとき,一般的(generic)1にはkerLはGoに関してVRnの既約な部分空間である･

証明はGolubitsky等 5)による証明(a)と,限定的な場合にのみ成り立つ,2次の多項式を使った

証明 (b)を挙げておく.

証明 (a)

ここではVRn-kerLOM においてkerLが可約であるとする･すなわち

kerL - VIOV2◎- OVk (4.78)

1ある性質Aがパラメーター空間の点Xで成り立つとき,Xの近傍でもAが成立するとき,性質Aは一般的(generic)
であるという.
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とする･ここでV3･(i-1,･･･,k)は既約な部分空間とする.Plを次のような射影演算子とする :

PllM - O

PllV1 - O

PllV3･- Ev,.forj≠1 (4.79)

ここでPllXの記号"lX"は演算を部分空間Xに制限することを意味し,Evjは部分空間V31で
の恒等写像を表す.申(a',A)にGo共変な小さな摂動epIXを加えた

申e(a,A) - 申(a,A)+EPIC

を考える.ここで Eは小さな実数とする.これに対応するLeは

Le- d¢e(0,0)-d申(0,0)+ePl-L+ePl

となる.ここでy∈Vl⊂kerLを取ると

Ley - Ly+ePly-0

したがってVl⊂kerLe.またZ∈M に対して

Lez - Lz+ePIZ-Lz≠0

であり,y3･∈Vj(j≠1)⊂kerLに対して

Leyj - Ly31+ePlyJ･-eyj≠0

(4･80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

をえる.故にV20- VkはkerLeでは無くなる.したがって小さな摂動 ePIXでkerLが大きく

変化する.故に小さな摂動epIXでkerLが大きく変化しない為には,すなわち一般的(generic)に

は,kerLが既約でなければならない.I

証明 (b)

4?(0,0)-0としてF(x,0)をxで展開すると,

F(x,0) - F(0,0)･∑吉宗 (0,0,xiXj･F3(a,0,ij

- F(0,0).∑去LijXiXj･F3(x,o)ij

ここでF3(x,o)はxの3次以上の項を表す.2次の項を

F2(x,o)-∑去Li,･XiXji3'

と表す･VRnをGoの既約成分に分解する･

vRn- ViOvBO- ,ovRT㊤･-
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すなわち∬∈VRnは

x -∑∑ xTml乙
7 m

と分解する･ここで島 ∈vRnは既約表現Tのm番目の基底でありg∈Goに対して

g･払 - ∑DL,m(g)lL,
iiilu

と変換する･ここで (4.95)における既約表現Tについての和の中で,

仮定B :同値な既約表現は2回以上現われない

と仮定する.g･xは

g'X ∑∑ xTm(g･ILO)
7 †T1

∑∑xTm∑DL,m(g)li′
7 m m/

∑∑(∑DL,m(g)xTm)ill
T 帆/ m

となる.x,g･xの第i成分は

(I)i- ∑7∑ m菰 (lh)i

(g･x)i- ∑7∑m,(∑mDエ′m(g)XLI(lL,)i

である.したがってF2(g･x,o)は

(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)

(4.92)

F2(g･x,o)- 去∑ Li,･(g･X)i(g･X),.
i31

-喜∑Lij(∑∑(∑DA,m(g)xal(lA,)i)(∑∑(∑DnP,n(g)xe)(lS,),･i3' αmlm β n/ n

(4.93)

ここでα,βはGoの既約表現である.F(g･x,0)-F(I,0)を考慮すると

F'3,0'- 古 gg.F'g･x,0'

写∑買主.(妄孟DA,-(g)DnP,n(g))(∑(la,)iLi3･(lS,)3･)願 だijα,βm,nml,nlg∈GoドV■
-写妄{去妄FS'-,}'xa'2
-∑Kα∑ (xgL)2
Ct m

を得る.ここで表現行列の直交性定理

古 gg.DA,-(g'DpP,n'g'- £6α,β6-･n6-,･n′
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および記号

F,T,3,I ∑ (lgL)iLij(lnP)i
ij1
dα
α
m
鷲∑m

(4.96)

を用いた.kerLが生じるのは,(4.94)に於いてどれかのKaがゼロになるときである.一般的

(generic)にはただ一つの∬αがゼロになることが考えられ,異なる既約表現α,β(≠α)に対応す

る∬α,∬βが同時にゼロになることは偶然的である.ここで仮定Bが必要な理由は,直交性定理

に於いて,既約空間VRaとVRPが異なる部分空間であっても同値な既約表現に属するときは,(4･95)
の和がゼロにならず x荒とx免がカップルするからである.I

例 4.3(D4不変な関数のkerL)3次元ユークリッド空間E3上のパラメータ一入-(入1,人3)を

持つ84不変な関数

F(x,A) - F(xl,x2,X3,人1,人3)-入1(x芋+x…)十人3X…

+β1(x誓x…)+p2(x壬+夷)+p3Xま+p4(x芋+x≡)童

を考える.対応する中は次の様になる:

申(a:,A)-

これより

d申(0,A) -

2人1Xl十2β1XIX…+4β細雪+2P4XIX…

2人1x2+2β1X芋x2+4β2x23+2β4x2X…

2人3X3+4P3X三+2P4(x芋+x…)x3

(

l
l
ハ2
0

0

＼
〕

3

0
0
･人2

1

0
1
ハ

0

2

得る.一般的 (generic)には入1≠入3であり,入1-0,人3≠0の時,

0

0

0

0

0

0

′/
し
こエ

0

3

0
1人2

＼
J

kerL - tel,C2)R‥E表現

＼J0
0

0

1

0

1

ハ

0

2

日

H

･
人

0

0

2′/

し

こ†ム

となり,入1≠0,人3-Oの暗,

kerL - (C3)R:A2表現

となる.kerLが既約空間であることが分かる.T
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4.7 共変分岐定理

前節の定理4.3と定理4.4より既約な空間の中で固定部分群を見ていけばよい.それではある既

約な空間vk｡r-kerLの中でどのような固定部分群を持ったy∈Vkerが

4)(y,A)- 0 (4.104)

の解になり得るか?これに答えるのがこれから述べる共変分岐定理5,2,3)(EquivariantBranching

Lemma)である.

G⊂GoをGoの部分群とする.VにおけるGの固定点部分空間(fixed-pointsubspace)Fix(a)

は

Fix(a) - tx∈VID(g)x-xforallg∈G) (4･105)

で定義される.これはGに不変なベクトルからなる部分空間である.

例 4.4Go-D4,V-VE-tel,C2)R:E表現の場合･

vEにおけるD4の部分群の不動点部分空間は次の様になることは容易に分かる.

Fix(D4)- (0)R
Fix(C4)- (0)R
Fix(D2)- (0)A
Fix(D2a)- (0)R
Fix(C2Z)- (0)R
Fix(C2x)- tel)R
Fix(C2y)- (C2)R

Fix(C2a)- 塙 (el十C2))R

Fix(C2b)- 塙 (el-C2))R
Fix(Cl) - (el,C2)R

上の例で不動点部分空間が1次元空間になるのは,Fix(C2｡),Fix(C2y),Fix(C2a),Fix(C2b)の4個

である.次の共変分岐定理(EquivariantBranchingLemma)2によりFix(a)の次元が1となるGo

の部分群Gが重要な役割を果たす.まず準備として次の補選を証明する.

補題 4.1¢(y,A)-(EIP)◎(y+I(y,A),A)としたとき,

dO(0,0)-0である.ここでd4･(y,A)はy∈kerLに関するヤコビ行列である･

証明kerLの基底を12,･-,l‰とするとy∈kerLは

LW
y - ∑yilPi=1 (4.107)

2文献5)には【EquivariantBranchingLemma]とよばれているがここでは本講義の中心的な命題であるので [共変
分岐定理]と呼ぶことにする.
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と表される･I(y,A)は
iii! iiil

p◎(∑ yilY+I(∑ yilP,A),A)-0
i=1 i=1

の解である.第l成分を顕わに書 くと

7n 7n
∑RLm◎m(∑ yiltg+I(∑ yilP,A),A)m i=1 i=1

これをyiで微分して (y,A)-(0,0)と置 くと

写 .pL-驚 (0,0)∂(∑iyi'lP" azyki'∑･P-1yilP'''m ayi

-∑p,-L-k"lP)k.慧 (0,0))-o帆

これより

pL(lt9+芸 (0,0))- L& ,0))-0

ここで IPekerLiりLl89-0を使った･I- ∈M であるので & ,0)∈Mr 方

L :M=-ゝrangeL

は正則であるので

(zi)00- 芸 (0,0)-o
となる.同様に

¢(y,A)-(EIP)申(y+I(y,A),A)-0
をyiで微分して (y,A)-(0,0)と置 くと

諾(0,0)- (E-P)(d･)oo(lP･(zi)00)
- (E-P)LlP-0

を得る.したがって (d¢)(0,0)-0が証明された.1

補題 4.2一般的(generic)には

(d¢入)(0,0)≠0

ここで ¢入 - 芸 (y,A)である･

ー566-

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)

(4･112)

(4.113)

(4.114)

(4･115)

(4･116)



物性理論における群論的分岐理論入門(その1)

証明Sattinerの定理によりy∈kerLに対して

¢(D(g)y,A)- D(g)¢(y,A)forg∈Go

両辺のyに関するヤコビ行列を取って,(y,A)-(0,A)と置くと,

(d¢)(0,A)D(g)- D(g)(d4･)(0,A)

を得る. kerLが既約とするとシュールの補選より

(d¢)(0,A) - C(A)1-

C(A)

0 c(A)

0

(4.117)

(4.118)

(4.119)

なるC(A)∈Rを得る.補選4.1より(堰)(0,0)-0,したがってC(0)-0となる･C(0)-0で,し

かも芸 (o)-Oとなるのは一般的には起こらない･したがって一般的(generic)には

芸(o) - C,(o)≠O

と仮定することが出来る.したがって一般的(genrric)には

(d¢入)(0,0) )(0,0)-C(o)′1≠0

(4.120)

(4.121)

と考えられる.I

次の定理5)はGoの部分群Gでその間定点部分空間Fix(a)が 1次元の場合,必ず固定点部分空

間Fix(G)内に,分岐方程式¢(y,A)-0の解のがあることを保障するものである･

定理 4･5(共変分岐定理)Goが既約なベクトル空間VRTに作用しているとする･次の3つの条件

が成立すると仮定する.

(a)Fix(Go)-(0),(Tが恒等表現以外では必ず成り立つ)

(b)あるGoの部分群(=こついてdimFix(G)-1･

(C)((d4･入)(0,0))(vo)≠0forvo∈Fix(G)･

このとき,4･(svo,A(S))-0となる分岐解(y,A)-(svo,A(S))がある･ここで入(0)-0であり,

¢̂(y,A) - 芸 (y,A)

である.dQ入(y,A)は¢人のyについてのヤコビ行列である･

証明3sattingerの定理4.2よりy∈kerL,g∈Goに対して

D(g)¢(y,A) - 4)(D(g)y,A)

3Golubitskyらの教科書5)の証明に従った.
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が成 り立ち,9∈G,ya∈Fix(a)すなわちD(g)ya-yaなるyaに対して

¢(D(g)ya,A)- D(g)¢(ya,A)

ll

¢(ya,A) (4.124)

が成立する.したがって¢(ya,A)∈Fix(G),すなわち

4･(Fix(a),A) c Fix(a)

を得る.dimFix(a)-1よりSを実数として

4･(svo,A) - h(S,A)vo

と書 くことが出来る.ここで坤 ,A)は実数値関数である.

Fix(Go)-(0)であるので0∈Fix(Go)に注意すると(4.125)より

¢(0,A) ∈ Fix(Go)-(0)

すなわち

¢(0,A) - 0

これはy-0なる自明 (trivial)な解が常に存在することを示している.したがって

h(0,A)-0

これよりテイラー展開を考えるとh(S,A)-k(S,A)Sと書 くことが出来て,

4)(svo,A) - k(S,A)svo

を得る.両辺をβで微分して (β,A)-(0,0)と置 くと

(d4･0,0)(vo) - (ks(S,A)S+k(S,A))0,ovo

- k(0,0)vo

を得る･d4,(0,0)-dOo,0-0であるので,k(0,0)-0を得る･(4･130)を人で微分して得た

QA(svo,A) ≡ 芸 (svo,A)-k入(S,A)svo

をβで微分して (5,A)-(0,0)と置 くと

((d¢入)(0,0))vo-k入(0,0)vo

を得る.仮定より((dQ入)(0,0))(vo)≠0となって

k入(0,0)≠0
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k(S,A(S)) - 0

を得る.陰関数の定理より入(0)-0で

(4.135)

なるk(S,A)-0の解 入(S)が一意的に定まる.(4.130)より¢(svo,A)-0の解が必ず存在する.I

この定理によって,Goの部分群Gでその固定点部分空間Fix(G)の次元が 1のものがあれば,そ

の方向に必ず解の分岐があることが分かる.第4.8節では共変分岐定理を利用して,84不変な関

数の極値問題を解 く.

4.8 D4不変な関数の極値問題

例4.3で考察したD4不変な関数

F(x,A) - F(xl,x2,X3,人1,人3)-入1(x芋+x22)+入3X…

+β1(壷 …)+p2(x壬+夷)+p3X芸+p4(x‡+x…)x: (4.136)

の変分間題を考える.対応する極値を与える方程式は次の様になる:

◎(x,A)-

これより

dq?(0,A) -

2人1Xl+2β1XIX…+4β2X至+2β4XIX…-0

2人1x2+2β1X芋x2+4β2X…+2P4x2X…-0

2人3X3+4β33;喜+2β4(x至+x茎)x3-0

＼
J

3

0

0

1∧2

1

0

･
人

0

2

1

ヽ

人

0

0

2
iZ
q

(4.137)

(4.138)

を得る･(4･137)の解に分岐があるのはdet(d申(0,A))-0の場合である.パラメーター空間

A-(入1,人3)の 【1](入1,人3)-(0,人3)(入3≠0)の近傍と,【2】(入1,人3)-(入1,0)(入1≠0)の近傍を

考える.

【1】入3≠0で 入1-0の近傍

入1-0,人3≠0の時,

＼〕

3

0

0

､人
2

0

0

0

0

0

0

/
し

こrム

kerL - VRE-(el,C2)R: E表現
M - (C3)R
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となる.したがって2次元ベクトル空間VREの中でのD4の部分群の不動点部分空間が1次元にな
るものを見出せば,その空間に必ず解が存在する･例5･3よりD4の部分群でVREにおいて固定点
部分空間が 1次元になるのはC2x,C2y,C2a,C2bの4個で,その固定点部分空間は

Fix(C2x)-fel)R
Fix(C2y)-(e2)R
Fix(C2a)-(# el+C2))R
Fix(C2b)-(# el-C2)lR

(4･141)

となる･これよりkerL内で (1)el,(2)C2,(3)義(el+e2),(4)義(e1-C2)の方向に分岐方
程式申(y,入1)-0の解をもつことが分かる.4個のそれぞれの場合に分けて考える.
(1)y-xel∈kerL,I-ze3∈M として(4･137)の解をa:-y+I-Eel+ZC3とする.yは
C2x∈C2xに不変であり,定理4.3によりxはC2｡∈C2xに対して不変であるので

C2x･X -Xel+I(-C3)-Eel+ze3 (4.142)

となりZ-Oを得る.したがってx-Eel-(x,0,0)のタイプの解が (a,入1)-(0,0)の近傍で存
在する.a-(x,0,0)を(4.137)に代入すると

4?I(I,0,0,人1)-2人1x2+4β2X3-0

を得る.これより入1≦0の時

xj=-土
を得る.したがって申(a,人l)-0の解として

x(1,0,0)-(

x(ll,0,0) - (一席 ,0,0)

を得る.そこでの関数の極値は

入…

F(x(1,0,0))= F(x(-1,0,0))=一宿
となる.(2)同様に33-(0,I,0)の型の解として

a(0,1,0) - (0,

x'｡,-1,｡' - (0,-J豪 ,o)
を得る.そこでの関数の極値は

Ai

F(x(0,1,0)) ; F(I(0,-1,0))=一宿

-570-
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となる.

(3)y-I(el+e2)∈kerL,I-ze3∈M として(4.137)の解をx-y+I-I(el+C2)+ze3
とすれば,a(y)-C2aであり定理4.3によりa;もC2a∈C2aに対して不変であるので

C2x･X - X(el+C2)+I(-C3)-I(el+C2)+ZC3

となりZ-Oを得る. したがってx-(x,x,0)を(4.137)に代入すると

既約表現 解 極値 固定部分群

Al ∬0 - (0,0,0) 0 上)4

x(1,0,0) -(席,0,0)

x'll,0,0) - (-V官 ,0,0)

x(0,1,0) - (0,守宮 ,o)

x(0,-1,0) - (0,-

入雪
~巧言

一基

_A4β2

_A4β2

a(1,1,0) -(席 ,偏 ,o) 一議 茄 C2a

x(-1,ll,0)-(毒盃 ,-席 ,o) 一品 C2a

x(1,-1,0) -(席 ,一席 ,o) 一万品 言 C2b

a(-1,1,0) -(一握盃,-√高 ,o)一議房 C2b

A2 ∬(0,0,1) - (0,0,

∬(0,0,-1) - (0,0,-

_且
4β3

_A
4β3

表4.1:D4不変な関数の極値問題の解とその固定部分群.

◎1(諾,諾,0,人1)
◎2(諾,∬,0,人1)

2人1x2+2β1X3+4β2X3-0
2人1x2+2β1X3+4P2X3-0
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を緒る.これより入1≦0の時

xj= - 土

を得る.したがって申(a,入1)-0の解として

x'1,1,0)- (席 ,偏 ,o)

x'-1,-1,0) - (-長 森 ,-価 ,o)

を得る.そこでの関数の極値は

F(x(1,1,0)) - F(a,(-1,-1,0))ニー
入宇

β1+2β2

となる.

(4)同様にx- (x,-x,0)の型の解として

x(1,-1,0'- (席 ,一席 ,o)

x(-1,1,0' - (一偏 ,席 ,o)

を得る.そこでの関数の極値は

F(x(1,-1,0)) -F(I(-1,1,0))ニー Af
β1+2β2

となる.

解x(1,0,0),X(-1,0,0),X(0,1,0),X(0,-1,0)はすべて同一の極値を持っている･これは

33(ll,0,0) - C2Z･X(1,0,0)

a=(0,1,0) - C4+I･aT(1,0,0)

33(0,-1,0) - C4lz･a:(1,0,0)

(4.151)

(4･152)

(4･153)

(4.154)

(4･155)

(4.156)

が成り立ち,4個の解はD4の対称操作で結ばれており,p∈D4に対してFb ･x,A)- F(x,A)

が成り立つからである.これに対応して解の固定部分群の間には共役部分群の関係がある:

G(a,(0,1,0))- G(x(0,ll,0)) - C2y- C4+zc2xC4-I- C4+zG(x(i,0,0))C4lz (4･157)

このようにGoの元でお互いに移行する解は物理的には同値な解であり,それに対応して互いに共

役な部分群も物理的に同値である.

同様に解x(1,1,0),a,(-1,-1,0),X(1,ll,0),X(-1,1,0)はすべて同一の極値を持っている･それは

x(ll,-1,0) - C2Z･X(1,1,0)

x(-1,1,0) - C4+Z･X(1,1,0)
a(1,-1,0) - C4-2･X(1,1,0)

- 572-

(4.158)



物性理論における群論的分岐理論入門(その1)

となり,各解はD4の対称操作で結ばれているからである.これに対応して解の固定部分群の間に

は共役部分群の関係がある:

G(x(-1,1,0))-a(x(1,-1,0)) - C2b-C4+zc2aC4-I-C4+zG(x(1,1,0))C4-Z (4･159)

[21人1≠0で入3-0の近傍

入1≠0,人3-Oの暗,

､＼
｣
0

0

0

1

0

､
人

0

2

1

ヽ

∧

0

0

2′
ー

し

ニTム

kerL - (C3)R: A2表現
M - (el,C2lR

となる.y-ze3∈kerL,I-zlel+Z2C2∈M として,(4.137)の解をa:-xe3+zlel+Z2C2と

すれば定理4.3よりy-xC3はC2Z∈C4に不変なのでxもC2Zに不変となり

C2Z･a;- -Xe3+ zlel+Z2e2

= Xe3~Zlel~Z2C2 (4.160)

となりzl- Z2-0を得る.したがってx-(0,0,x)の型の解が (x,入3)-(0,0)の近傍で存在す
る.x-(0,0,x)を(4.137)に代入すると

◎3(0,0,x,入3)- 2入3X+4β3X3-0

を得る.これより入3≦0のとき

ご土-j=

Al

三 二

C2N- C2y

C2&～ C2b

(4.161)

(4･162)

を得る.

図 4.2:D4不変な関数の変分問題の解の分岐.D4の既約表現と分岐解の固定部分群.
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したがって4?(a,入3)-0の解として

x(0,0,1) - (0,0,

x(0,0,-1) - (0,0,-J富)
を得る.そこでの関数の極値は

入…

F(x(0,0,1)) = F(x(0,0,-1))=一宿

(4.163)

(4･164)

となる･x(0,0,-1)-C2x･X(0,0,1)の関係に注意すると,上の二つの解が同一の極値をもっことは明
らかである.以上をまとめると表4.1のようになる.D4不変な関数の変分間題の解わ分岐とD4

の既約表現とそれから生じる分岐解の固定部分群を図4.2に示す.以上のような解析はa;の4次式

に限らず任意のD4不変な関数F(x,A)に適用出来る.
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第5章 正方対称性D4を有する系のスピンシンク
レット超伝導の対称性 :

Ginzburg-Landau理論

この章では84対称性を有する系のスピンシングレット超伝導の可能なクラスを考察する.12) ス

ピン軌道相互作用が強い場合の超伝導状態の分類もこの章の同一の部分群で分類される.

5.1 スピンシンクレット超伝導のオーダーパラメーターの空間

一般にスピンシンクレット超伝導状態のオーダーパラメ-ター(orderparameter)は運動量kの

複素数値関数

F(k) - (ak†a_kJ)ニー(ahla_k†) (5･1)

で記述される･ここでak人は運動量k,スピン入(-土)を持つ電子の消滅演算子である･ギャップ

関数△(A)は

△(k) - ∑V(k,k')F(k')
k'

で表される･ここでV(k,k')はペアリング相互作用で,一般的に

V(k,kl) - ∑vT∑ll(k)lt7(kl)
7 1

(5.2)

(5･3)

で表される･D4対称性を有する系ではTはD4の既約表現を表し,LIT(k)はその既約表現の基底を
表す.

Ginzburg-Landau理論では(5.2)と(5.3)を考慮し,特定の既約表現 (例えば7)の相互作用だけ

が寄与しているとして,ギャップ関数を

△(k)-∑ 那 (k)
i

で近似する.ここで

り17-V7∑lt7(k')F(k')
k'

である.したがってギャップ関数△(A)はベクトル空間

VRT- flT,ill)R T‥一次元表現の場合
VRT- (lI,l27,ilI,il27)R7:二次元表現の場合
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のベクトルとみなすことができて,A(k)は一次元表現のとき,

△(A) - xl'Y+yil7-11Tl7
77ry - X十iy

二次元表現のとき,

2

△(k)-∑ (
j-1 7･･一J'一一山～斬ノ

-
∑
何
ニ¶り.
‥幻的+7･qJ

J
rg

(5.7)

(5.8)

T7j - Xj+iyj

と表される.表3.2に見られるように,D4の既約表現には4個の一次元表現Al,A2,Bl,B2と一個

の2次元表現Eがある. 各表現の基底の例を表5.1に示す.

基底関数のタイプ

Al: JA

A2: JA

β1: Jβ

- C,(k芝+ky2),kz2

- kXky(k三一k;)

- k蓋-kZ

B2: lB2 - kxky

≡拷Eq -kzkx

l2E - kzky

表 5.1:D4の既約表現の基底.

5.2 高温相での対称性の群

各変分空間l御 こは次の群

Go - D4XM
M - 申+t◎

(5.9)

が作用している.ここで中はオーダーパラメーターの位相を一斉に変えるグローバルゲージ変換

(globalgaugetransformation)の群である.位相ei¢の変換操作を6と記せば,

6･(lJ,il,7)- (eiQlJ,eiQil,7)

- ((cos4,+isin4･)l才,(cos¢+isin4,)il,7)

(l7,il,7)
cos¢ -sinゅ
sin¢ cos¢

t ･ (l才 ,il,7) - (I,7,-il,7)

- (描 ,( : _01 )

-576-
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である.

D4のVRTの基底への作用は既約表現7の基劇 ,7,p∈D4に対して
d7

p･lJ-∑l,TlD,71,･匝)jl-1
(5.12)

で与えられる.ここでDT(p)は既約表現Tの表現行列で表3.2で与えられる.

以上の関係はD4は(I,告Rににのみ作用し,M -｡+柚 は次のように(1,ilRにのみに作用す
ると考えることが出来る.

611,i, - (1,i, ( ::nS言 -C:isnQQ)
(5.13)

t･ (i , i) - (1,i)

オーダーパラメーター

d7 d7
△ -∑ V,.i,7-∑ (x,.+iy,･)lJ31-1 3'-1

に村するGo-D4×M の作用を考える.p∈D4,に対して

d7
p･△ - ∑ n,･b･lJ)
j-1
d7 d7
-∑ nj(∑ l,7,D,7,,･(p))
3'-1 jl-1
d7d7
-∑(∑D,7,,.也)叩,I)q,
3''-li-I

であるので,D4はr13･に次のように作用すると考えてよい･

d7
1･･7I,-∑DI,,(I,)7/,I
3'I

同様に4,∈申,t∈M は扉 二次の様に作用すると考えてよい･

¢･77j - ei%･

t･rTj - 弔

ここで二次元空間(ex,ey)に作用する点群D∞:

D∞ - C∞十C2xC∞

C∞ - (Cz(4,)lO<_¢≦27T)
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を考える･ここでCz(4･)はZ軸の回りの角車の空間回転であり,D∞ のte｡,ey)への作用は

cz(4,.(er,ey, - (e訂,ey,(告 三芳)
(5.19)

C2x･(e｡,ey) -(e｡,ey)

となる.(5.13)と(5.19)を比べると〃 とか∞は同型であることが分かる.その同型対応は

一､m■Hu
.dT
lH川l川U
的

G

ocq

≡
1

TのT
.‡

(5･20)

である.

Ginzburg-Landau理論では,系の自由エネルギーとしてrl(一次元表現)または(rll,r12)(二次

元表現)の84×〟 不変な4次式までを取ったものである.すなわち

F(Tl,α)- αtlll2+βlTIL4, 一次元表現の場合

Fhl,r12,α)- a(lTlll2+l112I2)+β1(lml2+Il1212)2
+p21(nf+T722)[2+p3(lrllL4+lT14I4), 二次元表現の場合

(5.21)

である.ここでαは外部パラメーター,β,β1,P2,P3は正の定数である.これらの自由エネルギーが

(5.16),(5.17)の変換に対して不変であることは容易に確かめられる･たとえば二次元表現の場合

C4+Zの変換C4+I･(rll,772)-(-112,711日こ対して(5･21)のF(r71,172,α)が不変であることは明らかで
ある.

これらのF(rl,α)またはF(rl1,112,α)の極値を与えるrlまたは(rll,772)を求めるのが課題である.

一次元分岐定理を使ってこれらを求めよう.

5.3 Goの固定部分群とその固定点部分空間

この節では各既約表現の変分空間l御 こおける,Go-D4×M の固定部分群と固定点部分空間
を求めよう.

1次元表現の場合

Al表現 Al表現の場合 VRAl-(lAl,ilAl)Rの任意のベクトルVは

V - xIAl+iylA1-711Al-ei佃 IA1-6･l77LIAl (5.22)

と表される.ここでx,y∈RでTl-X+iy-eiQl77lである.したがってVは剛Alに物理的

に同値になる.恒llAlを代表元とすれば表3.2および(5.13)よりJAlはD4とt∈M に不変

なので,固定部分群とその固定点部分空間は

GAl - D4XT

Fix(GAl)- (lAllR

となる.ここでT-(E,i)である.

- 57 8 -
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A2表現 Al表現の場合と同様にVRA2の任意のベクトルVはIqllA2に物理的に同値になる･表3･2
よりJA2はC4-(E,C4+I,C2Z,C4-I)の作用で不変でC2xC4-(C2｡,C2y,C2a,C2b)の作用で
符号を変えるのでJA2は7T～C23C4の作用で不変になる.したがってA2表現の場合の固定部

分群と固定点部分空間は

GA2 - (C｡+W2xC4)×T
Fix(GAB) - tlA2)R

(5.24)

で与えられる1.

Bl表現 Al,A2の場合と同様に,InIIBlをVRBlの代表元とすることが出来る･表3･2よりIBlは
D2-(E,C2Z,C2x,C2y)に不変でC4+zD2-(C4+I,C4Lz,C2a,C2b)に対して符号を変えるから,

W4+zD2に対して不変である･したがってBl表現の場合の固定部分群と固定点部分空間は

GBl - (D2+W4+zD2)×T
Fix(GBl) - tlBl)A

(5.25)

で与えられる.

B2表現 B2表現は表3･2よりD2a-(E,C2Z,C2a,C2b)に不変でC2xD2a-(C2x,C2y,C4-I,C4+I)

に対して符号を変えるから,弄C2xD2aに対して不変である.したがってB2表現の場合の固

定部分群と固定点部分空間は

GB2 - (D2a+7T～C2+xD2a)×T

Fix(GB2) - (lB2)A

で与えられる.

2次元:E表現の場合

変分空間はVRE-(lP,l2E,ilf;,il2E)である･VREの任意のベクトルVは
2 2

V - ∑(x,･l,F十 iy,･l,F)-∑叩,･l,E
3'-1 3'-1

(5.26)

(5.27)

と表される･ここでrlj- X,･+iyjでx2･,y,･は実数であるIGo- D4×M のVREにおける固定部分

群をG,Pとする･

a,Fは空間回転と結合していない純粋なゲージ変換∂(¢≠o)を含んでいない･何故ならば任意

のV(≠0)∈VREにたいして

4,･V - eiQv≠vfor4,≠0

となるからである.

また表3.2と(5.16)よりp(≠E)∈C4は任意のV(≠0)∈VREにたいして

(5･28)

p･V ≠ V (5.29)

1volovikandGorkov12)は GA2をD4(C4)×R,GBlをD皇1)(D2)×R,GB2をDi2)(D2)×R,Gf',G2E,G3E を
D4(E),D2(C2)×R,D2(a;)×Rと記している
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となる･例えば V-7711fE+77212E∈vREがC4+Zに不変とすると,

C4+I･V - ((C4+I･m)lf'+(C4+I･り2)l2E)-(-り21f=+ml2E)
- (T711ぎ+77212E) (5.30)

となって-り2-m,仇-り2より恥-り2-0が得られる･したがってG,FはM の元が結合しな

い純粋なp(≠E)∈C4を含まない.

Go-D4×M の部分群は定理2.4によりD4の部分群Haとその正規部分群Ho,およびM の

部分群Kaとその正規部分群Koで

Ha/Ho 空 Ka/Ko (5.31)

となるものから,

(Ha/Ho;Ka/Ko;0) - HoKo+hlklHoKo+ ･･･+hikiHoKo+･･･+hmkmHoKo(5･32)

として求められる.ここで同型対応0:hiHo⇔ kiKoがあるものとした.

D4の部分群とその正規部分群は表5.2のようになる.D4×M の部分群 (Ha/Ho;Ka/Ko;0)は

Hoを含んでおり,E以外のC4の元は固定部分群としては含まれないので,表5･2の中でVREの固
定部分群として可能性のあるのはHoがC1,C2x,C2aの場合だけである.すなわちHa/Hoとして

可能なのは表5.2の第4列のコメント欄に*印がついているものだけである.

M とD∞の同型対応 (5.20)があるので D∞の部分群Dn,Cn等に同型なM の部分群を

βだ,C㌘等と書くことにする.たとえば

cnM - (6LO≦4,≦27T)
Dcx3M - cuM+tcwM

c4M - (E,(%),～ -%)I

D㌘ - Cます+tc㌘

D2M - tE,弄,i,句

C2T - tE,i)≡T

(5.33)

このように考えると,求める部分群はD4×Dcx,Mの部分群となる.この部分群は表5.2の*印のあ

るHa/Hoを取りD霊の部分群Kaとその正規部分群KoでHa/Ho竺 Ka/KoなるKa,Koを取っ

て部分群U-(Ha/Ho;Ka/Ko:0)として構成できる･Uは純粋な位相変化4,(≠0)を含まない.
またUはKoを含んでいるのでKoは純粋な位相変化4,(≠0)を含まない.したがって可能なKo

はCr とCrx-T-(E,i)を考えれば十分である･これ以外にTQ-(E,如)が考えられるが

･4 - (E,6t)-(i)(E ,帖 書) (5･34)

となるのでT-(E,土日こ共役な群になり物理的に同値になるため,T4は考える必要が無い･この

K｡-Cr,C2T-(E,i)の二つの場合にKa/Koが表5.2の*印のついたHa/Hoと同型なるもの
を組み合わせて行けば可能な固定部分群が得られる.以下可能な組み合わせの例を示す.
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D4の部分群Ha Haの正規部分群Ho 商群Ha/Ho コメント
上)4 C1

C2

C2

C2

D2

D4

1

2

4

C

C

C

E3N
uR
uR
c1

1

2

2

2

C

C

C

か

D2a

C2Z

C2｡

C1

C2z C2z

Cl

C2x C2x

Cl

C2α C2α C1 *
C1 C2 *

CI CI Cl *

表 5.2:D4の部分群とその正規部分群.互いに共役な部分群があるときはその中の1個を記した.

(1)(D4/C1;DAM/cr)

D4,D4Mを次の様にC1-Cr-別 こ関して剰余類分解する.

D4 - E+C4+I+C2Z+C4-I
+C2x+C2b+C2y+C2a

D4M - E+(%)+i+(-%)
+i+i(普)+描+i(一等)

次のような同型写像Ol:D4-⇒ D4M

Ol(C4+I) - (普)
01(C2x) - t

を使って対応する剰余類を掛け合わせると,次の部分群を得る.
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ここで

(D4/Cl;Dr/Cr;01)- E+C4+Z摩 )+C2Z芹+C4-I(一等)

+C2xt+C2bt(%)十C2y掠 +C2at上告) (5.37)

- C4+C2xtC4
- .D4

∂4 - E+C4'Z摩)+C2Z弄+C.-Z上告)
D4 - C4+C2xtC4

(5.38)

である.

固定部分群DT4の固定点部分空間Fix(D4)はVREの基底にb4の恒等表現の射影演算子P(0)(b4)
をを作用させることによって得られる･lf7にPO(D4)を作用させると

p(o)(b4)･lf: 書くlP+C4+I(普)･lf7+C2Z芹･lP+C4lz(一等)･lfI
+C2xt･lF+C2bi(普)･lF+tc2y弄･lF+C2at(一等)･lF)
主(lf7+il2E(i)+(-lF)(-1)+(-l2E)(-i)
+lF十(-l2E)(-i)+(-1F)(-1)十(lF)(i))
(lie+il2E)

(5.39)

同様にP(0)(b｡)をl2E,ilf',il2Etこ作用させると0,0,(lie+il2E)を得る.これより固定部分群とその
固定点部分空間

Gヂ - D4

Fix(G苧)- ((lF+il2E))R
を得る.

同型写像 β2:8 4 =⇒ 8㌢

02(C4+I)- (一等)
02(C2x)- t

を使って対応する剰余類を掛け合わせると

(D4/C1;Dr/Cr;02)- E+C4+I(一昔)+C2Z弄+C4-I(普)

+C2xt+C2bt(一等)+C2yt～7T+C2at(普)

乙･コLJ Ei-り
-C4+C2,,tC4

-./
- D4

を得る.ここで

=･-～
C4 - E+C4+I(一字)+C2Z弄+C4-I(%)

･-/ ･一-/ -/
D4 - C4+C2xtC4
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既約表現 基底関数のタイプ 固定部分群 固定点部分空間

Al lil-C,(kZ+k;),kz2 GAl-D4×T
A2 lA2-kxky(k2-k冨) GAつ-(C4+C23万C4)×T
Bl lBl-(k三一k孟) GBl-(D2+C4'Z斉か2)×T
B2 lB2-kxky GB2-(D2a+C2x弄D2a)×T

tlAllR

(lA2)R

tlBl)R

(lB2lR

二

二

二

E
l
E
2
g
3

G

G

G

-ヽ㌢
ノ

VV
帰

轟
一
,〟
こ
こ

E
l

E
2

'l･一■

J
V

D4-C4+C2xtC4 ((lf;+il2E))R
(E+C2x+C2Z弄+C2y弄)×T tlfElR

(E十C2a十C2Z芹十C2b弄)×T ((lfE十l2E))R

表 5.3:D4対称性を持つスピンシングレット超伝導状態のクラス.

である.固定部分群b左の固定点部分空間Fix(b'4)はb4の場合と同様にして
Fix(bI4)- ((lF-il,E)lR-C2x･((lF+il2E))R

- C2x･Fix(D4)

が得られ,D4の場合と同値になる.

(2)(D2/C2x;D2M/C2Tg)
D2,D2M をC2x,C2Tg-T-(E,i)に関して剰余類分解すると

D2 - C2x+C2zC2x
D2M - C2Tg+弄C2だ-T+弄r

を得る.対応する剰余類を掛け合わせて部分群を構成すると

Gダ ニ (D2/C2x;D2M/C2Tg)-C2xT+C2Z弄C2xT

- (E+C2x+C2zI,～+C2y弄)×T

(5.44)

(5.45)

(5.46)

を得る･lF,ilF,l2E,il2ELこ射影演算子P(0)(G2E)を作用させると(lf7)RがG2Eの固定点部分空間で

あることが分かる.すなわち

Gぎ

Fix(Gぎ)

(E十C2x+C2Z弄十C2y弄)×T
(lF)R

を得る.

(D2/C2x;D2M/C2Tg)の代りに(D2/C2x;D2M/C完)を考えると,剰余類分解

D2 - C2x+C2zC2x
D2M - C完十C2Tc完-(E,t弄)十方(E,t弄)

より

G茅 - (D2/C2x;D2M/C2y)-C2x(E,i弄)+C2Z弄C2x(E,t弄)
- (E+C2｡+C2Z弄+C2y弄)(E+捕)

Fix(G茅)- (ilff)
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を得る.

G夢- (普)Gぎ(一誓)
ilf7- (普)･lF

が成り立つのでG茅とG君は同値となる･
(3)(D2a/C2a;D2M/C2Tg)

D2a,D2MをC2a,C2x-(E,i)-Tに関して剰余類分解すると

D2a - C2a+C2zC2a

D2M - T+7T～T

対応する剰余類を掛け合わせて部分群を構成すると

Gダ ニ (D2a/C2a;D2M/C2Tg)-C2aT+C2Z弄C2aT
-(E+C2a+C2zK+C2b7T～)xT

(5.50)

(5･51)

(5.52)

を得る.射影演算子P(0)(Gぎ)をvREに作用させて,(lf:+l2E)RがG君の固定点部分空間であるこ
とが分かる.すなわち

G3E - (E+C2a+C2Z弄+C2b弄)×T
Fix(Gぎ)- ((lf:+l2E))R

を得る.

(3)(D2/C1;D2M/cr)

D2,D2MをC1-Cr-Eに関して剰余類分解すると

D2- E+C2Z+C2x+C2y
D2M - E+弄+i+t斉

を得る.

同型対応Ol:D2-辛 D2M

～t;

～汀

一レ
･t

二

二
ニ

ー
hu一Ei-
IM■.■■nu

こ

エ

VV

I

i
.
.i
J

nHul
u
lHHlHU
nHは■川U

l

1

1

β

βU
dU

よ り

G君 - (D2/C1;D2M/C㌘~;ol)-(E+C2Z弄+C2｡t+C2y掠)
Fix(G君)- (lF,il2E)

を得て,固定点部分空間は2次元になる.

同型対応02:D2=⇒ D2M

."

弄

掠

二

二
二

ー
nu
E
H一ー
hHl

hl
〇

VV

ト
ー
･J

.i
-

(

′__＼
t

l

1

1

β

(〟)
βU
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の場合は

G5E

Fix(G4E)

を得る.ところが

(D2/C1;D2M/cr;02)-(E+C2zt+C2x弄+C2y掠)
(il2E)R

5ii｡
田

､t.'(.''.i.I:/.■

二

二

月
2
g
5

TS

C )G2E((普)C4+I)-1

(5.58)

(5.59)

であるので,(5.47)のG2Eの場合を考えておけば十分である.
表5･2の*印のある他の場合を考察すると固定点部分空間が2次元以上のものか,Gf;,G君,G君の

どれかに同値なものであることが分かる.このようにして,固定点部分空間が一次元である固定部

分群は表5.3のようになる.

自由エネルギー(5.21)の極値は表5.3の一次元の固定部分空間の方向にあるので,変分問題は容

易に解ける.

(1)一次元表現の場合

Al,A2,Bl,B2表現ともT7- I (xは実数)と置いて

F(x)- αx2+px4

･(I)- 響 -2αx･4Px3-0

より極値を与えるxaと極値F(xa)は

∬α - 土

F(xa)-

(5.60)

(5.61)

で与えられる.

(2)2次元表現の場合

(a)Gデの場合.固定点部分空間が((lfE+il2E))Rなので(111,T72)-(x,ix)と置いて(5.21)に代入
すると極値を与える方程式

Fl(x,α) - F(x,ix,α)-2αx2+4βlX4+2β3X4

･1(a,α)- 響 -4αx･16PIX3･8P3X3-0

を得る･これより極値を与えるxlと極値F(xl,α)は

∬1 - 土

Fl(xl,α)-
2(2β1+β3)
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で与えられる.

(b)G2Eの場合.固定点部分空間が((lf;)Rなので(111,772)-(I,0)と置いて(5.21)に代入すると極
値を与える方程式

F2(I,α)

◎2(諾,α)

F(I,0,α)-αx2+β134+戯 x4+p334
∂F2(a,α)
∂∬
-2α∬+4β1∬3+4β2∬3+4β3g3-0

を得る･これより極値を与えるx2と極値F2(x2,α)は

∬2 - 土

F2(x2,α) -

2(Pl+P2+P3)
α2

2(Pl++P2+P3)

(5.64)

(5･65)

で与えられる.

(C)G3Eの場合.固定点部分空間が((lfE+l2E))Rなので(恥 112)-(x,I)と置いて(5.21)に代入す
ると極値を与える方程式

F3(x3,α)

◎3(諾,α)

F(x,ix,α)-2αx2+4β1X4+4β2X4+4β3X4
∂F3(I,α)
∂x -4αx+16β1X3+16β2X3+16P3X3-0

を得る･これより極値を与えるx3と極値F3(x3,α)は

∬3 - 土

F3(x3,α) -

4 ( P l+P2+P3)
α2

4(Pl+P2+P3)

(5･66)

(5.67)

で与えられる.

以上の解析は84に不変な4次式について行った.固定部分群と固定点部分空間の関係は群84の

構造のみに依存するものであり,任意のD4不変な関数に同様の解析を行うことが出来る.
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