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概要

量子開放系のダイナミクスに対する一般論に基づいた議論が展開される.そこでは状態を密度行列に

より特徴付け,状態空間上の 1パラメータ写像として量子ダイナミクスが定義される･特にメモ リー

を引きずらない Markov過程に着目し,力学的半群に対する考察を行なう.まずはvonNeumalln方

程式の超演算子と散逸部の超演算子が可換であるクラスと,Pauliマスター方程式,(現象論的)Block

方程式との関連性が示される.さらに詳細釣 り合いの原理が成立することを証明する.続いて,ミク

ロな立場によるダイナミクスの考察 (縮約された力学)から完全正値性に関する議論を行なう･対象

系が 2準位系である場合,Gorillietal.の緩和時間に対する議論が一般化され,完全正値性を特徴付

ける制約が示される.この制約が完全正値性,また縮約された力学に対する実験検証を与える可能性

について議論する.また完全正値性と初期相関に関する考察もなされる.

記号の説明

以下の記号を説明無 しに用いる.

｡C,A,Z,N,をそれぞれ複素数,実数,整数,自然数の集合とする.また n次元実 (複素)ベク ト

ル空間を Rn (Cn),nxn複素行列空間をM(n)と記す･

･C∈Cの絶対値,複素共役,実部,虚部に対してそれぞれ 帖-C,Rec,Imcを用いる･

●任意の集合 S上の単位演算子をⅠと記す.

･Hilbert空間 71の元を,Diracのケット表示 悼)∈71で表す･また,14,1),I,4,2)∈71の内積を

(洲 4,2),ノルムを 沼 研市 ≡=洲 と記す･

･Hilbert空間 71上の演算子 Aの共役演算子をAIと表す (ただし,Hilbert空間上の演算子に作

用する超演算子 Aに対する共役演算子にはA*を用いる).

･｢任意の A｣,｢Bが存在する｣に対し,それぞれ論理記号∀A,∃β を用いる･

また,本稿を通じてプランク定数は h- 1,ボルツマン定数はkB- 1に統一する.

1 序論

量子力学では,系の- ミル トニアン ガ が与えられるとそのダイナ ミクスは完全に決まる:状態

ll)i)∈71(i∈a)はSchr6dinger方程式‥

新 と)-Hl,1,/,i)

に従い,ユニタリー発展をする [1]:

勅 )-Utl4,.),UJUt-UtUtl-Ⅰ.

(1)

(2)

ここで,H,U了2はそれぞれ 71上のハ ミル トニアン演算子,時間発展演算子,71は可分な Hilbert

空間である [2].ユニタリー性は,確率解釈から要請 される‥全確率が 1であるために,量子状

*2Hが時間に依存しない場合は Ut-cxpトiHt),FIが時間に依存する場合 FI-HtはT積 (時間順序積)を用いて,

Ut-rIlexpトilotdt/IIt,]･
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量子開放系のダイナミクスにおける完全正値性の役割

態 陣)∈71には規格化条件 悼神州2 - 1が課せ られる･,初期時刻に規格化 された任意の状態

∀ld,)∈71((4,14,)-1)は,時刻 tにおいて 14,i)-Utl4,)となり,規格化条件が保たれるためには,

1-(4,tl,由)-(4,1UttUtfO),∀14,)∈71,(梱 )-1⇔UlUt-UtUl-Ⅰとなる 【3].

これに反して本稿は,ユニタリー性がない現象を扱 う枠組みに対して興味がある.熱平衡状態-の

移行,量子観測過程に伴 う非干渉化等がその例である.上述の議論は,これらの現象を量子論に基づ

いて説明するのは困難であるように思わせる.特に,ユニタリー性が確率解釈によって要請された

ことは,非ユニタリー現象を扱 うためには確率解釈が不可能であるかのようにも思われるかもしれ

ない.

このようなジレンマを克服するために,まずは状態概念の一般化が必要とされる:ユニタリー性が

確率解釈から要請されたのは,状態空間をHilbert空間 71の規格化されたベク トルによって与える

という前提に基づく.状態概念が一般化されることにより,ユニタリー性は確率解釈の産物でなくな

る.本稿では,Hilbert空間71のベクトルからHilbert空間上の トレース 1の正値演算子-と拡張し

た密度行列空間を量子状態空間として扱 う.第 2節において密度行列を状態に用いることの意義,ま

たその性質が詳細に説明される;そこでは,古典統計描像や量子系の合成の際の状態概念に基づいて,

密度行列-の拡張が自然に行なわれることが示される(第 2･1節)･さらに,密度行列を数学的に特徴

付け,状態空間が明確に表される(第 2.2節).

続いて,第 3節において密度行列空間上の時間発展が考察される:密度行列に拡張された状態空間

においては,ユニタリー性は確率解釈により要請されるものではない;この場合の確率解釈は,密度

行列空間をT+,1(71)*3,曙刻 t-の時間発展演算子をAtとすると,

∀p∈T+,1(刀)⇒ Atp∈T+,1(71) (3)

となる･つまり,｢初期時刻において状態である任意のpは,時刻 tにおいても状態になる｣という要

請である.この性質は,ユニタリー発展はもちろん,非ユニタリー発展も含んでいる.状態空間を密

度行列によって表すとき,確率解釈から要請される性質はユニタリー性でなく,性質 (3)である*4.

熱平衡化や非干渉化された状態も密度行列により表され非ユニタリー発展を伴 うが,もちろん確率

解釈が破られるわけではない･本稿では,状態空間を密度行列の空間T+,1(刀)とし,実 1パラメータ

(時間t)写像で,性質 (3)を満たすものとして量子ダイナミクスを定義する(第 3.1節).つまり,時間

tをパラメータとして持っ,状態空間上の写像が時間発展演算子であると考える*5.

さて,原子,スピン緩和など多くの現象は,時間発展に対する局所性,すなわちMarkov性を備え

ている 桂一-6】･Markov性は時間発展演算子ALに対し,群特性･.At+S-AtAsを課す.非ユニタリー

発展を示す多くの現象 (熱平衡化や非干渉化)が不可逆な現象であるために,考察対象となる時間

領域が初期時刻以後 t≧0に限られる.そこで,i≧0において定義された時間発展演算子 Alで,

群特性を備える実 1パラメータの半群は,多くの現象を説明する土台となる.このようなことから

Kossakowskiは,状態空間を密度行列により与えた半群,すなわち性質 (3)を満たす半群によってダ

イナミクスを特徴付けた.これが,力学的半群 (DyllamicalSemigroup)【7]である･よって,力学的

半群は (密度行列を状態空間に持つ)量子 Markov過程の一般論を与えることができる.第 3.2節に

*3記号の説明は第 2.2節参照.

*4第 3.1節においてこの仮定を (i)強い確率解釈と呼ぶ.

+5他に時間 Lに対する連続性の条件などを物理的な条件として加える.詳 しくは第 3.2節参照
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力学的半群のレビューを与える.

このように密度行列空間上の実 1パラメータ写像としてダイナミクスを特徴付けることは,状態を

密度行列によって表す意味では量子論を基礎に置くが,そのダイナミクスに関するミクロ的な考察が

欠けている.すなわち,ダイナミクスに関しては現象論の範噂を超えるものではない;できるならば,

非ユニタリー発展を伴 う現象をミクロな理論である量子論に基づいて説明するのが望ましい.この問

題は,rユニタリー発展によって非ユニタリー発展を説明する｣という,一見パラドキシカルな命題

を伴 うことになる [8トこれを解決する有力な理論が縮約された力学 (RedtlCedDynamics,以後 RD

と略すこともある)である [6,9,1坤 RDは対象系と相互作用する環境系 (熱浴,観測装置等)の存在

を考慮に入れることにより,量子論に基づいて対象系の非ユニ_タリー発展を説明することができる.

第 3･3節において,RDの概念的枠組み,非ユニタリー発展の説明 (第 3.3.1節),導出されるマスター

方程式 (第 3･3･2節)等を説明する･しかしながら,本研究は具体的モデルを考察するようなことはせ

ずに,RDの一般論を考察する.そこで注目するのが完全正値性である.1971年 ドイツのKratlSに

よりRDには完全正値性と呼ばれる強い性質が備わっていることが指摘された [11].すなわち,RD

に従って説明されるダイナミクスであれば,それは完全正値性を備えているはずである*6.そこで,

完全正値性を備える時間発展,つまり,完全正値性と性質 (3)を備える写像が,RDに基づく量子ダイ

ナミクスを特徴付けると考えられる.第 3.3.3節において完全正値性の定義,RDが完全正値性を備

えること,その物理的意味等を詳細に説明する.

本稿は主に,量子 Markov過程の一般論を与える力学的半群に,完全正値性を課 した完全正値

力学的半群 (CompletelyPositiveDyllamicalSelTligrotlp)に着 目する:すなわち,完全正値力学

的半群は,RDによって説明されるMarkov過程の一般論を与える.この枠組みは 1970年代に

Lindbladt13],Gorilli,Kossakowski,Sudarsllant14]によって相次いで完成させられた･第 3･4節

において完全正値力学的半群のレビューを与える.

第 4節において本研究の主なる結果を述べる.まず,第 4.1節において,YonNeuma′11m方程式の

超演算子と散逸部の超演算子が可換であるような力学的半群に着目する,本研究では,この条件はエ

ネルギーと干渉項がそれぞれ独立に時間発展をするための十分条件であることを示す.この系とし

て,この性質を持つ力学的半群がPauliマスター方程式 (第 4.1.1節)を満たすこと,2準位系では現

象論的 Bloch方程式と等価になること,また詳細釣 り合いの原理 (第 4.1.2節)を満たすことが示さ

れる.続いて第 4.2節では,2準位系の完全正値力学的半群において常に成立する緩和時間-の制約

が存在することが示される.緩和時間が物理量 (測定可能量)であることから,この制約は,完全正値

力学的半群に対する実験による検証を与える.また,力学的半群と完全正値力学的半群の相違は,RD

により特徴付けられる完全正値性であることから,前者になく後者に特有の現象は,RDを特徴付け

る現象であることが推測される.つまり,この制約はRDを特徴付ける性質である可能性がある.こ

れらは第 4.3節における初期相関と完全正値性の関係に関する考察を踏まえ,第 4.4節において議論

される.

*6逆に完全正値性を備えるダイナミクスがあれば,背後に大きな Hilbert空間があり,全体系がユニタリー発展をしてい

ることも示されている [121.
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2 密度行列の状態空間

本節は密度行列に関するレビューを与える.第 2.1節は,古典統計性を踏まえた本義混合性,また

合成系から縮約されて得られる転義混合性に基づいて混合状態を導入し,状態空間がHilbert空間か

ら密度行列空間-と一般化される概観を説明する.第 2.2節では密度行列のいくつかの性質を示し,

本質的な性質に基づいて密度行列の数学的定義を行なう.これは密度行列の状態空間の構造を明確に

する.また純粋性,混合性に関する定義も改めて行なわれる.

2.1 密度行列の導入一純粋状態,混合状態一

密度行列は元来,量子論に対する古典的な統計性を説明するために提案された概念である･14,)∈71

(71は可分なHilbert空間)を規格化された状態 ((4,回,)-1)とするとき,ある力学量 A(71上の自

己共役演算子)の期待値 (A)は内積

(A)-(朝Al4,) (4)

により計算される(このように,Hilbert,空間 71上のベクトル 14,)によって表される状態を,純粋状

態と呼ぶ)･しかし,情報の不足などの理由から,状態が厳密に 陣)∈71にあるとはいえない場合

がある;そのときは (古典統計のように),ある確率 (重み)pi≧0(∑iPi-1)で状態が L･4,i)∈71,

((洲4,i)-1∀i‖こあると考えることが妥当である.力学量Aの期待値は,状態が 14,i)である場合の

期待値 (4,ilA回,i)に重みpiの平均を施した

くA)-∑pi(4,ilA励) (5)
i

により与えられる.この場合,状態は純粋状態と区別され,混合状態と呼ばれる.特にここで説明し

たように.,情報の不足から生じた混合状態を本義混合状態と呼ぶ [15]･

純粋,混合状態は期待値の形 (式 (4),(5))を見ても明らかに異質の扱いを要求するように思われる.

そもそも純粋状態がHilbert空間の元として扱えることに対して,混合状態はそうではない.しかし

ながら,次のようにして両者を統一的に記述することが可能となる:

重みがpi(∑iPi-1)で 恢)∈71にある場合の状態 (混合状態)から,Hilbert空間71上で定義

される演算子

β≡∑ l′減 価 1 (6)

を導入する･このとき期待値 (5)は,

(A)-∑pi(4,iIAl4,i)-∑ pi(4,ilAt I

(s Ln'車 -F 'nl(F '*i'pL'4,iE)Aln'-trp(A7)

となる (ここで,trA≡∑ n(nIA回 ,回 はHilbert空間 7lt上の任意の完全正規直交系 (CONS)で
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ある*7).つまり,重みpiで lV,i)にある混合状態における期待値 (A)は,演算子 (6)を用いて

(A)-trpA (8)

によって与えられる.演算子 βは (混合状態の)密度行列 (密度演算子)と呼ばれるものである･これ

は,純粋状態も自動的に定義に含む:純粋状態 悼)を重みがpl-1,p2-P3- - -0であると考え

ると,純粋状態は混合状態の特殊な場合である.その場合の密度行列は,

p-∑ 勅)p湖 (-14,)(朝 (9)
i

である.期待値 (4)に関してもこの密度行列 (9)を用いると,混合状態の場合の期待値の表記 (8)と

同じであることがわかる.つまり,密度行列を用いることにより純粋,混合状態は統一的に扱 うこと

が可能となる.このことは,単なる形式的取り扱いの統一に留まるものではない.む しろ重要なこと

は,状態空間を密度行列の空間として明確化することにある*8.

次に,二つの合成系- 対象系 S十環境系 E-の部分としての,対象系の状態を表す密度行列 (縮

約された密度行列)を説明する･対象系 S,環境系 Eに対するHilbert空間をそれぞれ 7is,71E と記

す.全体系 S㊥E(SとEの合成系)に対するHilbert空間は,7isと71E のテンソル積 7is㊤71E

により構成される 【16].全体系の状態を密度行列 pTOlrによって与えられるものとしよう.このと

き,環境系の部分和をとることにより得られる演算子を,対象系の (縮約された)状態 psと見なすこ

とができる:

psItrEPTOT･ (10 )

[ここで,trEは次のように定義 される環境系の部分和である‥Ij)を 71E 上の CONSとする･B

を全体系のある演算子 (正確には トレースクラス T(カS㊥71E)の演算子)とするとき,trEは,

trE:T(7ts㊤71E)- T(7is),S･L･,∀E,4,)∈7is,(4,LtrEBE4,)≡ ∑,(4,I(jlBlj)冊 で定義される.]

式 (10)が対象系 Sの状態を表すことは,次のように理解することができる:我々が実験により測定

する観測量 (対象とする観測量)は,対象系Hilbcrt空間7is上で定義される自己共役演算子 A(全体

系では A㊤IE,IEは環境系の単位演算子)のみであることを前提とする (第 3･3.1節参照).式 (8)よ

りA㊥IEの期待値は,

(A)-trsE(PTOTA㊤IE)-trs(trEPTOT)A. (l l)

一方,対象系 Sの状態が βである場合の力学量 Aに対する期待値は,

(A)-trspA (12)

によって与えられることから,式 (ll)と比較 して,ps-trEPTOTを得る‥あらゆる対象系の観測量

に関する同じ(統計的)予言を与えるので psとtrEPTOTは同じ状態と見なすことができる*9.この

ようにして全体系から部分和をとることで縮約 して得られる密度行列 (10)を,縮約された密度行列

(ReducedDensityMatrix)と呼ぶ.

ここで,縮約された密度行列の重要な性質を述べよう:

'7Hilbert空間 71は可分 (separable)であるので,高々加算無限個の完全正規直交系 (CONS)が存在する [2ト trは

CONSの選択に依らないことを注意しておく.

*8詳しくは次節参照.

*9数学的には,∀A∈β(71),trApl-trAp2⇔ pl-P2を用いている.
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合成系 7is㊤7iE 上の密度行列 pTOT が純粋状態 pTOT-lO)(01であるとする.このとき縮約

説明: PTOT-lO)(01を固定する･lO)-∑iiCijLi)lj)(∑ijlCijl2-1,1i),lj‖まそれぞれ 7is,

71E のCONS)と展開すると,PTOT-∑ij;LllCij否klli)Ij)(kl(11･このとき縮約された状態は

ps -trEPTOT - ;(,a.(LSlCi,ekL.i,Ij,〈拍 巨 -拍 cij,i,) (; eL･j(k･)

-∑勅)pj(舶 (13)
J

回,i)≡∑cijli)/Zj,Zj≡【(∑eik(kl)(∑ cijli))]1/2,pj≡Z,?(⇒ ∑ pj-1)･ (14)
t A. tL Jl

一般的に,pjのうち少なくとも二つは0でないために,縮約された密度行列 (13)は混合状態 (6)と

なる (より詳細な条件に関しては,次節定理 2参照).つまり,全体系が純粋状態であっても,対象系

の状態が混合状態になるのである.簡単な具体例として,2-量子ビット系 (二つの2準位系の合成系)

における,一重項状態 (純粋状態)を考えよう:

lO)-義(lT)sll)E刊 )smE) (15)

ただし,(旧S,旧S),(旧E,li)E)はそれぞれの系の2準位系の正規直交基底である･Sを対象系,

Eを環境系とすると,縮約された密度行列 (1O)は,

ps- trEI,(,)(拒 E(｡(帖 州 T)E+E(｡(帖 州 l)E-去IT)S(Tl･去Il)S(ll (16)

となり,これが混合状態であることは次のようにして示される:

式 (16)で表される状態が純粋であると仮定する:

∃14,S)∈7-ts s.i.ps-悼,S)(4,sI. (17)

ところで,IT)S,旧Sは 7isの基底であるので,14,S)-aIT)S+blDs(a,b∈C)と表 される･

よって,

ps-Il,S)(4,st-(aIT)S+blJ)S)(なくTIs+盲川s)

-IaI2IT)S(†回 bL2IDS(lL+abl†)S(1l+叫 いS(†ト (18)

式 (16)と比較 して,laI2-回2 -1/2,百b-a石-0.しかし,百b-0⇔ a-Oorb-0.これは,

回2-回2-1/2と矛盾する.

このように,たとえ全体系の状態が純粋であっても,縮約 して得られる状態が混合になることがあ

り得るのである･この場合の混合性を,本義混合と区別 して,転義混合と呼ぶ 囲 .本義混合性が古

典的統計,もしくは情報の不足から課せられたものであることに対し,転義混合性は,部分系として

の対象系 Sの情報に着目することによって産まれる混合性である.数学的には両者を区別する理由

はないが,概念上の明確な区別立てが重要である.後述するように,縮約された力学 (RD)が対象系

の混合化を説明するのは,転義混合を利用する (第 3.3節参照).
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2.2 密度行列の性質

本節において,密度行列の主な性質を見る.ここでは,本質的な性質を抜粋 し,密度行列を数学的に

定式化する.

まずは次の 3つの性質 (i),(ii),(iii)が基本的である･

補題 1【密度行列の性質]
密度行列 p-∑il,4,i)Pi(4,il(ただ し,∀i,(裾*i)-1, pi≧0,∑iPi-1)は以下の性質を満

たす:

補題 1の証明

(i)trp-∑n(nl(∑il4,i)pi(4,il)ln)-∑iPi(1,il(∑n回(nL)J･Oi)-∑iPi-1･

(ii)pT-(∑if4,i)pi(4,il)I-∑i14,i)pi(4,Ll-p.

(iii)任意のベク トル l¢)∈71を固定する･(軸 14,)-∑i(4,I*i)pi(4,iI4,)-∑iPi削,i14,)F2≧o･

QED

これらの性質 (i),(ii),(iii)は密度行列が一般的に備える重要な性質である･上では,密度行列が性

質 (i)規格化条件,(ii)自己共役性,(iii)正値性を満たすことを見たが,逆に,Hilbcrt空間 71上の演

算子で,(i)-(iii)を満たす演算子を密度行列 と定義することができる.つまり,密度行列による状態空

間 7Tl,+(カ)を,Tl,+(カ)≡(pl(i)trp-1,(iii)p≧0)により定義することができる (ここでは数

学的理由一正値性を備える演算子は自動的に自己共役である*10- から,(ii)自己共役性を除いて定

義する*11).つまり,密度行列 (状態)とは,Hilbert空間 71上で定義される演算子で,(i)規格化条件,

(iii)正値性を持っものであると定義する*12.条件 (i),(iii)を満たす任意の演算子を密度行列と見な

すことができる理由は固有値展開定理に基づく [17]‥

定理 1【固有値展開定理]
Aが 71上のコンパク トな自己共役作用素ならば,有限個または 0に収束する無限列 (p,i)∈R

と,ONS(正規直交系)回 が存在 して,

A-∑ pnln)("′l (19)
7L

と表される.

性質 (i)trp-1より,pは トレースクラスの作用素 trlpl<∞ とな り,コンパク ト性 も持っ (̀/ト

レースクラスの作用素 ⇒ コンパク ト作用素)･固有値展開定理より,p- ∑ ,,I,nEn)(nlt展開するこ

*10例えば偏極恒等式を用いると示すことができる.

り1(ii)密度行列の自己共役性は,観測量の期待値が実数であるための必要条件であるなど物理的には重要なことである.

*12 状態空間をTl.+(71)と記すのも,(i)規格化条件を1,(iii)正値性を+,さらに,Hilbert空間71上で定義される演算

子で,特にトレースクラス(TraceClass)と呼ばれる- trlArく∞-1空間をT(71)と表す.
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とがいっでも可能となる･trp-1より∑npn- 1･ここで,性質 (iii)より,pは自己共役演算子な

ので,pnは pの固有値であり,さらに,性質 (iii)正値性より,固有値の正値性 pn≧0が成立し,式

(6)として導入された密度行列と解釈することができる･

密度行列の他の重要な性質として次を挙げる:

補題 2 搾 度行列の性質 2]

(iV)密度行列 p∈7Tl,+(71)は,0≦trp2≦1を満たす.

(V)特に,純粋状態である場合 (p-悼)佃 )は,trp2- 1.逆に,trp2=1を満たす密度行列は

補題 2の証明

(iv)任意の密度行列 p∈7Tl,+(カ)を固定す る･ 固有値展開定理 1により,p-∑ iPili)(iI

(ただ し,∀i,i,(ilj)- di" P,i≧ 0,∑iPL- 1)と表す ことができる･ よって trp2 -

∑ た(kl(∑iPili)(iI)(∑ipjlj)(jl)lk)-∑iPZ･pi≧0,∑iPi-1なので,0≦trp2≦1･

(V)【必要条件]‥任意の純粋状態 p-悼)(4,lを固定する.p2-(回,)(羽)(14,)(刺)-悼,棉,I-pで

あるから,trp2-trp-1.

仕 分条件]:(iv)の証明で,一般に密度行列 pは,trp2-∑7lPZであることがわかっているので,

trp2-1⇔ ∑iPZ-1⇔ ]is･t･pi-1,pj-0(j≠ i)(●/pt≧0,∑iPi-1)･よって,

p-li)(iI･ QED

前節では純粋状態を,∃陣)∈71,a.i.p-卜¢)刷 として定義 したが,補題 2(V)は,trp2-1を満

たす状態を純粋状態 と定義することが可能であることを示す.さらに性質 (iv),(V)は trp2が,状態

が純粋であるか,混合であることの目安を与える:trp2が 1からどれだけ離れているかによって,ど

のくらい混合度が高いかを与える.trp2はFidclityと呼ばれており,trp2-1を純粋状態,trp2-0

を最大混合状態 (MaximallyMixedState)と呼ぶ.また,同じ目安として線形エン トロピー (密度行

列空間上の汎関数)が導入される:

(a)線形エン トロピー:S2lp]…1-trp2.

補題 2(iv)より,線形エン トロピーは0≦S2lp]≦1を満たし,純粋状態で0をとる･特に,S2lp】-1

を満たす βが最大混合状態である.同じ混合度の目安を与える量として,

(b)volュNeulnannエン トロピー:Sl[p]≡-trPlogp

(C)Tsallisエン トロピー‥Sqlp]≡一三山王二士qll
が有名である･特に,(a),(b)は (C)Tsallisエン トロピー Sqlp]において,q- 2,q- 1に相当する

ので,表記をSqlp]で統一した [18]･

補題 2(Ⅴ)の系として

系 1[密度行列の性質 3]

(vi)βが純粋であることと,〃2-〟(射影演算子)であることは等価である.

が得られる*13

*13射影演算子 Aは,自己共役なべき等演算子 AI-A,A2-Aで定義される.一般には ]A-LV,)佃 は射影演算子で
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系 1の証明

必要条件は自明である.十分条件は,p2-pより,trp2-trp-1.よって補題 2によってpは純

粋状態である. QED

つまり,密度行列が純粋状態であることは,(a)]p-悼)(Ol,(b)trp2-1,(C)p2-pのいずれに

よって定義してもよい.

最後に,縮約された密度行列が純粋,混合状態であるための条件として次の定理が有用である (証

明は付録 A.1参照).

定理 2【G.K.]

7is,TtEを,それぞれ対象系 S,環境系 EのHilber空間,7is㊤71E をその合成系とする.さら

に,pTOTを合成系のある密度行列,ps-trEPTOTを縮約された状態とする.このとき,

つまり,縮約された密度行列が純粋状態であるためには,全体系の状態が相関を持たない場合に限ら

れることになる･逆にいうと,全体系が相関を持つと,縮約された状態は必ず混合状態になる.この

命題は,たとえ全体系の状態が純粋であっても相関がある場合には,縮約された密度行列が混合状態

になることを導く(転義混合性)･

1
3 状態の時間発展

本節では密度行列空間上のダイナミクスが説明される･第 3･1節にて密度行列空間 7Tl,+(71)上の

実 1パラメータ写像として時間発展 (ダイナミクス)が定義される･また,確率解釈に関する二つの仮

定 (i)強い確率解釈,(i)′弱い確率解釈が導入される.第 3.2節では,ダイナミクスの線形性,Markov

性を課 した力学的半群が説明され,その生成子の具体形が与えられる.第 3.3節では,量子論に基づ

いて非ユニタリー性を説明することのできる縮約された力学 (ReducedDyllamics,以後 RDとも略

す)のレビューーその概念的説明,使用方法に関する説明-が与えられ,特に,RDの最大の特性であ

る完全正値性が説明される.第 3.4節では力学的半群に完全正値性を課 した完全正値力学的半群が説

明され,その生成子が与えられる.第 3.5節では,2準位系におけるBloch方程式が説明される.

3.1 密度行列空間上の時間発展

状態空間の指定 (ここでは,密度行列空間Tl,+(力))が行なわれると,それ上のダイナミクスが定義

される*14:すなわち,時間 t∈Rを 1パラメータに持つ 7ll,+(71)上の写像として時間発展演算子が

与えられる:

(i) ∀p∈T+,1(71)⇒ Atp∈T+.1(カ),t∈R.

あることの十分条件あるが,必要条件ではないので,この系は自明ではない.

*14ぁる集合 S上の写像 Aとは,SからSへの写胤
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第 1節にも述べたように,性質 (i)は密度行列を密度行列に写像するため確率解釈を保証 している･

他方,これよりも弱い性質:

(i)′]p∈T+,1(71)⇒Atp∈T+,1(Tt),t∈R (22)

を考えることができる;密度行列空間 Tl,十(カ)全体ではなく,その (真)部分集合上の密度行列のみ

に確率解釈を保証するものである*15

本研究では,性質 (i),(i)′を区別 し,前者を強い確率解釈,後者を弱い確率解釈と呼ぶことにする･

この区別は街学的興味にすぎないように思われがちだが,縮約された力学で初期相関がある場合に

は,密度行列の性質から原理的に要請されるものである.詳 しくは,第 4.4節に説明する.次節以降に

説明する,力学的半艶 完全正値力学的半群に課せられるのは性質 (i)強い確率解釈である･

3･2 力学的半群 (DynamicalSemigroup)

時間発展演算子で性質 (i)を満たすものを考える.これに,線形性 とMarkov性を課すことによっ

て,量子 (線形)Markov過程を記述するための一般論を与えることができる･

線形性とは混合性を保持する性質である:時間発展演算子を Atとすると,

(ii) ∀pt,P2∈I(71),∀α1,α2∈C,At(α1β1+α2P2)-α1At(pl)+α2At(p2) (23)

を満たすことを要請する.量子ダイナミクスが線形性を持つことから,ここでも線形性を課すことに

する.Markov性は,時間に対する局所性を意味し,過去のメモ リーを引きずることのない性質を指

す llg].数学的には半群の性質をもつものとして定義される*16:正の時刻 t≧0において定義され

る時間発展演算子をAt(t≧0)とすると,半群の性質 At+S-AtAL,が成立することを ｢時間発展は

半群の性質を持つ,または時間発展はMarkov的である｣ という.Markov性の仮定は数学的扱いを

簡略化するのみでなく,レーザー理論,スピン緩和現象などの記述における実験との整合性も確認 さ

れている.そのために,KossakowskiはMarkov過程を一つの基礎的ダイナミクスと位置付け,その

一般論を展開した [7].これが力学的半群 (DyllalTlicalSelTligroup)である･

定義 1力学的半群とは,1パラメータの半群 At:T+.1(力)- I+,1(71)を満たす線形写像の集合

によって定義される (I+,1(Tt)は密度行列による状態空間).つまり,力学的半群は,三つの仮定:

(i)強い確率解釈, (ii)線形性, (iii)MarkoV性 (半群性)によって構成される [7].

条件 (i)が確率解釈からの要請であったために,力学的半群 とは,線形な量子 Markov過程を記述

する一般論を与えるものと考えられる.

数学的にはさらに,トレースノルム Il Hlに対する連続性:limー 0+HAtp-pll1- 0, ∀p∈

Tl,十(71)を課す･すなわち,時間発展に対して非連続的振舞いは起こさないという物理的な要請であ

る.Atが縮小写像 (ColltraCtionMap)であることからAf-eL:tを満たす生成子 L:の存在が保証さ

*15数学的には,時間発展演算子 t̂の定義域 Dom(At)がTl,+(71)全体ではないことを意味する.

*16半群性は時間に対する局所性よりも強い.例えばメモリーを引きずることがなくても時間に陽に依存する時間発展演算

子を考えることは可能であるが,それは半群性を備えない.
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れる (Hille-Yoshidaの定理 【20】)‥密度行列に対するマスター方程式は,

孟p(i)-Lp(i)

となり,解はp(i)-eL:tp(0)である･

Kossakowskiにより与えられた以下の定理を紹介する*17:

(24)

定理 3[A･Kossakowskit7]〕

有限準位系 (Dim71-N <∞)における力学的半群の生成子 L::M(N)- M(N)は以下の形

に表すことができる:

i:- 71+D , (25a)

up--ilH,p',Dp-去岩1ci,'lFi,PF,回 Fi刷 }･ (25b)i,J-1
ここで,ガ は71上のある自己共役演算子,Fi(i-1-N2- 1)はTt上のtrFi-0,trFilFi-6iJ

を満たす任意の演算子である･複素行列 【Cij]tまエル ミー ト行列 (筍 -ci,I)である･

γ は系のユニタリー発展を与えるハミル トニアン部 (HalniltollianPart)であり以下に説明する､′on

Neuman11方程式 (第 3.3･2参照)に相当する部分である･Hは系の (繰 り込まれた)ハ ミル トニアン

と見なしてもよい.以後 H を有効ハ ミル トニアンと呼ぶ.D は非ユニタリー発展を与える部分で散

逸部 (DissipativePart)と呼ばれる･

3.3 縮約された力学 (ReducedDynamics)と完全正値性

第 3.1節によって,密度行列空間上の時間発展を考察する準備が整ったが,これらはあくまでも現

象論的な議論に過ぎない.ダイナミクスの起源がミクロな理論により与えられる可能性について議論

する必要性が残されている.しかしながら序論で考察されたように,ミクロな理論としての量子論が,

ユニタリー性 (または可逆性)を備えているために,非ユニタリー性 (または不可逆性)を伴 う時間発

展を量子論に基づき説明することには困難があるように思われる.にもかかわらず,縮約された力学

(ReducedDyllamics,以後 RDとも略す)は,量子論に基づいて非ユニタリー性を説明することを可

能とする有力な理論である.本節では,RDの概念的説明からはじめ,いかにして非ユニタリー性を

説明するのか (第 3.3.1節),また,(あくまで原理的なレベルに留めるが)具体的な計算法 (第 3･3･2

節),さらにRDの最大の特徴と考えられている完全正値性 (第 3.3.3節)に渡って詳細に説明する.

3･3.1 縮約された力学 (RD)の概念的説明

縮約された力学 (RD)は,対象 とする量子系の非ユニタリー発展 (混合化等)を量子論に基づいて

説明する有力な方法である.以下にその概念的枠組みを説明する.

'17この定理はあくまで生成子 L:が力学的半群 t̂-eL:であるための必要条件である.Kossakowskiは行列 lCi,]ある

凸集合に属するものと限定して必要十分条件も導いている [7ト
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量子論が孤立系に対する理論体系であるため,外界 (環境系E)との相互作用が無視できないよう

な対象系 Sには,直接に量子論を適用することができない.この場合は,対象系 Sと相互作用する

環境系 Eを合わせた全体系 (対象系 Sと環境系 Eの合成系)に量子論を適用する必要があり,対象

系 Sのダイナミクスは,全体系 S㊤Eのダイナミクスーユニタリー発展-の部分として抽出される.

こうして得られる (対象系 Sの)ダイナミクスを縮約された力学 (ReducedDynamics,以後 RD)と

呼ぶ.RDが非ユニタリー発展を説明する一例として,混合化 (非ユニタリー発展の例;詳 しくは第

3.312節参照)を説明する‥初期時刻において,対象系Sが純粋状態にあるとする.このとき対象系と

環境系の初期相関はない (第 2･1節定理 2参照)･しかしながら,時間発展 (ユニタリー発展)を通 じ

て両系の相関が産まれる.この相関を持つ全体系 S㊨Eの状態から,(環境系 Eの部分和をとること

により)対象系 Sの状態を引き出す (第 2･1節縮約された密度行列 (10)参照)と,対象系 Sの状態は

混合状態となる (第 2.1節定理 2参照),すなわち,全体系の相関により産み出される転義混合性が,

対象系の混合化を説明するのである (不可逆性に関しては 【211参照)･

このように,RDは対象系 Sの非ユニタリー発展を自然に説明するのだが,一方で批判的意見も見

受けられないわけではないことを注意しておく.例えばPrigogineは対象系と環境系を分けるは人間

であるので,物理学に対する客観性が失われるとしてRDを批判する t221･観測問題に関してもRD

に基づく理論の提唱 [11,23]もあるが,観測問題に対する意見の統一は未だに成されていない.本稿

ではこのような議論に深入 りするのは避けるが, ｢対象とする系と環境系とに分ける｣ことが物理的

に何を意味するかに関しては明確にしておこう:対象系と環境系の分割は,我々が実験により引き出

す情報が,多くとも対象系の観測可能量 (対象系のHilbert空間上で定義される,自己共役演算子*18)

だけであることを意味する.それ以外の観測量 (つまり,環境系に関係する観測量)に興味がある場合

には,縮約された密度行列 (10)は正しくない.このことが,RDを使用する際の前提であることを認

識 しておく必要がある.

3.3.2 縮約された力学 (RD)とマスター方程式

本節は,(Schr6dinger方程式 (1)に基づいて導出される)RDの基礎方程式 (マスター方程式)を説

明する.まずは,孤立系で記述された Schr6dillger方程式と等価なVol1Neumallll方程式*19を説明

する-Schr6dinger方程式がHilbcrt空間のベクトルの時間発展を扱 うのに対し,YonNeumann方

程式は密度行列の時間発展を扱 う.その後環境系を導入 し,全体系のvonNeulllalln方程式から縮約

された力学 (RD)のマスター方程式を導出する.

孤立系のハ ミル トニアンH が与えられているとき,状態 悼(i))の時間発展は,Scllr6dillger方程

式により与えられる:

新 (i))-鞘 (i))･ (26)

*18全体系の Hilbert空間は,対象系と環境系の Iiilbert空間のテンソル積による合成系であるが,対象系の自己共役演算

子 Aとは,より正確に合成系の自己共役演算子 A㊥IEで定義する.ここで,IEは環境系のHilbert空間上で定義さ

れる単位演算子である.

*19ここでの等価とは,両者は共にユニタリー発展をするという意味に過ぎない.数学的には純粋状態に限れば両者は等価

である.しかし後述するように,VonNeumann方程式は混合状態をも扱 うことができるので,Shr6dinger方程式よ

りも広い.
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これを密度行列 p(i)-悼,(i))(4,(i)lで表す場合,時間発展方程式は,

孟p(i,-(孟 l柵 ,)〈州 +- (孟〈刷)
-(-iHl,O(i)))(4,(i)A+悼(i))(i(*(i)JH)ニーiHp+ipH

--ilH,p(i)]

となる.特にその形式解は

p(i)-Utp(o)UtT,Ut≡cxp(-iHt)

(27)

(28)

である (Utの具体形はハ ミル トニアン H が時間に依存 しない場合を書いた)･状態が混合状態

p-∑ile,i)pi(4,ilである場合にも,各 勅)(i-1,2,･..)が,同じハ ミル トニアンHの Scllr6dillgCr

方程式によって発展する場合には,同じ方程式 (27),(28)で記述される･このように,密度行列に対

する方程式で,Schr6dinger方程式と等価な方程式を vollNeumanll方程式と呼ぶ.vollNcumanll

方程式は確かに混合状態をも扱 う時間発展方程式であるが,それは Scllr6dillger方程式と同様,混合

化に関する説明はできない:初期状態が純粋状態 p(0)-悼)(朝 ならば,vonNeumal111方程式の形

式解 (28)よりp(i)-p(i)-Utl4,)(4,lUtT-l,卓(i))(4,(i)Eとなって純粋状態であり続ける.

これに対 して,縮約されたは力学 (RD)は,対象系と相互作用する環境系の存在を考慮に入れ,量

子論 (vonNeumalln方程式 (28))を (孤立系としての)全体系一対象系+環境系一一に適用する:すな

わち,全体系の状態 pTOT(i)∈7Tl,+(7is㊤71E)は量子論に従ってユニタリー発展 (28)をする:

pT｡T(i)-UtpT｡T(0)Utl. (29)

ここで,Utはある7is⑳7iE上のあるユニタリー演算子である (7is,7iEはそれぞれ対象系,環境系

の Hilbcrt空間,7is㊤7iEは全体系 (合成系)の Hilbert空間).対象系の状態は,縮約 された状態

(10)により与えられるため,たとえ全体系がユニタリー発展をしても,時間発展によって両系の相関

が産まれると対象系の混合化 (転義混合性)が説明される.

ここで,全体系のハミル トニアンHTOTが与えられている場合,RDのマスター方程式 (密度行列

に対する基礎方程式)とvollNeuma1111方程式との相違がいかにして現れるかを見ておこう.全体系

のハ ミル トニアンHTOTは一般に,対象系- ミル トニアンHs,環境系ハ ミル トニアンHE,両者の

相互作用ハミル トニアンHINTに分割される:

HTOT-Hs+H INT+HE, (30)

全体系は,ハ ミル トニアン (30)に基づくvollNe111Tlal111方程式 (27)を満たす:

〟
扇PTOT(i)--ilHTOT,PTOT(i)]--ilHs,PTOT(i)]-ilHINT,PTOT(i)ト ilHE,PTOT(i)]･

(31)

対象系に対するマスター方程式 (縮約 された密度行列 (10)ps(i)-trEPTOT(i)に対するマスター

方程式)は,両辺に対して環境の部分和 trEをとることにより得ることができる.:

嘉ps(i)--ilHs,ps(i)]-it,rE(lHINT,PTOT(i)｡･

-94-

(32)



量子開放系のダイナミクスにおける完全正値性の役割

式変形の際には,(i)時間微分 嘉 とトレースtrEの可換性,(ii)超演算子 -ilHs,･]とトレースtrEの

可換性 (■/Hsは対象系の演算子)そして,(iii)trEtHEPTOT(i))-trE(PTOT(i)HE)(̀/HEは

環境の演算子)を用いている.VonNeumann方程式からのずれは,相互作用ハミル トニアンが与え

る (32)式右辺の第二項 (散逸部)である.この項がダイナミクスの非ユニタリー性を生み出し,散逸

の効果を与えるのである.本稿では具体的-ミル トニアンを与えずに,一般的な議論のみを行なうの

で,散逸部の導出等に関する詳細は文献にゆずる 【4-6,9,10,24-27]･ここで重要なことは,形式的な

議論の段階において散逸の効果の起源が見て取れることである.

ここで,初期相関が無い場合の時間発展演算子の具体形を与えておく(初期相関がある場合は,第

4.3節参照):初期時刻において,対象系と環境系の相関が無い場合,すなわち全体系の初期状態が

PTOT(0)-ps㊤pEによって与えられる場合に,時間発展演算子の形は

ps(i)-trEUtps㊤pEUtt≡Atps(0) (33)

となる (ここで,ps(0)-psに注意)･さらに,固有値展開定理 1に基づき pE -∑,Pjtj)(jtと展開

すると:

Ap- trL･JIUp@(¥- ) U†-吉 例 ･ULj,pn jP.･k,-妄 wjkPWIた, (34)

(ただしWjk≡J打(klUlj))と表すことができる(時間の添え字 tは省略した)･よって,初期相関の

無い場合のRDの時間発展演算子は (添え字集合 ti,i)を (α)に統一して)

Ap-∑wapwi
(I

(35)

と表すことができる (第3.3.3節におけるKraus表示も参照).

Atは (状態を時間発展 させ るので)Scllr6dillger描像の時間発展演算子であるが,対応す る

Heisellberg描像における時間発展演算子 A;は Aとの (次の意味での)共役で与えられる:任意

のp∈T(7is),A∈β(7is)に対して

trs(Atp)A-trsp(AtA) (36)

を満たすものとして Atの共役 A;が定義される.ここで,Ttsは対象系の Hilbert空間,I(カS),

β(カS)はそれぞれ7is上の線形 トレースクラスの作用素の空間,線形有界作用素の空間である.時間

発展演算子の具体形は,∀p∈T(カS),∀A∈β(カS)を固定して,

trs((Atp)A)-trs((trEUtp㊤pEUtt)A)
-trstrE((p㊨pEUtTAUt)ト ーrstptrE(pEUttAUt)) (37)

より,

At*A-tri,(pEUttAUt) (38)

となる･これが初期相関の無い場合のHeisenberg描像における時間発展演算子の具体形である.
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3.3.3 完全正値性

本節において,(初期相関の無い場合の)RDの特性である完全正値性について説明する*20

定義 2【完全正値性]
β(カ)をHilbert空間 71上の線形有界作用素の空間とする･写像 A:β(カ)- β(71)に関して,

任意の自然数 n∈Nに対し,合成写像 An…A㊥In:β(71)㊤M(n)- β(71)㊤M(n)が正値保

存である-一 正演算子を正演算子に写像する--とき,Aは完全正写像 (CompletelyPositiveMal))

であると呼ばれる.ここで,M(n)は nxnの複素行列空間,Ⅱnはそれ上の単位行列.また,この

性質を特に完全正値性と呼ぶ [9,ll,28]･

1971年 ドイツのKratlSにより,RDの時間発展演算子に対する次の定理が得られた.

定理 4【K.Kraus【11】]

初期相関の無い場合の縮約された力学 (RD)から得られる,Heisenberg措像における時間発展演

証明は付録第 A,2節にゆずり,ここではLilldbladによって与えられた,物理的な説明を行なう[13]･

対象系 S,環境系 Eのどちらとも相互作用をせず,さらにエネルギーが 0であるような仮想的な n

準位系 V(そのHilbert空間は7iv-Cn)を考える･さらに,初期時刻において全体系-対象系 S+

環境系E+仮想系 V-の状態が,pv㊥ps㊥pEであるとする.合成系S㊤Vのレベルにおいて見

る対象系力学量 A(㊥IE㊤Zv)の期待値は,

(A)-trsEVPv@ps@ pEUIAUt-trsvpv@pstrE(pEUtfAUt)
-trsvpv㊤psAi*㊤I,tA (39)

となる (前節式 (38)参照).このとき,合成系 ∫㊤VにおけるHeisellberg描像における時間発展演

算子はA言㊦Inとみなすことができる.ところで,時間発展演算子は確率の正値性を保証するために,

正値保存の性質を持つ･よって,合成系S㊥V上の時間発展演算子AfT㊥Inは正値保存性を持つ･こ

の議論は任意の自然数 nに対して当てはまるので,定義よりAtTは完全正写像である.

このように,(初期相関の無い場合の)RDには,完全正値性と呼ばれる性質が課せられることにな

る*21.完全正値性は非常に強い性質である.孤立系の時間発展が,ユニタリー性によって特徴付けら

れたのは,波動関数の確率解釈からの要請であったのに対して,完全正値性は対象系 S自体の確率解

釈から得ることはできない.このことは,完全正値性は,確率解釈を保証するのでなく,さらに物理量

の時間発展を特徴付けるような強い性質を持つ可能性を示唆している (第 4.2節参照).

'20完全正値性は C'代数の間の写像に定義される性質であるが,本稿で用いる場合には C'*代数として,Hilbert空間 71

上の線形有界作用素の空間 β(〟)以外を用いることはないので,有界作用素上の写像に限定した完全正値性の定義を与

える.

*21初期相関がある場合の完全正値性に関しては現在もなお未解決の問題である (第 4.3節参照).
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Krausはさらに,性質 (i)強い確率解釈,(ii)線形性,(iii)完全正値性を備える時間発展演算子の一

般形を導出した 【11]:

定理 5[Kraus表示 【11]]

71を可分なHilbert空間,T(71)を線形 トレースクラスの作用素の空間とする.性質 (i)強い確率

解釈,(ii)線形性,(iii)完全正値性を備えるT(71)上の写像 Aは

]wa,S･t･Ap-∑ l/叱pWi
(1

と表すことができる.

この形の表現はKraus表示と呼ばれている.初期相関の無い場合のRDの時間発展演算子がこの形

に書き表されることは既にみた (前節式 (35)参照).このことは,初期相関の無い場合のRDの時間

発展演算子が完全正値性を備えることを示しているばかりでなく,(i)強い確率解釈,(ii)線形性の仮

定が正しいことも表している.

3･4 完全正値力学的半群 (CompletelyPositiveDynamicalSemigroup)

第 3.2節において説明された力学的半群は,確かに量子 Markov過程を記述する一般論を提供する

が,それは現象論的枠組みの範境を超えるものではない.そのダイナミクス (特に非ユニタリー発展

を伴 うもの)の起源は,ミクロなものに基づいているわけではなく,Markov的で確率解釈に矛盾 し

ないものの集合に過ぎない (ただし,状態概念を密度行列の空間とするところには,量子的記述の背

景があることは大きい).そこで,非ユニタリー性の起源をRDに基づいて考えるのが,完全正値力学

的半群 (ComplctclyPositiveDynamicalScmigroup)*(212である:(初期相関の無い)RDに基づいて

導出されるダイナミクスであれば,完全正値性を備えるはずである (3.4節参照).そこで,力学的半

群の仮定 (i)強い確率解釈,(ii)線形性,(iii)Markov性に (iv)完全正値性を加えたものが, ｢RDに

基づいた量子 Markov仮定の一般論｣を与えるものと考えられる.

定義 3完全正値力学的半群とは,1パラメータの半群 At:I+,1(71)- T+,1(力)を満たす線形写

像の集合で,完全正値性を備えるものによって定義される (T+,1(71)は密度行列による状態空間).

つまり,完全正値力学的半群は,四つの仮定:

(i)強い確率解釈, (ii)線形性, (iii)Markov性 (半群性), (iV)完全正値性

Lindblad[13]や Gorilli,Kossakowskiそして Sudarsllall[14]は,完全正値力学的半群の生成子

I:の一般形を導出することに成功 した.今 日では,それは Lindblad型生成子 (または,Lindblad-

Kossakowski型生成子)と呼ばれ,量子光学 (原子緩和,スピン緩和)【4-6,10],量子情報理論 [29],

量子観測理論 [11],QSD(QuantJulnStateDiffusion)[30],散逸系の量子カオス [31],そして素粒子

*22文献によっては,量子力学的半群 (QuantumDynamicalSemigroup)と呼ばれることもある
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論 【32]に渡って広く用いられている.対象系のHilbert空間の次元 Ⅳ が有限である場合*23を考え

ると,それは

定理 6【G･Lindblad[13],Ⅴ･Gorini,A.Kossakowski,E.C.G.Sudarshall【1瑚

有限準位系 (Dim71-N <∞)における完全正値力学的半群の生成子 L::M(N)- M(N)は

以下の形に一意的表される.また以下の型を満たす生成子は完全正値力学的半群の生成子である:

I:-71十D, (41a)

"p--ilH,p],Dp-三㌢ cij{lF"pF,,]+[FiP,FI]}･ (41b'
i,J-1

ここで,H は Tt上のある自己共役演算子 trH - 0 ,Fi(i-1- N2- 1)は 71上の trFi-

O,trF!Fi- 6ijを満たす任意の演算子である.複素行夕日Cij匡 M(N2- 1)は正値行列である.

(ここで,行列 【Cij】∈M(N2 - 1)が正値行列であるとは,任意の lxi] ∈CN2-1 に対 し,

∑ i,jiiCijX'≧0であることにより定義される･)第 3･2節における力学的半群の場合の定理 3と

の相違は,力学的半群では 【Cij]がェル ミー ト行列であるのに対 し,完全正値力学的半群行列正値

行列に変わったことである*24.完全正値力学的半群が力学的半群に (iv)完全正値性を加えたもの

であるから,完全正値性は行列 [Cl･j]の正値性を課すことが分かる･力学的半群 と同様 71をハ ミ

ル トニアン部,H を有効ハ ミル トニアン,Dを散逸部と呼ぶ.ハ ミル トニアン部にあるH は,第

3･312節で得られた RDのマスター方程式 (32)と比較すると,対象系のエネルギー Hsに相当して

いるように思われる.しかしながら一般には,式 (32)の右辺第 2項から密度行列との交換関係-の

繰 り込みがあるために,Lindblad型マスター方程式におけるH は,対象系の繰 り込まれたェネル

ギー H -Hs+△H と見なすことが正しい (これが H を有効ハミル トニアンと呼ぶ理由である).

trH-0は,表現の一意性から要請するが,物理的にはエネルギー原点を0にそろえることに対応 し

ている･定理 6の証明は文献 [13,14】にゆずるが,完全正値性の条件が散逸部の行列 [Ci.,･]の正値性

に完全に帰せられることを覚えておいて欲 しい.

3.5 2準位系の完全正値力学的半群と等価な Bloch方程式と緩和定数

本節において ｢2準位系 (完全正値)力学的半群の緩和定数 (緩和時間)｣を厳密に定義する.その

ために,まず 2準位系の (完全正値)力学的半群と等価な一般化された Bloch方程式を説明する*25:

Bloch方程式とは,三つの偏極成分 M i(i)-trP(i)gi/2(i-1,2,3)に対する方程式である(ここで,

'23Gorinietal.は有限準位系で議論しているが,Lindbladは無限準位系を含む,より一般的な結果を導出している.以

下で我々が興味あるのは有限準位系であるため,Gorinietal_の議論で十分である.

*24もちろん定理 3は力学的半群の必要条件であるために,行列のエルミー ト性以上の性質が課せられる.Kossakowski

は行列 [Cり】にさらに強い性質を課すことで力学的半群の必要十分条件を導出した 【7ト この性質を陽に書き下すこと

は避けるが,この性質は正値性よりも弱い条件であることを強調しておく.よって,完全正値力学的半群の特徴はやは

り行列 [Cり]の正値性に帰着されることには相違ない.

*25力学的半群,完全正値力学的半群それぞれに対する Bloch方程式,緩和定数の定義は平行して説明される.
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qiは Pauli行列である).Blochによって核スピン緩和を記述するために導出された Bloch方程式

は,量子論に基づく磁場中の際差運動を現象論的に緩和させる方程式であった 【33].一方,2準位系

力学的半群 (または,完全正値力学的半群)と等価な一般化されたBloch方程式は,密度行列 p(i)が

力学的半群のマスター方程式 (25)(または,Lindblad型マスター方程式 (41))によって記述される場

合の Blocll方程式により定義するのである.その具体形は初めて Kossakowskiに導出された t341･

本稿では,Blocllによって現象論的に導出された方程式をBloch方程式 (または現象論的 Bloch方程

式),KossakoWskiによって導出された ｢2準位系力学的半群 (または完全正値力学的半群)と等価な

Bloch方程式｣ を ｢一般化された Bloch方程式｣と呼び,区別する.

3･5･1 (現象論的)Bloch方程式

ここではごく簡単にBlocllにより現象論的に導入された Bloch方程式を説明する.磁気回転比を

Tとすると,磁場 B-(0,0,B)*26内におけるスピン系のエネルギーH(系のハミル トニアン)は

1

H=-TBSZ,Sz=亘Jz
(42)

で与えられる.偏極成分 (スピン期待値)Mi(i)-trP(i)0-i/2(i-1,2,3)は Scllr6dinger方程式に

従って際差運動を行なう:

孟M (i)ニーAM (i), (43a)

-(i,-(Ai ;((?,) , A-( 70.B -三B Oo.)･ (43b)

しかしより現実的には,周 りの電磁場との光子のや り取 りによって,次第にエネルギーを失い,また

その非干渉化も起こる.そこで,Blochは現象論的にこの効果を導入した.彼はエネルギー散逸と非

干渉化をする時間スケール TL,,TTを導入し,際差運動 (43)からのずれとして Blocll方程式:

孟M (i)--AM(i)十 b,

M (i)-

(

Ml(i)

M2(i)

M 3(i))･

A=
(

rT -TB O

TB rT 0
00r上′

(44a)

巨 (≡) (44b)

を導出した.ここで,rT ≡1/TT(横緩和定数),rL≡1/TL,(縦緩和定数)である･aは定常状態を決定

する定数で,定常解はA-1bである*27(detA-rL(拷 +(TB)2)-o⇔rL-OorrT-TB-0

に注意).ここで,定常解の方向 A~1bと磁場方向は一致することを強調 しておく(A~1b∝B ⇔

b⇔ AB -i(0,0,arL).よって,b∝B).これが (Z軸方向を磁場方向と選んだ際の)現象論的

Bloch方程式である.

*26簡単のため磁場方向をZ軸と選んだ.

+27定常解が温度 T-1/βの熱平衡状態 (pβ-exp(-βII))t=なるためには,a-去tanh旦芋 である
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3.5.2 一般化された Bloch方程式

2準位系 (〟 -2)力学的半群のマスター方程式 (25)(または,Lindblad型マスター方程式 (41))に

おいて Fi-C,i/2(i-1-3-22- 1)を採用する.Ⅰ,Ft(i-1,2,3)は M(2)における完全性をな

すために,

3

(i)H-∑ hlFi,hi∈汲,iiiil (45)

と表すことができる (ここでは,trH-0を用いた)･散逸部の行列 [Ci,]はエル ミー ト行列である･

そこで,上手く座標軸を選択することで,非対角成分の実部が 0であるようにパラメ トライズするこ

とが可能である*28:

(ii) lCij]-
(

72+73-71 -W3 ia2

ia3 73+71-72 -ia1
-号a2 ial l′1+72-73

⇔ Cij-(27-7i)6ij-ieijkak,7…71+72+73･

偏極成分 Mi(i)-trP(i)Fiに対する,一般化された Bloch方程式は,

d
扇trP(i)Fi-tr(71+D)p(i)Fi

-ih,trp(i)lFj,Fi]･芸C,itrP(i)tFLllFi,F,回 FL"Fi]F,)

- -eiJkhJtrp(i)Fk+l
一2
.りレ

･a i,Ti∈A, (46a)

(46b)

((7I27j)6jLl-iEJk,nan)trp(i)(eiJlFkFl+EたilFIFj)

(./Ci,-(7-27i)6i,-iEi,とal"lFi,Fj]-ieijL･Fk)

--Ei,kh,trp(i)FLl+i去恒2n･)trp(i)(EijlF,Fl･ E,uFIFj)
1

+亘ejkmamtrP(i)(eijlFkFl+ekilFIF,)

ニ ーeijLlh,trp(i)Fk･i去(7-27j)EijltrP(i)lFj,Fl]･盲ejr-a-eijltrP(i)lFk,Fl].
1

1

--ei,i-hJ,trP(i)Fk-去(7-27,)eijle,I-trP(i)F-+盲Ejk-Ei,ka-(.:lFi,F,i.-三∂i,)

--EijA-hjtrP(i)Fk-TitrP(i)Fi･去ai,

となる.

行列形式にまとめると,

孟M (i)--AM (i)十 b,

(47)

(48a)

'28実対称行列が実直交行列 [VtJ]によって対角化されることを利用すると,(-｡般に複素成分を持つ)エルミー ト行列は,

実直交行列によって非対角成分実部を0にすることが可能となる.そこで上手い実直交行列を採用し,新しい F;とし

てFl'- ∑ ,VijFjを選択すれば,式 (46)のパラメトライズができる.以後 ′は落とす･
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- (i,- (芸 …:tH , A - (-:Lflz3

ん 3

7 2

- h l

(48b)

で与えられる.これが (力学的半群,または完全正値力学的半群に対する)一般化された Blocll方程

式である.

完全正値力学的半群 (Lindblad型マスター方程式 (41))の場合には,行列 [Cij】は正値行列である

ために,対角成分は非負である (∀xi,∑ i声 CijXj≧0であるので誹 )- 6ijを採用すればよい)･

つまり,パラメータTiには次の制約が課せられる:

71+TL2≧73, 72+73≧71, 73+71≧72･

この条件は,さらにTiの正値性を導く:

71,72,73≧0.

(49)

(50)

(●･●一般性を失うことなく,73≦72≦71とすることができる.(49)より,71≦72十73であるので,

73≦72≦71≦72+73･よって,72≦72+73⇔0≦73.よってTi'Sの正値性0≦ 73≦72≦71

が成立する.)つまり,

が成立している.条件 (51)は,力学的半群の場合にはなく,完全正値力学的半群に特有な性質で

ある.

3･5･3 緩和定数 (緩和時間)

Blocll方程式 (48)の解は行列 Aの固有値 右 (i-1,2,3)を指数の肩に乗せた形:

exI)(一入it)-eXP(-ilm入Lt)exp(-ReAit) (52)

である*29ために,行列 Aの固有値の虚部は振動を与え,固有値実部が指数関数的な散逸の時間ス

ケールを決定する･そこで,緩和定数ri(i-1,2,3),緩和時間Ti(i-1,2,3)を

ri≡ReAi,Ai:行列 Aの固有値 (53a)

によって定義する.これは実験により観測が可能な物理量であることを強調しておく.

*29行列 Aが対角化可能でない場合は,さらに tのべきがかかる

-101-



木村 元

現象論的 Bloch方程式 (44)の場合行列 Aの固有値は,rL,,IITj=iTBであるので,二つの独立な緩

和定数IIL,IITがあることになる.よって,Blochの導入 した縦 ･横緩和定数 (またその逆数の縦 ･横

緩和時間)は,上定義における緩和定数に一致する.また,これらの固有値に属する固有ベク トルは,

縦緩和定数の場合が Z軸に比例 し,横緩和定数の場合が X,y平面に属するベク トルの集合である.エ

ネルギー方向 (磁場方向)を Z軸に設定したために,縦緩和とはエネルギー緩和を,横緩和とはその非

干渉化をする時間スケールを与えるのである.

次に,一般化された "縦 ･横"緩和定数を定義する 【35]‥現象論的 Blocll方程式の縦 ･横緩和が;実

固有値の実部,複素固有値の実部に対応 していることに着目する.そこで,一般化された Bloch方程

式においても,Bloch方程式と同様に "縦 ･横"緩和定数を,

:.圭 ≡ ÷ 二 :-I-:=∴ :_ 一二

によって与えるものとする.実固有値は振動を伴わない指数関数的減衰を,複素固有値は振動を伴 う

減衰をもたらす.この物理的特徴によって,縦,横緩和を定義 しなおすのである.現象論的 Bloch方

程式の場合は,さらに縦緩和がエネルギー緩和と同一視され,また横緩和はエネルギーの非干渉化 と

同一視される.

4 結果

4,1 [71,D]-0条件の物理的考察

本研究では,力学的半群の生成子 (25)で,ハミル トニアン部と散逸部が可換なクラス:

[71,D]-0 (55)

に着目した･例えば対象系と環境系が弱結合であるRDのマスター方程式は,ある時間の粗視化 (van

Hove極限 [24】)の下,条件 (55)を備えることが一般的に示されている [36]･また第 3･5･1節に紹介

した現象論的 Blocll方程式と等価なマスター方程式もこの条件を満たす.このことからも,条件 (55)

を満たすクラスに的を絞 り,考察することには意義があると考えられる.

本研究では,条件 (55)が,エネルギー緩和とその非干渉化が独立に時間発展をするための十分条件

であることを示す (第 4.1.1節定理 7).このことは,条件 (55)を満たすマスター方程式が,Pauliマ

スター方程式を満たすことを意味している.また2準位系の場合,この条件が現象論的 Blocll方程式

を完全に特徴付けること,一般化された詳細釣 り合いの原理を満たすことを示す (第 4･1･2節).
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4.1.1 Pauliマスター方程式

まず,以下の定理を示すことができる:

定理 7【G･K･]

力学的半群における生成子 L:-71+D(25)が,

[71,D]-0

を満たし,かつ有効ハミル トニアンHが非縮退 Ei(i∈Z)の離散固有値のみを持つものとする‥

HIi)-EIIi)･このとき,

pij(i)≡trP(i)Ii)(j I

は,対角成分,非対角成分にそれぞれ閉じた方程式で記述される(ただし,HIi)-Eili)):

(i) 孟pii(i)-∑ wijP"･(i)(i-i),
3

(ii)孟pi,(i)-∑vij;klPkl(i)(i≠j)I
た≠～

ここで,係数 Wij,Vij;L･lは次の関係式を満たす:

(i) 評tj-WiJ,∑ W1,-0
i

(ii) Vij;kl-∇ji;lk･

これより,次の系を得る:

系 2[G･K.]

定理 7の条件を満たすマスター方程式は,Pauliマスター方程式を満たす:すなわち,対角成分

pii(i)≡trP(i)Ii)(il-(ilp(i)Ii)≡pi(i)

孟pi(i)-∑ wijPj(i)-∑wjiI,i(0･
j≠i j≠も

定理 7,系 2の証明

まず,力学的半群の生成子 (25)i:-71+D に対して,

[71,D]-0⇔ [71,i:i-0⇔ [げ ,i:*]-0
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が成立する(ただし,〟 ,I:*はHilbert-Schmid内積による71,I:の共役).ここで,任意のp∈I(71),

A∈β(カ)に対して,

tr71(p)A-tr仁ilH,p]A)--itr((HpA-PHA))

ニーitr(p(AH-HA))-trp,ilH,A]-trp71*(A) (64)

が成立するので,71--7で である (三番目の等式には trAB-trBAを用いている)･よって,式

(63)より,

[71,I:*]-0 (65)

が成立する･ところで,超演算子である71･--ilH,･]の固有値 LJは,H の固有値の差を-i倍 した

もの‥LJ--i(Ei-Ej)であり,その固有ベクトルは Ji)(jl･特に,Hが非縮退であるので71の0固有

値に属する固有ベクトルは Ii)(iIの重ね合わせのみである.つまり,Ttの0固有値に属する固有空間

は(∑ia･i附くil,ali∈C)となる･式 (65)よりL*とナ‖ま可換であるので,I:*が 71のO固有値に

属する固有ベクトルの一つの Ii)(i‖こ作用すると,それはまた71の 0固有値に属する固有ベクトル

でなくてはならない‥すなわち,Viに対し,あるWij∈Cが存在し,

L:*li)(il-∑wijJj)(jI, (66)
j

が成立する･同様に,i≠jに対する L:*li)(ilも,Ttの同じ固有値 -i(E1-ej)に属するので,

∀i,i(i≠j)に対し,あるVij;kl∈Cが存在し,

i:*Ii)(jl-∑vji:lLtll)(kl,
l≠た

(67)

が成立する.

力学的半群の性質 (エル ミー ト保存)i:(AI)- (I:(A))1, 特にその共役な関係の L:*(AI)-

(£*(A))Iに注意すると,

評ij-(jl(i:*(li)(il))Ilj)-(jlL:*(Ii)(lit)lj)-(ill:*(Ii)(il)Jj)-WiJ,

また,

∇ji;lた-(kl(i:～(li)(jl))tIl)-(kIL:～(lj)(il)Il)-町 Ltl

が成立する.

よって,対角項pii(t‖こ対する方程式は,

d

孟pii(i)-atrP(i)Ii)(iI-trLp(i)li)(il- trp(i)(L･(li)(iO)T

-∑ 評ijtrP(i)Ij)(jl - ∑ wi,trP(i)Jj)(jt- ∑ wijP,,
.7' 3 )I

非対角項pi.)I(i)(i≠i)に対する方程式は,

♂

孟pij(i)-ditrP(i)Ii)(jJ-t･rl(lj)(iI)ILp(i)]-trl(L*(Ij)(iIH†p(i)]

-∑∇ji;lL.trP(i)lk)(lI-∑ vij*lPkl(i)
k≠I k≠L
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となる.

式 (70)の両辺をitこついて和をとると,∑ iPi-1が成立する*30ために,

O-∑wijPj,∀(pj)⇔∑wij-0zLj i
(72)

が成立する･これを変形した Wiiニー∑ 痢 Wijを対角項の方程式 (70)に代入すると,Pauliマス

ター方程式 (62)が成立する･

QED

式 (57)の対角項はエネルギーが eiにある確率 pi,非対角項はエネルギーの非干渉項と見なすこ

とができる.一般的に,これ らは従属して時間発展をするものである.定理 7は,条件 (55)がエネ

ルギーと非干渉項が独立に時間発展をするための十分条件であることを示 している.これにより,

Pauliが現象論的にエネルギー緩和を記述するために導入した,Pauliマスター方程式が成立するこ

とがわかる.

411･2 一般化された BLoch方程式と[71,D]-0

定理 7,系 2を2準位系の場合に当てはめると,興味深い結論が導かれる.ハミル トニアンH を

H-LJ(I+)(十t+ド)(1)

と対角化すると,Pauliマスター方程式 (62)より,対角成分p± -trp(i)仕)(j=lは,

♂
&p.= W 12p--W 21P.,
d

&p-=W 21p- W 121'-

(73)

が成立する･よって,Z方向の偏極成分 (Jz)-LJ(p+-p-)は

孟(JZ)--(W12+W21)(Jz)十(W 12- W21)

--rL(Jz)+ 冒, rL≡W12十 W 21,a -2(W ]2- W 21) (76)

に従 う･よって,Z方向の偏極成分はTLJ≡1/rI,の時間スケールで指数関数的に散逸することがわ

かる･これはエネルギー期待値 (II)-LJ(oIz)が指数関数的に散逸することを意味している･

また,非対角項p+--trp(i)I+)(｣,p_+-trp(i)ド)(+lは

♂
扇p- =Vp.-,
♂
嘉p-+=Vp-+

となる･ここでは,71の I+)(-)とト)(+lに対する固有値は異なるため,p+_,p+_それぞれに閉じ

た式となることを用いた･よって,I,y方向の偏極成分 (olx)-P+-+p-+,(C,y)ニーi(pト -p-+)

'30正確には,力学的半群の トレース保存の性質より,∑tPl-∑tt･rP(i)LL)(iI-trp(i)-trp(0)- 1が成立する
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は

孟 ( ((Jgxy‡ ) ニ ー ( roT -rTO ) ( ((霊 ) , -rT =ReV･ln = IlnV (79)

となり,これはエネルギーの干渉項がTT,≡1/rTの時間スケールで指数関数的に散逸,つまり指数

関数的に非干渉化が起こることを意味している.

以上をまとめると,偏極成分 Mi(i)-(Ji)(i-a･,y,I)は

孟坤 )ニーAM (i)･b,

M (i)-

(

八日JI

M 2 (i)

M 3(i)

＼
〕0

0
α

/
L

l

一2二TO

＼
〕o

o

n

J

c
;

h

o

h
tY

C

:

o

′
/し

こ.4

＼｣

(80a)

(80b)

を満たすことになり,これは現象論的 Bloch方程式と完全に一致する (第 3･5･1節,(44)式参照)･

よって,次の定理を得る:

定理 8【G.K.]

2準位系力学的半群における,生成子 L:-71+Dに対する条件 裾 D]-0は,現象論的Bloc11

以上の議論では,縦 ･横緩和定数 rI,,rTの正値性については触れていない.この性質は,力学的半群

の確率保存の性質から保証される (もし,緩和定数が負であったなら,偏極成分は時間発展に対して

発散してしまう.しかしながら,確率解釈より,偏極成分は有界な値 しかとらないため矛盾する･)･

続いて,一般化された Bloch方程式の表現 (48)式を用いることで,定理 8を別の角度から考察す

ることにしよう.そのための幾つかの補題を示すことから始める:

補題 3[G･Ⅰく･]

力学的半群の生成子 (3)が [71,D]-00.1〈p∈M(2)暮p-喜(1+n･q),n∈R(3)))を満たす

ことの必要十分条件は

(i) /l′1-Oor72-73;

(ii) h2-00r73-71;

(iii) h3-Oor71-72;

(1V) axh-0,i･e･,a∝九･
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補題 4【G.K.】

一般化された Bloch方程式 (48)の行列 Aが正規行列 (tA,A†l-o)でるあための必要十分条

件は

(i) h1-Oor72-731,

(ii) h2-00r73-71;

(iii) h3-Oor71-72.

補題 3,4の証明は付録第 A.3節,第 A.4節参照.

補題 3,4に基づいて,以下の定理が成立する.

定理 9【G･K･】

2準位系力学的半群で,生成子 L:-71+Dが,[71,D]-0を満たすとき,一般化されたBlocll方

程式 (48)次の性質を満たす (ただしH -0の自明な場合は除く):

(a) 縦 ･横緩和定数が常に存在する;

(b) 縦緩和方向とハミル トニアンの方向が同じ;

(C) 縦 ･横緩和が直交する;

(d) 定常状態と有効ハミル トニアンの方向が同じ.

つまり,2準位系の [71,D]-0を満たす力学的半群は現象論的 Blocll方程式と等価である (第

3.5.1節参照).

ここで,縦 ･横緩和とは一般化された "縦 ･横緩和"(54).さらに,縦方向,横方向とは縦 ･横緩和に対

応する固有値 (つまり,実固有値と複素固有値)に属する固有ベクトルの方向である.有効ハミル トニ

アンの方向とは t(hl,h2,h3)の方向である.

これは,定理 8を,一般化されたBlocll方程式 (48)に基づき証明したものになるが了ベラメータの

対応がよりはっきりする.

定理9の証明:H≠0であるので一般性を失うことなくh3≠0とする.補題 3(iii)より,71-72.

ここで,(a)73≠71(-72),(b)73-71(-72)と場合分けする.

場合 (a):補題 3(i),(ii)より,hl-h2-0･さらに,補題 3(iv)より,a-i(0,0,2ch3),C∈R と

表すことができる･Bloch方程式 (48)の行列 Aとベクトル bは,

A- 持 hT.:

0
0

73)
,b-(0,0,ch,3) (81)

となり,第 3.5.1節に導入した現象論的 Bloch方程式と完全に一致する.現象論的 Bloch方程式が

(a)-(d)を満たすことは既に見た.

場合 (b)‥補題 3(iv)より,a-i(2ch1,2ch2,2ch3), C ∈R と表すことができる.Blocll方程式

(48)の行列 Aとベクトル bは,

A- (-:ht3

h3 -h2

71 h1
-h1 71
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Aの固有値方程式は

det(̂Ⅰ-A)-(A-71)3+hf(A-71)-hlh2h･3+h23(A-71)+hlh2h3+h22(A-71)
-(A-71)(入2-271人+712+h亨+h…+h三)-0. (83)

よって固有値,71,72j=ilhlを持つ.つまり(a)が示された (̀･●h≠0)･さらに,(b)縦緩和 71に対

する固有ベク トルが t(hl,h2,h3)に比例することは直ちに示される:

( 葱 ぷ 1-hTJ…
h3 -h,2 71(

hlh2h,3)･ (84)

ここで,補題 3,4によって,力学的半群で条件 [71,D]-0を満たすものは,Bloch方程式 (48)の行列

Aが正規行列である.よって異なる固有値に属する固有ベク トルは直交する(C).最後に (d)定常解

が有効ハミル トニアンの方向と同じであることの証明を行なう.定常解 A~lb∝t(hl,h2,h3)⇔ b∝

At(hl,h2,h3)であるが,(84)よりAt(hl,h2,h3)∝t(hl,h･2,h3)･一方 (82)よりb-tc(hl,h2,h3)

であるために,b∝At(hl,h2,h3)が成立する. QED

この証明において,パラメータTi(i- 1,2,3)は常に行列 Aの固有値の実部,すなわち緩和定数

ri(i-1,2,3)であることに注意されたい:

[71,7)]-0⇒ Ti-Ili(i-1,2,3) (85)

が成立する (第 4.2節補題 6参照).

さらに,2準位系の場合 [71,D]-0の条件は,一般化された詳細釣 り合いの原理 [37】を満たすこと

がわかる:

定理 10[G.K.】

2準位系力学的半群で,生成子 L:-71+Dが,[71,D]-0を満たすとき,定常状態 伽 に関する-

ここで.,一般化された詳細釣り合いの原理とは次のように定義される:

定義 4｢般化された詳細釣 り合いの原理 【37】]

力学的半群において生成子 L:が,po∈I(71)に対する一般化された詳細釣 り合いの原理とは,

(1)7ip0-0,(2)D(Apo)-(D'A)po

を満たすことにより定義する.

これはPauliマスター方程式 (62)の場合には通常の詳細釣 り合いの原理 【19】=

Ty,k(kfpoFk)-WkJ(jfpolj)

を以下のように演鐸する.
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Pauliマスター方程式が成立するとする.

a

扇trP(i)Ii)(il-trWijP(i)Lj)(jI⇔trp(i)【L*(li)(il)-Wijlj)(jl]-0

⇔ D'(li)(iL)-Wijlj)(j l-0･ (88)

(最後に H*Ii)(i1-0を用いた･)両辺に定常解 poを作用させ,一般化された詳細釣 り合いの原理

(86)の (2)を用いると

D(li)(ilpo)-Wijlj)(jlpo･

さらに両辺を (可 ･回 にてはさむと

(aID(Ii)(ilpo)ta)-Wia(alp0回

(89)

(90 )

を得る.よって,

Wia(alpola)-(aID(li)(ilpo)回 -tr7)(Ii)(ilpo)回(aI-trli)(ilpoD*(Ia)(al)

-trli)(iLD*(la)(可)po-trli)(ilD(Ia)(alpo)-(ilD(la)(alpo)Li)-Woi(ilpoli)I (91)

式変形の際に一般化された詳細釣り合いの原理 (86)の(1)から得られる【po,Ii)(用-0･
定理 10の証明

証明には次の補題を用いる (補題の証明は付録第 A.5節参照).

補題 5【G.K.]2準位系力学的半群がp. -i(I十∑3=1niFi)に対して一般化された詳細釣り合

いの原理を満たすことの必要十分条件は以下のように与えらる:

(1)7ipo⇔nXh-0 (92)

定理 10の証明はこの補題より明らかである.

4.2 2準位系の完全正値力学的半群と緩和定数

本節では,RDに基づいた量子 Markov過程を記述する完全正値力学的半群に着目する.これまで

に完全正値性の定義,RDとの関連については触れたものの,完全正値性が課す物理量-の影響につ

いては考察をしていない.ユニタリー性が波動ベク トルに対する確率解釈であるのに対し,完全正値

性は密度行列に対する確率解釈でないことを考えると,確率解釈に反しない振舞い以上の影響を物理

量の時間発展に及ぼす可能性が高い.このことは,完全正値性に対する実験による検証を与える可能

性が出てくるために重要である.そこで,本節では完全正値力学的半群を考察し,力学的半群にはな

く,完全正値力学的半群に特有な物理量-の影響を明らかにする.完全正値力学的半群は力学的半群

に完全正値性の仮定を加えたものであるために,後者になく前者にある性質は,完全正値性の特性を

与えると考えられる.

対象系が 2準位系の場合,Gorinietal.による緩和定数 (緩和時間)に関する議論がある.まずは,

彼 らのより得られた定理を紹介する:
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定哩 ll【V.Gorilli,A.KossakowskiandE･C･G･Sudarshan【14】]

2準位完全正値力学的半群において,生成子 (41)I:-71+Dが条件

[71,D]-0

を満たす場合,緩和定数 (53)Ill(i-1,2,3)の間に以下の関係式が成立する:

rl+r2≧r3≧0,r2+r3≧rl≧0,r3+rl≧r2≧0. (95)

前節において議論された (94)を満たす力学的半群に,完全正値性が課せられると,緩和定数の間に式

(95)のような制約が課せられることになる.一般に三つ存在する緩和定数の任意の二つの和は残 り

の緩和定数よりも大きいという制約である.

定理 11の証明

その証明には,完全正値性から課せられたパラメータTiに対する制約 (51):

71+72≧73≧0,72+73≧71≧0,73+71≧72≧0

と,次の補題 6を用いる.

補題 6 [パラメータ7i(i-1,2,3)と緩和定数 riとを結ぶ補題 [14]]

Lindblad型マスター方程式 (41)の生成子において (94)[71,D]-0が成立する特別な場合には,

Ti(･i-1,2,3)はBloch方程式 (48)の行列 Aの固有値の実部,つまり,緩和定数 Ili(i-1,2,3)

に一致する:

Ti-Ili(i-1,2,3).

(この補題の証明は前節の定理 9の証明の際に既に示されている.第 4･1･2節式 (85)参照･)

条件 (94)が成立する場合は,補題 6によって式 (51)のTiを緩和定数 riに置き換えることができ

るため定理 11が成立する.

QED

定理 11は条件 (94)の下に限定される.条件 (94)は弱結合系の一般的特性であることや,2準位系

では前節で議論されたように,現象論的 Blocll方程式を完全に特徴付けることからも,この限定は実

用上の面から考えるとさほどの支障をきたすものではない.しかしながら近年注目を集める強結合

系 [6,35,38】などにおいては,条件 (94)は成立しない･よって,このような系に対して定理 11は無

力である.さらに本節の目的が,完全正値力学的半群を特徴付ける現象の探索であることを考えると,

条件 (94)等の付加的仮定がない,完全正値力学的半群に普遍的な現象を探さなくてはならない･

最近我々は,2準位系完全正値力学的半群の具体的なモデルで,条件 (94)を満たさないにもかかわ

らず,緩和定数に同様の制約 (95)が課せられるものを見つけた 【351.このことは,条件 (94)は,緩和

定数-の制約 (95)に対する本質的な条件ではなく,この制約はさらに広い範囲において成立するも

のであることを示唆する.そこで,2準位系完全正値力学的半群において制約 (95)はどの程度広い範

囲において成立するものであるのかに興味がある;その答えは次の定理によって与えられた.
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定理 12tG.K.日39]

2準位系完全正値力学的半群において,緩和定数 Ili(i-1,2,3)の間に以下の関係式が成立する:

すなわち,緩和定数-の制約 (97)は,2準位系の完全正値力学的半群全てにおいて成立する･このこ

とによって制約 (97)のモデルに依らない普遍性が明らかになった;この制約に必要な仮定は完全正

値力学的半群を構成する(i)-(iv)(第 3.4節参照)だけである.緩和定数が実験により測定可能である

ことから,制約 (97)は(2準位系)完全正値力学的半群に対する実験検証を与えることになる･

定理 12の証明

証明には次の補題 7が有効である(補題の証明は付録 第 A･6･1節参照)‥

補題 7tG.K.]

3×3実行列Aの固有値 入i(i-1,2,3)の実部が非負Re入i≧0(i-1,2,3)であるとき,不等式

Re入1+Re入2≧Re入3≧0,

Re入2+Re入3≧Re入1≧0,

Re入3+Re九l≧Re入2≧0

が成立することの必要十分条件は,

f(trA/2)≧0 ,

(ただし,I(I)は行列 Aの固有値多項式 f(I)-det(.TIIA))である.

2準位系完全正値力学的半群と等価なBloch方程式 (48)の行列 Aの固有値実部は非負である･な

ぜならば,完全正値力学的半群は,確率解釈を保証する条件 (トレースと正値性の保存)があるため

に,緩和定数が負であると確率解釈に矛盾するからである(より直接的証明は,付録第 A･6･2節参照).

よって,Bloch方程式 (48)の行列 Aに対して上補題を用いることができる.式 (48)の行列 Aに関

してJ(trA/2)を直接的に計算して,まとめると

1

I(trA/2)-一百717273

十去((Th hf)(72･73-71)･(7,2･hZ)(T｡･71-72)十(732･hZ)(Tl十つ′2-73))

-去[(71･72-73)(72･T｡-71)(73日 1-72)

+hS(71+72-73)+hf(72+73-71)+h2,(73+71-72)i (100)

となる･完全正値性から課せられたパラメータTtに対する制約 (51)より式 (99)が成立するのは明

らかである;補題 7より式 (98)が成立する.これは制約 (97)に他ならないので,定理 12が成立す

る, QED

ここで定理 12の重要な系3を示すことができる.
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系 3tV.Gorin主,A.KossakowskialldE.C.G.Sudarsllan【14】,G.K.]

2準位系完全正値力学的半群では,縦 .横緩和定数 rL,,rT の間に以下の関係式が成立する:

2rT≧rL,≧0. (10 1)

系 3の証明

縦,横緩和定数 rL,rT が存在する複素固有値が存在する場合である (第 3･5･3節参照).Bloch

方程式 (48)行列 Aは実行列であるために,固有値が実固有値:入R - rL,と,共役な複素固有値:

Ac土iO-IIT士iOがある場合のみである.よって I11-rL,I12-rT,r3-IlrJ.とおくと,制約

(97)は

rI,+ rT ≧ IIT ≧0 , rT+ rT ≧rL,≧0, IIT+ rl,≧rT ≧0 (102)

となる.このうち二つはIIL,IIT ≧0であるので残 りの2rT ≧rL≧0に吸収できる.よって題意は

示された. QED

この関係式は,Goriniclal.によっても議論されているが,彼らの議論はあくまでも条件 (94)下の

制限付きである*31･これに対して,系 3は,この条件なしに成立するものである･実は,関係式 (101)

は 縦 ･横緩和定数の間に知られている実験において,この関係式を満たさない例は知られていない

有名な式である [10,40]･つまり,定理 12は縦 ･横緩和に関する実験を再現するのである.これは (2

準位系)完全正値力学的半群に対する実験による支持を与える結果である.このことに関しては,詳

しくは第 4.4節にて議論をする.

4.3 初期相関と完全正悟性

第 3.3.3節において,初期相関が無い場合のRDには完全正値性が課せ られることが示された.そ

こでは,具体的にHeisellberg括像における時間発展演算子を構成 (式 (38))することにより,その完

全正値性が証明された (第 A･2節参照).初期相関がある場合にも,第 3.3節において説明した RD

の方法を用いることには何の問題もない.ある時刻 (それを初期時刻と考える)において,対象系と

環境系の相関がある状態 (量子的絡み合いの状態)であったとしても,全体系は Sllr6dinger方程式

(26)(またはvonNeumann方程式 (27))に従ってユニタリー発展をするのみである:

pT｡T(i)- UtpT｡T(0)Ul. (103)

(ULは時間 tをパラメータと持つあるユニタリー演算子.)対象系の状態は,縮約された密度行列

(10)に基づいて,環境系の部分和 trEをとることによって導出される:

ps(i)-trlj.PTOT(i)･ (104)

この意味において初期相関のある場合のRDには何ら混乱も生じることはなく,統一的な見解が課せ

られる.問題は,具体的な時間発展演算子の構成である.初期相関が無い場合の式 (33),(38)の構成

*31前節では,2準位系の場合に条件 (94)が現象論的 Bloch方程式と等価となる条件であったことが判明した.現象論的

Bloch方程式が必ず縦 ･横緩和定数を持つことを考えると,粂作 (94)の下での議論は制約 (95)と(101)は全く同じ

であることになっている.
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に対して,初期相関が存在する場合に,At:ps(0)-ps(0):

ps(i)-Atps(0) (105)

を構成することは難 しい.一連の流れ (式 (103),(104))に基づいた時間発展演算子 (105)の構成に

は,ある写像 ◎‥7Tl,十(7is⑭71E)- Tl,十(7is):

@(ps(0))-pTOrr(0)

の存在が要請されるように思われる 【4ト43]･すなわち,

ps(i)-trEUtpT｡T(0)Utl-trEUt@(ps(0))Ul,

(106)

(107)

に基づいて,時間発展演算子の構成が行なわれる.初期相関が無い場合 pTOT(0)-ps㊤pEには,演

算子 ◎の具体形は明らかで,任意のp∈Tl,+(7is)に対して

@P-P@pE (108)

となる.

1994年 PecllukaSは ｢ReducedDynamicsNeedNotBeCompletelyPositive｣という題の論文

の中で,初期相関がある場合のRDでは完全正値性は成立しないという主張を行なった [41].これに

対し,Alickiはそのコメントの中で,論点の本質,課せられる仮定を明確にし,初期相関がある場合に

おいても完全正値性が課せられる可能性を与えた [42].ここでは,Alickiにより整理された議論を紹

介する.まず,演算子 ◎に対して課す条件として以下の三つの条件を挙げる:

(a)trE◎(P)-P ,∀P∈7Tl,+(7ts)

(b)任意の正値演算子 βに対し,◎(〟)は正値演算子である.

(a)は初期時刻において成立する (106)と,縮約された密度行列 (10)が矛盾なく成立するよう課す条

件である.(b)に関しても,βが対象系の状態であれば◎(〟)は全体系の状態であることを要請してい

る*32.(C)に関しては,混合性の保持であるが,欠かせない条件とはいえないであろう.PecllukaSは

次の定理を得た.

定理 13【P.Pecllukas【叫 ]

(a)-(C)全てを満たす写像 ◎:7Tl,+(7-ts㊤7iE)- T1,+(7is)は,

◎(p)-p㊤pE,PE∈7T1,十(7iE) (109)

そこで,初期相関がある場合に写像 ◎を構成 しようとすると,(a)-(C)の仮定のいずれかを犠牲にす

ることになり,特に条件 (b)が崩れる場合には,完全正値性どころか正値性の条件が崩れることにな

*32(b)は正値性のみの条件であるが,規格化条件は (a)によって補われている.trsEd,(p)ニ ー-rsp(･/(a)).
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る.これが Pechukasの行なった議論である*33.-方で,Alickiは,条件 (b)ではなく,(a)または

(C)を犠牲にすることによって完全正値性を保持する写像が構成可能であることを示した t42].特に

彼は,条件 (C)線形性が物理的に要請されるものではないことを強調している･いずれにしても,彼

が認めているように,初期相関のある場合にRD(時間発展演算子の構成)に関する統一的見解はまだ

ないようである.

本研究ではRDと完全正値性の関係が Heisellberg描像に基づくために,Heisellberg描像の時間

発展演算子を構成し,その完全正値性に関する議論を行なった (初期相関の無い場合には,(38)式.).

対象系の観測量A㊥IEの期待値 (A)tは,

(A)i-trsEPT｡T(0)UtlA㊨IEUt (1 10 )

であるので,任意のAに対してこの期待値を再現するようにHeisellberg描像における時間発展演算

子 Al*を構成する:

trsps(o)At*A-trsEPT｡T(0)UIA㊤IEUt,∀A∈B(71), (11 1)

ただしps(0)-trEPTOT(0)･ここで,ps(0)の逆元がある場合 (FaithfulState),Atの具体形の候

補が求まる:

trsEPT｡T(0)UttA㊨IEUt-trsEPs(0)ps(0)~主pT｡T(0)圭UtlA㊨IEUtpT｡T(0)量ps(o)~圭(112)

より,

AtA-ps(0)一書pT｡T(0)圭UtlA㊤IEUtpT｡T(0)古ps(o)一書,∀A∈B(71). (113)

この写像が完全正値性を備えることは付録第 A.2節の証明とほぼ平行 して示される･よって,ps(0)

の逆元がある場合には初期相関があっても完全正値性が成立することがわかる.すなわち,

定理 14[G.K.]

初期相関があり,縮約された状態 psに逆元が存在する場合には,Heisellberg描像における時間

この写像はps(0)の逆元が無い場合には定義できないが,2準位系の対象系の場合には初期相関が

無い場合の式 (38)と組み合わせることで,全てを言い尽くすことができる:ps(0)の固有値をpl,P2

とする･ps(0)の逆元が存在しないときは,ps(0)の固有値にp1-0が存在する場合である.一方

1-trps(0)-pl+p2であるためにp2-1が成立する.よって,ps(0)'2-ps(o)(純粋状態)とな

る.この対偶をとると,状態が混合である場合には,逆元が存在することになる.一方,定理 2より,

相関がある状態の縮約された状態は混合状態ps(0)2≠ps(o)となるために,相関がある場合の縮約

された状態の逆元が存在することになる.そこで,対象系が2準位系であるならば初期相関が無い場

合は式 (38),初期相関がある場合には式 (113)を用いることによって初期相関がある無しにかかわ

らず,AITに完全正値性が課せられることが示される.すなわち,次の定理を得ることができる:

833文献 [411で Pechukasはこのような仮定を暗に用いているのみで,明確な論点を付いているわけではない.これらは

Alickiによる整理された議論である.
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定理 15[G.K.]

2準位系の場合,Heisenberg描像における時間発展演算子A芸は任意の時刻 tにおいて完全正写

像である.ただし,初期相関が無い場合には,A言として (38),初期相関がある場合には (113)を

しかしながら,式 (113)は,確かに初期状態が pTOT(0)である場合には任意のオブザーバブル A

に対する期待値を再現するが,初期状態依存性があることに注意しなくてはならない:式 (113)は,

初期状態がpTOT(0)である場合のみに正当化される.このことは,対応するShr6dinger描像の時間

発展演算子 Atの構成をあきらめることになる･なぜならばAtとAt*が共役で結ばれており,その一

意性を保証するためには任意のp∈I(力)に対する関係 (36)が成立しなくてはならないからである.

結局初期相関がある場合の完全正値性に関する議論は完結していないように思われる.

4.4 定理 12に関する議論

第 4･2節において Gorinietal･の緩和定数に関する定理は一般化され,制約 (97)は,2準位系完

全正値力学的半群において必ず成立することが明らかになった.緩和定数は測定可能な物理量であ

る･よって,制約 (97)は,完全正値力学的半群に対する実験的な検証を与える.

ここまでに我々が用いた仮定を整理 しよう:力学的半群が (i)強い確率解釈,(ii)線形性,(iii)

Markov性を課すものであるのに対し,さらに (iv)完全正値性の仮定を加えることによって得られ

るのが完全正値力学的半群であった.このことから力学的半群になく,完全正値力学的半群に成立す

る制約 (97)は (iv)完全正値性に対する実験検証を与えるものと考えることができる.完全正値性は

(初期相関の無い場合の)縮約された力学 (RD)から要請される性質であった.このことは,次の二つ

の意味で意義がある:まず,(a)初期相関が存在する場合のRDには果たして完全正値性が課される

のかという問題,さらには (b)非ユニタリー発展 (または不可逆過程)を記述するのにRDが万能で

あるかという問題に対し,制約 (97)は実験により回答を与える可能性を持っている･(a)に関しては

前節 4.3において考察されたように,初期相関が存在する場合の完全正値性に関する議論は必ずしも

完結していない [41,421.制約 (97)は初期相関がある場合の完全正値性に対する実験検証を与える

可能性がある･しかしながら,初期相関がある場合のRDは,(完全正値)力学的半群を構成する他の

仮定 (i),'(ii),(iii)に対する再検討も必要とされる.特に (iii)Markov性は初期相関がある場合に正当

化されるかは自明でない.例えばRDからMarkov性が得られる代表的な例としては,時間の粗視化

(vallHo､′e極限 【24])があるが,この極限は初期相関がある場合には上手く働かない.さらに (i)強

い確率解釈は,初期相関がある場合のRDでは成立しないことがStelmachovieとBuzekによって

示されている 【43]･変わりに成立するのは,(i)′弱い確率解釈である (第 3.1節参照).つまり時間発

展演算子 AL:7Tl,+- T',+(71)の定義域 Dom(AL)が状態空間全体ではない*34･この理由は,環境

系の状態と相関の情報を固定すると,必ずしも対象系の状態全てが全体系を状態とすることはない

ことにある･相関が無い場合には,環境系の状態 pEを固定して,任意の対象系の状態 psに対して

+34この空間が凸集合を形成することは分かっているが,具体的に環境系の状態の情報,相関の情報が与えられたときにこ

の集合がどのようなものであるかはあまり議論されていない.
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全体系の ps㊤pEが状態であったのである.このような理由から初期相関がある場合に対して制約

(97)の果たす役割-つまり何の仮定に対する制約になるか-はいささか唆味なものとなる･(b)に

関しては,RDは非ユニタリー性 (または不可逆性)を説明するのに確かに有力な方法論を提供する

のであるが,全ての非ユニタリー現象がRDによって説明されるかは定かではないという問題があ

る.例えば量子論の観測問題は,現在にいたっても統一的見解がなされておらず,多くの理論が提唱

されている 【15,44ト観測装置を環境と見立てること(つまりRDを用いること)で,非干渉化を説

明する [11,23]こともできるが,それも多くの理論のうちの一つに過ぎない.もしRDに共通の現象

(つまり,RDを用いた方法でハミル トニアンなどのモデルに依存しない共通現象)があったとして,

さらにこれを満たさない実験が発見されたとすると,この実験結果をRDで説明することは不可能で

あることを意味する･制約 (97)はその候補になる可能性がある.というのもこの制約は (iv)完全正

値性の仮定に対する実験検証を与えるものと考えられるが,完全正値性はRDに共通の性質であるか

らである.しかし,(a)初期相関の問題,さらに他の (i)-(iii)の仮定の問題もあるため制約 (97)をそ

のままRDに対する検証として用いることは,他の仮定を確認する実験が必要となるなどの工夫が必

要となる･いずれにしても,制約 (97)は,RDに対する新たな知見を与えることになるであろう.特

に,縦 ･嘩緩和が存在する場合には,制約 (3)は現在知られている実験では常に成立している有名な

式であり[10,40],このことは完全正値性,またはRDに対する正当性を高める結果となっている.

いずれにしても,制約 (97)が 2準位系完全正値力学的半群に対する実験検証を与えることには相

違ない･完全正値力学的半群 (またそれと等価なLilldbladマスター方程式)が多くの分野において

用いられている昨今,これら全てに共通の制約 (97)が存在し,実験による検証が可能であることには

意義があると考えている.
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付録 A 種々の証明

ここでは本文において省いた定理や補題に関する証明を与える.

A.1 第 2.2節:定理 2の証明

証明のため次の補題を用意する:

補題 8【G.K.1

ps-∑iPiI4,i)(裾 ,∑iPi-1,I(4,iI4,i)l-1∀iとする.このとき,

p2S-ps⇔∀i,i,帆)-I,4,i).i.C.,ps-14,i)(4,iI. (114)

補題 8の証明.

O-p2S-ps-∑piP,(lゅi)(軸4,i)(4,jl-14,i)価 )･
zl.i

よって,

0--tr(p2S-ps)-∑ piPj(ト l(4,掴,i)l2)･
71,i

Schwarzの不等式よりl(4,i14,,)t2≦1であるので,∀i,i,PiPj(1II(4,i勅 )I2≧o･よって,

∀i,i,1-I(4,iL4,i)I(∵Pi≠0)⇔∀i,i,帆)-鶴 )･

(115)

(116)

(117)

QED

定理 2の証明

十分条件は自明であるので,必要条件のみを示す.

(Ⅰ)pTOTが純粋状態:

]回,)-∑i,･Cijli)Ij),S･t･,PTOT-14,)(4,1･よって,ps-trEPTOT-∑mP,n14,m)(4,ml,14,m)-

∑iCimli)/6m,em-J∑ilCi-ml2,pm-6.岩t.補題 8より,

∀m,7日,¢m)-帆 )⇔
∑iCimli)

(.ll. -写C誹 e n ･Vi,-,n署 讐 -ail (118)

よって,

∑cijli)Ij)-写 Ii)(∑cijL,:H-写 EI)(C-ijai)-(写 ailim舶 )≡lOs)IOE)･ (119'i,3 3
(ⅠⅠ)pTOTが混合状態:

略.

QED
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A.2 第 3.3.3節:定理 4の証明

初期相関の無い場合,RDの,Heisenberg描像における時間発展演算子 A;は,式 (38)によって与

えられた:At･A-trE(pEUIAUt)･以後表記の簡明性から,A;≡At･@Inと表し,パラメータtの

添え字を落とす･ところで,任意のβ(71)㊦M(n)上の演算子 X は,X-∑Zj=1AijEijによって

分解される･ここで,Ail∈β(カ),Eij∈M(n),S.t･,lEij]L-I-6iL･6jl･さらに,任意の正演算子 X十

は極分解 されて,X.-XIxと表 される･よって,∀X.-∑買j･,k,l=1AITJAたIEIjEklと表される･

よって,

現ズ+- 皇 trE(pEUt･AITjALIPt)EI,Ekl
i,j.,k,l-1

-.皇 trE(pEUtTAfjU"lAklUt)EtTjEL-li,i;A,I-1

-.皇 trE(pECIjCL･l)EIjEkl,Cij≡UttAi,Utt､j;k,I-1
γも

-trEPEDID,D≡ ∑ cijEij･
1,J-1

これは正演算子である.事実,任意のベク トル ld,)∈71㊤Cnに対して,

刷 trEPEDf鞘 )-∑ p,(4,IDIDr4,)≧0
j

(120)

(121)

が成立する･ここで,pEが環境の密度行列であるので,pE-∑ jPjlj)(j l,pj≧0,lj)‥CONSと表

される事実を用いた.よって,任意の自然数 nに対 して,A;が正値保存であることが示された･つま

り,Heisellberg描像における時間発展演算子 A;の完全正値性が示された.

QED

A.3 第 4.1.2節:補題 3の証明

補題 3の証明

繰 り返 し現れる和の記号を省略する.
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直,D]p-去hk(7-7i)ekil(nlFi十niFl)十eijkhia,･Fk

-去hk(7 -7i)ekix(nxFi)+去柚 -Tx)ekxl(nxFl)IeijkhiajFk

-〈主項(7-Ti)ekixFi十(7- I,ekxiFi)〉nx･eijkhiajFk

-(去hL･ekix(Txl i,Fi)nxIeijkhiajFk

･去(h2(7.-73)F3･h3(72-71)F2)nl

十 三(h3(72-71)Fl･柚 3- 72)F3)n2

･去(hl(73-72)F2･h2(71173)Fl)n3

十(h2a3-h3a2)Fl十 (h3a1-hla3)F2+(hla2-h2al)F3･

[71,D]-xini+xO-Oon(p∈M(2)Lp-i(1十n･J,n∈R(3)))⇔ 31･i-X0-0であり

yiFi-0- (yl㌘iy2 yl霊 ノ2)-(3 0.)- yi-0･

に注意すると,式 (122)より

(122)

(123)

[71,D]-xini+x0-0⇔ hl(73-72)-0,h2(71-73)-0,h3(72-71)-0∧axh-0･

(124)

QED

A.4 第 4.1.2節:補題 4の証明

補題 4の証明

一般化された Bloch方程式 (48)の行列 Aに関して [A,AI]を計算すると:

[A,A†】-

(

0 2h3(72-71) -2h2(73-71)

-2h3(72-71) 0 2hl(73-7-2)

2h2(73-71) -2hl(73-7_2)

よって 【A,AT]-Oであるためには,

(i)h1-Oorr′2- 73;

(ii)h2-00r73-71;

(iii)h3-Oor71-72.

が成立することが必要十分である.

)･ (125)

QED

A.5 第 4.1.2節:補題 5の証明

pO-を(Ⅰ+∑iniFi),ni(i-1,2,3)∈Rとする (以後繰 り返し現れる添え字に関しては,1-3

の和を省略する)･
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(i)71p0-0に対する必要十分条件:

up｡- -i;lhiFi,Ⅱ十niFi]- 去ekijhinj･

よって,71p0-0⇔nxh-0.

(ii)D(Ap)-D*(A)p,∀A∈M(2)に対する必要十分条件･･

A-XOI+xiFi,Xi(i-0,1,2,3)∈Cとする･

(126)

D(Ap)-D*(A)p

-去xol2aiW iIlei,kajnL-]FL+去xtl(-2ai- Tini- lei,kajnLl)Ⅱ+2i(E,i-i(Tj-,i)nk)Fj]･

(127)

よって,(2-1)nxa- 0,(2-2)∀i- 1,2,3,2ai- Tini,(2-3)7i- TjOrnk-0【(i,i,k):

(1,2,3)の置換]が必要十分条件 となる･

A.6 第 4.2節:定理 12の証明の補足

第 4.2節における補題 7の証明を与える.さらに,緩和定数の正値性を具体的に判定する補題 9を

与える.

A.6.1 補題 7の証明

補題 7の証明

A を 3×3実行列で Ai(i- 1,2,3)をその固有値 とす る･ さらに,固有値の実部の正値性

ReAi≧0(i-1,2,3)が成立するものとする.

次の場合分けを行な う:(i)一つの実固有値 入R ≧ 0と互いに複素共役な複素固有値 入cj=-

入C 土0,人C ≧0,iO∈R＼†0)が存在する場合,(ii)三つの実固有値 0≦入3≦入2≦入1が存在する場

合である (行列 Aは実成分のみを持つために,場合わけは (i),(ii)で十分である)･

場合 (i)

式 (97)は,r1-人R,r12-r3-人C とおくと,

入R十人C ≧人C, 入C 十人C ≧入R, 入C 十人R ≧入C ⇔ 2人C≧入R (128)

と変形される (̀/,入R≧0).trA-入R十(入C十iO)+(入C-iO)-2人C+人より,式 (128)はさら

に次のように変形される:

trA- 入R ≧ 入R⇔ 誓≧ 入R･ (129)

他方,固有値多項式 f(x)-det(xI-A)は,I - 入R に唯一の実数の O点を持ち,i･e.,I(I)-

0,x∈R⇔ x-入R,右上が りの関数 Iim3:ー±∞f(a･)-j=∞ であるために,

I(I)≧0 ⇔ L7:≧入R
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が成立する.式 (130)にx-trA/2を採用すると,式 (128),(129)より

入R+入C ≧入C, 入C+入C≧入R, 入C+入R ≧入C ⇔ f(trA/2)≧0 (131)

が成立する.

場合 (ii)

仮定 入3≦入2≦Alより式 (97)において自明でない式は

入2+ 入3≧右 (132)

のみである.場合 (i)と同様に,trA-Al十人2十人3より与式はtrA/2>_入1と等価である･この場

合は固有値多項式 f(I)は,三つの0点 (I-入1,人2,人3)を持つために,

f(I)≧0,x∈R⇔ x>_^10r入2≧ x≧入3 (133)

が成立する.しかし,I-trA/2の特別な点に関して 入2≧trA/2≧入3が無矛盾に成立するのは,

入1-人2でtrA/2-人2が成立するとき,または,入1-人2-人3で,trA/2-人2-人3が成立すると

きのみであることがわかる.これらはいずれもtrA/2≧入1に吸収可能な場合である･よって,場合

(ii)においても

入1十人2≧入3, 人2十人3>_入1, 人3+入1≧入2, ⇔ f(trA/2)≧0 (134)

が成立する.つまり,次の補題 7を得ることができる: QED

A.6.2 緩和定数の非負性に関する証明

続いて緩和定数の正値性に関して具体的な証明を与えるために,以下の補題 9を示すことがで

きる:

補遺 9tG.K･]

M R,3≡tA:3行 3列の行列 恒 A,detA tradjA∈R)(ただし,adjAは行列 Aの余因子行

列,酎 ま実数の集合)とすると,A∈MR,3の固有値の実部がゼロ以上であることの必要十分条

件は,

trA≧0, detA≧0, tradjA≧0, and ∫(trA)≧0 (135)

である.

実際一般化された Bloch方程式 (48)の行列 Aに関しては,Ti≧0,h之∈Rより,

3 3

trA-∑ Ti>_0, detA-717273+∑ Tihi≧O,
i=l i=l

3

tradjA-(7172+7273+7371)+∑ hZ>_0,円ii･il
f(trA)-711′2(71+7,2)十7273(72十73)十7371(73+71)

+71(h三十 h呂)+72(h三+hf)+73(h冒+h22)+2717273>_0
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が成立するため,補題 9より緩和定数の正値性が成立する.

補遺9の証明

補題 9の証明と同じく,以下の場合分けを行なう.

(i)-つの実固有値 入R ≧0と互いに複素共役な複素固有値 入C士- 入C 土 0,人C ≧0,0∈R＼0が

存在する場合,(ii)三つの実固有値 0≦入3≦ 入2≦入1が存在する場合である (行列 Aは実成分のみ

を持つために,場合わけは (i),(ii)で十分である)･

(a)必要条件

場合 (i)

直接の計算により,

trA- 入R 十人C十十人C_-入R+2人C ≧0,

detA-入R入C+入C_-入R(人2C+o)≧O,

tradjA-入R入C+十人C+入C_十人C_入R-2人R入C 十(人を十02)≧O. (139)

trA-入R+2人C≧入R とx≧入R ⇔f(I)≧0により,f(trA)≧0も成立する.

場合 (ii)

同じく直接計算は,

trA- 入1+入2+ 入3≧0,

detA-右入2人3≧0,

tradjA- ^1人2+ 入2人3十人3Al≧0,

を示す･さらに,trA≧入1とx≧入1⇒f(x)≧0より,I(trA)≧0も成立･

(ii)十分条件

detA≧0⇔ f(0)≦0(●/detA--I(0))であるため,I(I)は少なくとも一つは非負の 0点を

持っ;つまり,行列 Aは少なくとも一つの非負の実固有値を持っ (ここでは,I(I)が右上が りの三次

関数であることを用いている)･

場合 (i)

上述の結果より,人R ≧0と置 くことができる.残 りの複素共役な固有値を 入C士ニスC 土iO,入C∈

A,0∈R＼0とすると,I(trA)≧0⇔ trA(- 入R十2人C)≧入R ⇔ 入C ≧0.

場合 (ii)

場合 (i)と同様にdetA≧0が成立するために,

入1≧入2≧入3,右 ≧0. (143)

と置くことができる･しか し二つの場合,(i-2-a)0≧入2>入3と (i-2-b)0>入2- 人3は,以下のよ

うに矛盾する:

(i-2-a)0≧入2>入3

I(trA)>_0⇔ 入2≧trA>_A:30rtrA>_入1.人2≧trA>_入3と仮定すると,trA≧0より入2-0.

よって,0≧tradjA- ^1人3≧0⇔ ^10r入3-0が成立するが,0>入3であるので 入1-0.しか

しこれは trA-入3>_0と矛盾する.trA>_Alと仮定すると,trA≧Al⇔ 入2十人3≧0である.他

方 入3≧入2十人3も成立するので,入3≧0.これ も0>入3と矛盾する.
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(i-2-b)0> 2̂- 3̂

f(trA)≧0 ⇔ trA-入2(-入3)ortrA≧入1･trA-入2(-入3)と仮定すると,0>入2-trAは

trA≧0と矛盾する.trA≧入1と仮定すると,trA≧入1⇔ 入2十人3≧0⇔ 入2≧0は0>入2と矛

盾する･よってf(A)-0はAl≧入2≧入3に制限される;つまり条件 (135)を満たす行列 A∈Mft,3

の固有値は非負である. QED
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