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微分形式で見た電磁気学1

- あるいは2+1次元人の電磁気学と時空平等解析力学について -

福井県立大学教養センター 中村 匡 2

(2002年3月31日受理)

本稿は"電磁気学への応用を例とした微分形式の入門"であると同時に"微分形式を使った電

磁気学の解説"となるのが目標である｡われわれのよく知っているベクトル解析は,3次元空間

の微積分をdivやrotなどの座標によらない演算子でシステマティックにあっかえるが,1920年

頃に数学者のE.カルタンによって定式化された微分形式は,それをさらにすすめて一般の次元

でも,特定の座標にずに見通しよく微積分演算をあつかうことを可能にする｡従来,この理論は

宇宙論や素粒子論の研究者には知られていたが,近年になってひろく他の物理の分野からも注目

されるようになってきた｡たとえばコンピューターの発展によって可能になった,複雑な曲線座

標のもとでの計算機実験などに微分形式は威力を発揮する｡本稿ではこの微分形式によって電磁

気学を見直してみる｡標準的な教科書にある電磁気学の微分形式による表現の他に,｢もし3(空

間)+1(時間)次元以外の物理があったら電磁気学はどうなるのか｣という話題と,｢時間と空

間を平等にあつかう正準形式｣という話題を紹介し,微分形式と電磁気学の両方に対する解説に

なることを目指した｡

1 はじめに

本稿の話題は古典電磁気学である｡｢いまさら電磁気学?｣という本があったように思うが,い

まさら古典電磁気学について解説をするのはなぜかという説明にかえて,まず,なぜ筆者が本稿の

執筆のお話をいただいたかの経緯からはじめたい｡私事で恐縮だが筆者の専門は宇宙空間プラズ

マ物理である｡この業界に入ってから最近まで,主として地球周辺のマイルドなプラズマを相手

にしていたので,研究に使う道具立てとしてはニュートン力学と古典電磁気学でこと足りていたo

それが最近になって,パルサーやブラックホールの周辺などの高エネルギープラズマの話題をよ

く聞くようになって,相対性理論の効果も考えてみようか,という気になった｡それまでは,プ

ラズマ運動論の基本さえきっちり理解していれば,相対論の効果は質量などの項に7ファクター

を加味すれば一丁あがり,という程度に軽く考えていたのだが,まじめに考え出すとなかなかそ

うはいかなくて,本格的に相対性理論を勉強する必要を感じ始めた｡

1本稿は､編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である｡

2E-mail:tadas@fpu.ac.jp
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ところが - さらに私事を続けて恐縮であるが - 実は筆者は大学の学部生の頃に相対性理論の

勉強をはじめたことがあるのである｡しかし…共変ベクトルと反変ベクトル ''のあたりから話が

わからなくなってきて,ご多聞にもれず,一般相対性理論のテンソル演算でギブアップした3とい

う苦い過去をもっている｡ それ以降,上にのべたように仕事上での必要がなかったので,相対性理

論からは離れていたわけであるが,最近,H微分形式"という数学理論を勉強すれば共変 ･反変ベ

クトルやら空間計量やらがすっきりと理解できるという話をきいて,そっち方面から勉強してみ

ようという気になった｡

そうして微分形式をかじりはじめると,これがなかなか面白い｡相対性理論に行く前に自分の

商売道具の電磁気学でいろいろと基礎練習をしてみると,いままで理解していたつもりの概念も,

あらためて考えさせられたりする｡ そうしているうちに,電磁場の正準理論について,教科書に

ないすっきりした形をみつけたので4,これは面白いと吹聴しているうちに,それが早川編集長の

知るところとなり,解説を書いてみないかというお話をいただいたわけである5｡

電磁気学に微分形式を使う利点というのは,一般の次元の空間微分や空間積分がシステマティッ

クに整理されて見通しがよくなるというところであろう｡ これを使うと,われわれのよく知って

いるマックスウェルの方程式は

a(チ)-'J,ai-o (1.1)

という非常に簡単な形に書ける｡また,この二つは3次元ユークリッド空間の静電場や静磁場の

方程式と同じ形をしていて,実は空間に分布する場の方程式の基本的な形であることがわかる｡

さらに4次元ミンコフスキー空間で微分形式を使うと,時間と空間を平等にあつかう一 本稿

ではこれを"時空平等主義"と呼ぼう- のがきわめて便利になる｡というよりむしろ,4次元

表記をした場合は時間だけ別の変数としてあつかうこと一 日時間特権主義''と呼ぶ - が,きわ

めて困難になるのである｡時空平等主義というのは,もちろん相対性理論の精神であり,正しい

物理のありかたであるが6,必ずしも徹底されていない場合がある｡本稿の最後でとりあげる電磁

場の正準理論がそのよい例であろう｡教科書などにみられる方法ではハミルトニアンを使って正

準方程式を組み立てるのであるが,考えてみればハミルトニアンとはエネルギーに対応する関数

であり,エネルギーとはエネルギー ･運動量テンソルの時間成分に過ぎない｡これが理論の中枢

にあるということは,とりもなおさず時間特権主義の思想から抜けきれていないことを意味する｡

本稿の4節で見るように,微分形式を使えば時空平等主義の正準理論が容易に構築できる7｡

このように魅力的な微分形式ではあるが,残念ながら複素関数論やベクトル解析とちがって,多

3岩波全書シリーズの相対性理論の本 【1】で勉強して,そのまえがきの有名な文句 ｢これが理解できないようなら,
もはや相対性理論を学ぶのはあきらめるべきであろう｣というのを真にうけて,あきらめてしまった口である｡読者
諸氏の中にもそのような方がいらっしゃるのでは?

4 "みつけた"と言っても1世紀以上歴史のある古典電磁気学の話題であるので,過去にどこかでやられているはず
で,筆者のオリジナルである可能性はないと思われる｡どなたか過去の文献をご存知の方はご教示いただきたい｡

5このへんの経緯はmira.bio.fpu.ac.jp/～tadas/dye_boots/0107/first_accent.htmlを参照.
6 もちろん,実際の問題の計算にあたっては,初期値問題として時間を特別にあつかったほうが現実的な場合が多
い｡"正しい=というのは思想として正しいという意味である｡

7これは微分形式を使わなければ不可能という意味ではない｡微分形式によって大幅に思考労力の節約ができるとい

うことである｡
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くの物理学者の"標準装備"にはなっていない｡そこで,本稿は微分形式の簡単な解説からはじめる

ことにする｡もとより,上に書いた原稿依頼のいきさつからもわかるように,筆者は微分形式の初

学者であり,正確で包括的な解説は望むべくもないが,たとえば初心者向けのコンピュータのマニュ

アルは,プロのプログラマが書くよりもあまり詳しくないマニュアルライターが書いたほうがわか

りやすい,というようなこともあるので,ここではコンピュータのビギナーズガイドのような解説

を書かせていただくことにする｡誤りや不正確な点をご指摘いただければ幸いである｡なお,脱稿の

のちに見つかった誤りや追記などは筆者のウェブサイトhttp://mira.bio.fpu.ac.jp/～tadas/

で随時情報提供していく予定である｡

2 外微分ビギナーズガイド

2.1 ビギナーズガイド

ということで本節では電磁気学の理解に必要な微分形式の知識を概説する｡物理数学の教科書

などでは,よく ｢数学的正確さは犠牲にして,直感的にわかりやすい説明をめざす｣というような

ことが書いてあるが,本稿ではこれを徹底して,｢とりあえず使えればよい｣という,コンピュー

ターのビギナーズガイドのような解説をめざすことにしようO微分形式の理論に詳しい読者は,こ

の節を飛ばして次節にいってもらって差し支えないが,よろしかったら,目を通して誤りなどを

指摘していただけるとありがたい｡

たとえば,きょう,初めてコンピューターをさわる友人にスクリーン上のアイコンを指さし

て ｢この灯台のマークはなに?｣ときかれたときに ｢それはバイナリ形式の実行可能ファイル

/usr/local/bin/netscapeへのシンボリックリンクだ｡｣と答えるとどうであろうか?それは

まったく正しい答えではあるが,今日初めてコンピュータをさわるビギナーにとっては,密教の

呪文よりも難解であるというだけでなく,たとえこの答えの内容を理解したとしても,それが知

りたいことではない｡欲しいの ｢それをダブルクリックするとインターネットができるんだよ｡｣

という説明だ｡この"インターネットする''という言葉はよく耳にするが,これは車を運転する

のを"道路する"というようなもので,正しくは"ネットサーフィンをする"とでも言うべきで

あろう｡しかし,そういう正確さには欠けるものの,自分の目的- ネットワークから情報を得る

- のために必要な操作をどうすればいいのかという手順は十分に伝わる0

本節でめざすものは,この後者の説明である｡たとえば,｢微分nフォームってなに?｣という

問いに対して ｢それは完全反対称(0,n)テンソルのことだ｣というのは,数学的には正確な…シ

ンボリックリンク"的な答えだが,本稿では ｢それはn重積分の対象となる量だ｣という…イン

ターネットする''的な説明をする｡さらに,このビギナーズガイドでは特定の用途,つまり電磁気

学の理解という用途に限って説明する｡コンピューターには数値計算をしたり,文書作成をした

りなどのいろいろな機能があるのだが,他は無視して"インターネットする"用途に限って解説

するようなものである｡微分形式には本稿でのべるn重積分以外の用途もあるということは,心

にとめておいていただきたい｡ビギナーズガイドではなく,ちゃんと微分形式について知りたい
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方は文献[2]をお薦めする｡また文献【3]の中にも直感的でわかりやすい解説がある｡

微分形式をつかう大きな利点のひとつに,任意の座標系での計算が見通しよくできるというこ

とがある｡曲線座標での空間微分 ･積分は,単純な2次元の極座標でもなかなかうっとうしいが,

これが一般相対性理論の曲がった4次元空間などになると,筆者などには近寄りがたいはど煩雑

になる｡微分形式をつかうとこの煩雑さがすべて解決,というわけにはいかないが,少なくとも

大幅な思考労力の節約になるし,概念的に計算結果もすっきりと理解しやすい｡しかし,曲線座

標での計算を具体的に紹介するのは本稿の範囲を (正確には筆者の能力を)越えるし,また,こ

れがなくても,本稿であつかう電磁気学の話題には差し支えないので,これは参考文献にまかせ

て,割愛させていただくことにする｡

微分形式の用語 ･表記法は,文献によってまちまちで統一されていないが,本稿では主として

文献[2]に従った.ひとつの大きな違いは,この文献では…n形式''と訳しているものを,ここで

は…nフォーム"と英語のカタカナ表記にしているところである (このように訳している本もあ

る)｡フォームとは以下を読んでいただくとわかるように,ベクトルの兄弟分のような量なので,

…ベクトルとフォーム"のように両方ともカタカナ表記のほうがしっくりくるし,また"形式"だ

と"ラグランジュ形式''などと使われる常用日本語の意味とまざらわしいからである｡本稿で…微

分形式"といった場合は,ベクトルの兄弟分の量を指すのではなく,カルタンによって創出され

た数学理論全体を漠然と指す8｡

2.2 nベクトルとnフォーム

では,本稿での微分形式の"特定の用途"というものは,具体的にどんなものだろうか?これ

をひとことで言うと ｢電磁場の空間微分/積分を統一的にあつかう｣ということだ｡われわれの

よく知っているベクトル解析では3次元空間だけでも積分は線積分や面積分があり,微分演算は

divやrotがあって,ガウスの定理やらストークスの定理やら場合ごとに違った公式をつかわな

ければならない｡それだけでも不便だが,これが一般のⅣ次元空間になったら,どう拡張すれば

いいか困るところである｡ところが,のちにみるように,微分形式の理論を使えば微分演算は外

微分aひとつで表されるし,積分公式もひと通りですむ｡

ということで,以下ではそのような便利な道具 (微分形式)を組み立てるには,どうすればいい

のかを考えていくことにしよう｡まず,線積分や面積分の対象となる物理量を,数学的にどのよ

うにあらわせばいいのか考えてみる｡旧来,われわれの多くは (少なくとも筆者は)面積分や線積

分の対象となる物理量を漠然と…ベクトル ''というひとくくりの数学概念であると思ってきた9｡

しかし,よく考えると面積分の対象と線積分の対象との間には,本質的な違いがある｡ある量

を,場合によっては線積分し別の場合には面積分するということはあり得ない｡違う積分をする

場合には,同じ量のように見えても必ず線形変換をして,別の物理量にしているはずである｡た

とえば,電磁気学で電場Eは線積分をしてポテンシャルを得るが,これを面積分するには誘電率

8正確には"微分幾何の概念"といったほうがいいものもごちや混ぜにして"微分形式の概念"と言っている部分も

ある｡本稿でH微分形式"と言う時はH旧来からのベクトル解析ではない概念"という意味合いが濃い｡

9相対性理論がらみで"擬ベクトル "などの区別はあったのではあるが｡
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をかけて (誘電率で線形変換して)電束密度Dにする｡これが違う物理量であることは,媒質の

誘電率が変われば,電場と電束密度の関係が変わることを考えるとあきらかであろう｡物理量を

それが要求する積分の次数によって区別するのは合理的なことである0

2.2.1 1フォーム

そこで…nフォーム (form)"という概念を導入しよう｡さきに述べたようにビギナーズガイド

である本節では数学的定義をさておいて,これを…n重積分の対象となる量 ''と説明しよう｡上

の電磁気学の例では,電場Eは1フォーム,電束密度Dは2フォームである10｡ついでに電荷密

度Qは体積積分- 3重積分- の対象なので3フォームである｡では,以下で"n重積分の対象

となる量 "というのは,数学的にどう表現したらいいかを考えてみよう｡

まず,はじめに1フォームから考えてみよう｡上述のように,これは1重積分,つまり線積分

をする量である｡簡単な例として,3次元空間の中でポテンシャルから導かれるベクトル場rが

働いている空間を考えよう｡たとえば相対性理論以前の重力とか静電場とかを考えていただきた

い｡これを,旧来のベクトル解析一 以下ではこれを単に…ベクトル解析"と呼ぼう- の言葉で

表現すると ｢空間内を微少なベクトル△rだけ動いたときのポテンシャル変化は,内積f･△rで

あらわされる｣となる｡そして,これを曲線Cに沿って線積分すれば,有限の距離はなれた場所

のポテンシャル差が得られる｡ここで曲線Cに沿っての線積分とは,おのおのの点でCの接線に

なるように,ベクトル△rを△rl,△r2,- ,△rk,･-と微少距離だけ徐々にずらしていって,各点

に対応するfkとの内積を求め,その和∑kfk･△rkを計算することである11｡この積分は旧来の

表記だと

線積分=/Cfdr (2.1)

と表記される｡

では,ここで見方をかえて,この力の場Jをベクトル以外のもので表現してみよう｡"ベクト

ル△rとの内積"という概念を忘れて,力場Jを ｢微少ベクトル△rを与えると,それに沿ったポ

テンシャル変化を実数として返す線形関数J(△r)｣と解釈する｡内積という概念を使わなくても,

この解釈で力場Jは過不足なく定義できる｡これを1フォームの定義にしよう｡ つまり1フォー

ムとは ｢微少ベクトル12をひとつ与えるとひとつのスカラーを返してくる線形関数｣である｡そ

して,線積分,つまり3次元空間内での1重積分というのは,その関数値を∑kf(△rk)のように

足しあわせたものになる｡この観点からみた積分を簡単に

線積分 -/cf (2･2)

10実は,これを相対論的な4次元表記に書くと事情がちがってくる｡それについては3節でくわしくみるので,本
節ではEや Dは3次元ユークリッド空間内での表式と思っていただきたい｡
11正確には,ここで"刻み幅が無限小になる極限"云々の但し書きが必要だが,誤解のおそれはないので省略する｡
以下同様｡

12一般に1フォームを定義するときは,これは"微少"である必要はないが,空間積分に使おうと思うと,一様場で
ないかぎり必然的に微少ベクトルを使って計算することになる｡
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と書こう｡以下では,フォームは上に波形 (-)をつけてあらわす｡波形をつければ,それはフォー

ムを表すので,"積分をして欲しがっているという意志表示"と考えられる｡したがって,旧来の

記法でのdrなどの=意志表示"は書かなくてもよいことにする｡

では,この1フォームというものを,具体的にどのように表現したらよいであろうか?これは

ベクトルのように成分表示ができる｡いま,ベクトル△rをデカルト座標の基底ベクトルex,ey,ez

を使って△rxex+△ryey+△rzezとあらわすOするとfは線形関数なので,三つの定数13cx,cy,cz
を使って

f(△r)-cx△rx+cy△ry+cz△rz (2･3)

とあらわされるはずである｡線形関数としてのJは,この三つの定数を決めれば唯一に決定され

る｡つまり,3次元空間の1フォームは,三つの定数であらわすことができる｡これを,たとえ

ば,(cx,cy,cz)のようにあらわすこともできるが,線形であるということに注目して,

I-cxe～x+cye～y+cze～Z (2.4)

と書こう｡ここでe～x等はそれぞれの方向の=基底1フォーム"とでも呼ぶべきもので,基底ベク

トルのようなものと理解できる｡

上式のように1フォームをあらわし,それがベクトルを引数としてあたえる実数を(2.3)式の

ように表すというのは,しかし,旧来の考えかたにそって,ベクトルの内積としてあつかうのと,

あまりかわり映えしないと思われる14｡ ところがフォームの次数をあげて2フォーム以上を考え

ると,このあたりの事情は大きく変わってくる｡

2.2.2 1ベクトル,2ベクトル,そしてnベクトル

ということで微分2フォームについて考えてみようo これは2重積分,つまり面積分の対象と

なる量である｡たとえば3次元空間内でのフラックスのようなものを考えてみよう｡フラックス

をある曲面上で面積分すれば,その曲面を横切って流れる流量が得られるが,この積分は,曲面

を平面とみなせるくらい微少な面に分け,その微少平面を通過する流量を足しあわせて計算する｡

そこで,上の線積分の場合と同じように,フラックスに対応する2フォームは,微少平面を与え

ると微少流量を返す線形関数と考えるのがよかろう｡ ただし,この場合,微少平面がどの方向を

向いているかというのが重要になる｡つまり,微少平面というものを,向きと大きさ (面積)をあ

わせもった量であらわす必要がある｡ベクトル解析では,これを法線ベクトル,つまり"この面に

垂直で,面積に比例する大きさをもったベクトル"で代用している｡しかし,実はこれでは4次元

以上の空間では使えない｡=平面に垂直"という線形独立な方向が二つ以上存在するからである｡

こう考えると,一般の次元でも通用するように,"面の向きと大きさ (面積)をあらわす量"が

欲しい｡われわれのよく知っているベクトルは…線の向きと大きさ (長さ)をあらわす量 ''であ

13もちろん,これはC｡(T,y,I)のように座標の関数ではあるoH定数"というのは,線形関係の比例定数という意味
である｡

14空間の計量をつかわずに議論ができるという違いがあるが,今は平坦なユークリッド空間を相手にしているので,
話に違いはでてこない｡
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るが,これと同じような量を面版ベクトルとして定義できればよい｡そこで,直線に限らず,一

般に"向きと大きさをあらわす量"をひとまとめにして…ベクトル "と呼び,線のベクトル (つ

まり旧来のベクトル)は1ベクトル,面のベクトルを2ベクトルとあら.たに名付けよう｡同様に

して,N次元空間のn次元超平面の向きと大きさをあらわす量を"nベクトル ''と呼ぶことにす

る｡そして,このnをベクトルの"次数"と呼ぶ｡ベクトル解析のベクトルは"V"のように大文

字で表すのが一般的だが,これと区別するために,以下ではわれわれのnベクトルは上に線を引

いて"i)"のようにあらわす｡

では,このnベクトルという量をどのようにして表せばいいだろうか｡1ベクトルの場合,直

交デカルト座標をとって成分表示することによって種々の計算が容易になった｡これには図1-a

のように,そのベクトルの長さを各座標軸へ射影した長さを,各方向の成分として表示する｡3

次元空間の場合は座標軸は3本あるので,1ベクトルは三つの成分をもつ｡各方向の基底1ベク

トルをe-I,e-y,e-Zとすると,1ベクトル面はこの3成分を使って

i)=vxe-I+Dye-y+vze-I (2･5)

と書かれる｡

2ベクトルの場合も同様のことをしてみよう｡図1-bのように,ある平面があたえられたとき,

これを各座標平面 (xy平面など)に射影した面積を2ベクトルの各成分とするolベクトルと同

様,この成分によって2ベクトルは過不足無く決定される｡3次元空間の場合,座標平面はxy,

yz,zx.の三つしかないので,基底2ベクトルをe-xy,elyz,e-zxと書くと,任意の2ベクトルiiは

i)- vxyexy+vyze-yz+vzxe-zx (2･6)

と書ける｡これが4次元ユークリッド空間 (I,y,ZにW軸を加える)だと,基底ベクトルの数は6

になり,2ベクトルの成分表示は

ij-vxye-xy+vyze-yz+ vzxe-zx+vwxe-wx+vywe-yw+vwze-wz

となる｡

図1
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この2ベクトルの表示をnベクトルに拡張するのは易しい｡N次元空間のn次元超平面の面積

を,各n次元座標超平面に射影して各方向の成分とすればいいのである｡一般にN次元空間のn

ベクトルの成分の数は,n次元座標超平面の数であるのでNCnである｡われわれの住んでいる3

次元空間 (時間をのぞいて)の場合は3C2- 3C1-3なので,たまたま2ベクトルと1ベクトル

が同じ数の成分をもち,歴史的には両方を混同して単に"ベクトル ''と呼んでいた15｡もし,わ

れわれの空間が4次元であったならば,ベクトルの次数の区別はもっとはやくからなされていた

に違いない｡

ここで,1ベクトルを(2.5)式のようにあらわしたとき,正負の符号も意味をもつようにしたこ

とに注意しよう｡各成分の符号をすべて反転すると,乗っている直線は同じで,逆方向を向いた

ベクトルを意味する｡2ベクトルの場合も同じで,成分の符号で面の…裏表"を区別する｡これ

は一般のnベクトルに容易に拡張される概念である｡

2.2.3 2フォーム,nフォーム

さて,nベクトルという概念が確立すると,nフォームは容易に理解される｡2フォームを例に

考えよう｡まえに述べたように,2フォームとは2重積分の対象になる量である｡たとえば例と

して,なにかのフラックスを考える｡物理的にはフラックスは,空間の中の微少面積を横切る流

量で定義される｡それをある面上で面積分すると,全流量が得られる｡ここで上の議論をうけて,

その微少面積を2ベクトル云言であらわそう｡そうすると,フラックスとは云言を与えると微少流

量を返す線形 (五言に関して)関数である｡この例を一般化すると2フォームfとは,…微少2ベ
クトル芯 を引数とする線形関数f(義 )"と定義できる｡そして曲面S上の面積分とは,Sを多
数の微少な2ベクトル五言k(k-1,2,3,-)で覆って,∑kf(△sk)を計算することである｡式で書

くと

面積分-/sf (2･8)

となる｡これは(2.2)式とまったく同じである｡このように微分形式では何重積分でも同じ形で書

く｡それが何重積分かは被積分フォームの次数からあきらかだからである｡

つぎに2フォームの成分表示を考えよう｡3次元空間の場合,先ほどの1フォームの場合と同

様に線形性から2フォーム△SにJを作用させて得られる関数値は,五言の各成分を使って

f～(云言)- cry△sxy+cyz△syz+czx△szx (2･9)

と書けるoこれをもとに1フォームの時と同様,e-xy等を線形独立な基底2フォームとして

f- cxye～xy+cyze～yz+czxgzx (2･10)

と書くことができる｡

ここまでの議論を一般化して,N次元空間内のnフォームとは"微少nベクトルを引数とする

線形関数"と定義する｡そうすると,N次元空間内のn次元超曲面上でn重積分をする場合の手

15そして,3ベクトルは1成分なのでスカラーと混同されていた｡
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順は以下のようなる｡まず,この超曲面を多数の微少部分にわけて,それぞれの部分をひとつず

つ微少nベクトルであらわす｡それぞれの部分に対応する積分量は,この微少nベクトルの関数

(つまりnフォーム)として計算できるので,これをすべて足し合わせることによって全体の積分

が得られる｡

一般にnフォームはnベクトルと同じくNCn個の線形独立な成分をもつ｡またN次元空間に

Ⅳより大きい次数のフォームは存在しない｡これはⅣ次元空間ではⅣ+1重積分以上の超平面

というか超立体というかが存在しないからであるoそして,一般のnフォームは さ-ijk...をこの線

形独立な成分の=基底nフォーム''として,

i- E cijk･･･e～ijk･･･
i<3'<k･･･

と書くことができる｡

(2.ll)

2.3 種々の乗法

これでnベクトルとnフォームが定義された｡これらは線形構造なので同じ次数のベクトル同

士,あるいはフォーム同士の間では加法,減法は簡単に定義できる｡ では乗法はどうなるであろ

うか｡つぎにこれを考えてみよう｡

乗法に対応する演算にはいくつかの種類が考えられるが,まず,いわゆる"くさび積"16(wedge

product)"という概念を導入しよう｡これはnベクトルとmベクトル,あるはnフォームとm

フォームの間で定義される演算である｡

2.3.1 ベクトルのくさび積とフォームのくさび積

旧来のベクトル解析では,面積要素をあらわす法線ベクトルは,二つの線要素をあらわすベク

トルの外積であらわされ,この二つのベクトルの張る平行四辺形の向きと大きさに対応した｡こ

れを微分形式の言葉で言うと,3次元空間の二つの1ベクトルをかけて,その二つのベクトルが

張る2ベクトルをつくる演算に対応する｡これを一般化した,nベクトルとmベクトルをかけて

n+mベクトルをつくる演算がくさび積である｡もう少し詳しく言うとn次元超平面とm次元超

平面の"張る"n十m次元超平面をつくる演算のことだ｡まず,手始めにm=n=1つまり,外

積に対応するくさび積はどうなるかを考えよう｡

以下では,直交する基底ベクトルおよび基底フォームを使って計算をすすめていくが,得られ

た結果は基底や座標の選び方によらないことに強調しておく｡これは微分形式の大きな特徴であ

るo x軸とy軸の張る平面がxy平面なので,x方向とy方向の基底1ベクトルのくさび積がxy
方向の基底2ベクトルになると定義するのが自然であろう｡

e-x∧e-y-e-xy (2･12)
16文献によっては,この演算を"外積Mと呼んでいるものもある｡本稿では"外積 "とは,ベクトル解析での概念

(クロス積)として使い,それと区別するために"くさび積 "という単語を使う｡
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これは,ベクトル解析での外積exxey-ezに対応する式である｡ここで,外積ではかける順序

をかえると符号が変わった (eyxex--ez)ことを思い出そうO くさび積にもそれを反映させて

e-y∧e-x--e-x∧e-y--exy (2･13)

という反対称性を要求しようOつまりx軌 y軸の張る平面とy軌 x軸の張る平面は…裏表が逆"

なのである.この反対称性というのが微分形式の理論のなかで重要な役割をはたす｡もちろん,y

軸-Z軸間やZ軸-x軸間のくさび積も同様に定義するo一般のN次元空間の場合は各方向の基底

1ベクトルをei,基底2ベクトルをe-ijとして,

e-i∧e-i=-eTj∧e-i-e-ij (2.14)

となる｡これからすぐにe-i∧e-i-0が言えるが,この意味は二つの平行な1ベクトルの張る平面

の面積はゼロだということである｡

基底ベクトル間の演算が定義されると,一般のベクトルについては,基底ベクトルを使って成

分表示して計算すればよい｡くさび積と加法の間には分配法則がなりたつとして,3次元の場合

a∧石 - (axe-x+aye-y+ale-I)∧(bxeJx+bye-y+bze-I)

- (axby-aybz)e-xy+(aybz-azby)e-yz+(azbx-azbx)e-zx (2･15)

となるoこの計算で早速,くさび積の反対称性 (e-x∧e-y-一己y∧ex,e-x<elx-0等)を使った-上

式の各成分をみると,たしかに外積と対応していることがわかる｡ ベクトル解析では,1ベクト

ルと2ベクトルの区別をしないで,両方ともベクトルとしてあつかうので,ベクトルとベクトル

の外積もベクトルになると解釈される｡ただし,これは3次元空間特有のものであることに注意

しよう17｡たとえば前にみたように,4次元空間では1ベクトルは4成分,2ベクトルは6成分

をもつので,両方とも同じベクトルとしてあつかうわけにはいかない｡それに対してくさび積と

いうのは,一般の次元の空間の任意の次数のベクトルの問で一般的に定義される演算である｡

今みたのは1ベクトルと1ベクトルのくさび積であった｡つぎに,2ベクトルと1ベクトルの

くさび積を考えてみよう｡これは3ベクトルになる｡ 基底ベクトルで書くと

e転y∧eLz-e-xyz (2.16)

ここで,e-xy-e-x∧e-yであることを思い出すと,この基底3ベクトルは基底1ベクトルの三つの

くさび積e-xyz-e-xy-e-x∧否y∧e-Zであらわされることがわかるoつまり,この三つの基底1ベク

トルで張られる3ベクトルである｡反対称性はどうなるであろうか?くさび積の間に結合法則が

なりたつとして(2.13)式を使って

ez∧e-xy-e-Z∧e-x∧e-y--e-x∧e-Z∧e-y-ex∧e-y∧e-I-e-xy∧e-I (2.17)

17ものの本によるとGrassman等により,任意の次元での外積も定義されているそうだが,筆者は詳しくは知らな
い｡ここでの記述は普通のベクトル解析の教科書にある知識に基づいている｡
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となる｡

前と同様,基底ベクトルのくさび積が定義されると,一般の場合は簡単に計算できる｡2ベク

トルiiと1ベクトルC-の間のくさび積は

由∧C-- (uxycz+ uyzcx+uzxcy)e-xyz (2･18)

となる｡ベクトル解析では2ベクトルiiも1ベクトルと区別しないので,これは二つのベクトル

の内積と解釈されている｡前節でみたように1フォームに1ベクトルを与えてスカラーを得るの

もベクトル解析では内積となっているが,微分形式の立場ではこれは違う概念であることに注意

しよう｡1フォームと1ベクトルだとは結果がスカラーになるが,1ベクトルと2ベクトルだと3

ベクトルになるところからも違いは明らかであろう｡ここで由に(2.15)式で計算した瓦∧石の各成

分を代入すると,これはベクトル解析で言うところの"ベクトル3重積 "に対応することがわか

る｡つまり,ベクトル3重積というのは,微分形式の言葉で言えば,三つのベクトルのくさび積

に対応する｡ベクトル3重積の場合はそれが三つのベクトルの張る立体の体積であることは,計

算してみなければわからなかったが,三つのベクトルのくさび積であると考えると,それは自明

のことである｡

さて,ここまで例をあげてみてきたことを一般的に記述しよう｡ まず,と表される｡

･N次元空間内の基底nベクトルe-ijk-･は,n個の基底1ベクトルが張る超平面であり,くさ
び積を使って

eijk.･･=e-î e-ĵ e-k̂ ･･･

と表される｡

･添字ijk-･のうち,ひと組でも等しいものがあったら(たとえばj-kなど)

e-i∧e-j∧e-k∧-･-0

.添字i3'k- の順番をならべかえてpqr-･としたとき,

e-i∧e-3･∧ek∧- -土(ep∧e-q∧e-,∧･i･)

(2･19)

(2･20)

(2･21)

となる｡ただし,符号(士)は添字の組pqr-･がijk･･･の偶置換のときプラス,奇置換のと

きマイナスをとる｡

これらの性質を考えると,(2.19)式がnベクトル-N空間のn次元超平面の向きと大きさを表

す量 - の基底として必要な性質をすべて備えていることがわかる｡たとえば,基底1ベクトル

のn個のくさび積e-î e-j∧elk̂ ･-のうち,線形独立なものはNCn個であるが,これはnベクトル
の線形独立な基底の数である｡

(2.19)式を使うと,基底nベクトルと基底m ベクトルの間のくさび積が計算できる｡双方の基

底ベクトルを1ベクトルのくさび積に分解し(2.13)式などの1ベクトルに関する演算規則をつか
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えばよい｡さらに,基底ベクトルの間の演算規則がわかれば,一般のベクトルの間のくさび積を

計算するには,そのベクトルを各成分わけて基底ベクトルの和であらわせばよい｡たとえば,m

ベクトルとnベクトルのくさび積の交換法則

雲∧盈-(-1)mn(盈∧宏) (2.22)

なども簡単に示すことができる｡ただし,この式でベクトルの下のm,nなどの文字はそのベクト

ルの次数をあらわす (この記法は文献[3]によった)｡今後,ベクトルやフォームの次数を明示的

にあらわす必要があるときは,この書き方をしよう｡そのほかにも,くさび積についていろいろ

な計算法則を示すことができるが,それは参考文献にゆずることにする｡

ベクトルのくさび積が定義されると,フォームのくさび積は簡単である｡nフォームの基底は

nベクトルの基底と1対1対応しているので,ベクトルと全く同じように定義すればいいのであ

る｡(2.12)式以下の文章を…nベクトル ''- …nフォーム"と置き換えてもう一度読めば理解し

ていただけるであろう｡

2.3.2 ベクトルとフォームの内部積

次に内部積 (interiorproduct)という,別の種類の積について考えよう｡前にのべた"1フォー

ムというのは 1ベクトルを与えるとスカラーを返す線形関数''という事情は,ベクトル解析では

二つのベクトルの内積に対応する｡その類推でnベクトルとnフォームでスカラーをつくるのも,

その線形性から一種の積のようなものとみることもできる｡帝にnフォームaにnベクトル石を

与えるとスカラー Cになるというのを,a(-a)-Cと書いていたが,"積''的な側面を強調するため,
おなじことを

bJa-C (2.23)

とも書くようにする｡そして,これをベクトルとフォームの間の…内部積 ''と呼ぼう18

この路線にそって,ベクトルとフォームの積という概念がどうなるかを考えてみよう｡くさび積

のときと同様,基底ベクトル/フォームを手がかりにする｡以下では慣習に従って各方向の基底1

フォームをe-I-axなどと書こう｡意味はかわらない｡ビギナーズガイドのレベルでは,このaと
いう記号は,のちにでてくる外微分演算子aとは関係ないと考えてよいoまた,総和記号∑の中

でなど使われるときは, xl- I,x2-y,x3- Zなどとする｡たとえば,∑13=laXi-ax+dy+dz
などと書く19｡

"nフォームとは基底nベクトルを引数とする線形関数 ''という原点から考えると基底nベク

18ベクトル解析での内積に対応する概念だが,同じものではないことに注意｡もうひとつ,(2.18)式のような1フォー
ムと2フォームの積もベクトル解析では内積としてあっかわれる｡これが別の種類のものであるのは,前に述べた通

りである｡文献によっては内部積のことを単にH内積"と呼んでいるが,本稿では"内積"とは,次にみる同次のベク
トル同士あるいはフォーム同士を,計量テンソルを使ってかける演算をさす｡
19添字iが上付きになっているのは,基底表現でアインシュタイン規約を使いやすいようにするためである.こうし

ておくと,たとえば(2.4)式はi- ciaXiと書けるOただし,本稿ではアインシュタイン規約は使わずに,律儀に総和
記号を書くことにしよう｡
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トルと基底nフォームの関係は

(dxt∧dx]∧･･･)｣(e-p∧e-q∧-)-
pq- がij-･の偶置換のとき

ll pq-･がij-･の奇置換のとき

それ以外 (pq- とid- が異なった成分をもつとき)

(2･24)

と書ける｡直感的には基底ベクトルと基底フォームは内部積が1になるときに"同方向",-1の

ときに…逆方向"を向いていて,0のときにはH直交する"と理解できる20｡これは直交座標の基

底ベクトルと基底フォームなので,お互いの関係はこの三つしがないが,もちろん,一般の場合

は"ななめに交わる"という場合もあるOそのような一般のnベクトルとnフォームの計算は基

底ベクトルと基底フォームを使って成分表示をして,(2.24)式の計算規則を適用すればできる｡

これで同じ次数のベクトルとフォームの内部積が定義されたが,次数がちがうときも内部積が

定義できないだろうか?これには,(2･19)式のようにnベクトル [フォーム】がn個の1ベクトル

[フォーム]のくさび積で表されることを利用する｡まず,ベクトルの次数nがフォームの次数m

より大きい場合を考えよう｡ 大ざっばに言えば,ベクトルとフォームのm次の部分だけで内部積

を取ってスカラーにし,それにのこったn一m次のベクトルをかけたものが内部積の結果である.

もう少しくわしくみてみよう｡例によって基底ベクトルおよび基底フォームについて考えれば,

一般の場合は成分分解すればよい｡まず,(2.24)式から,同じ添え字ij-･をもつベクトルとフォー

ムに対して (axi∧axj∧-)｣(e-i∧e-,.∧･･･)- 1であるが,このベクトルe-i∧e-j∧- の後ろにさらに

e-k∧- をくさび積でかけてつくったベクトルに対して

(dxt∧dx]∧･･･)｣(e-i∧e13･∧- ∧e-k∧･･･) - (dxt∧dx]∧･･･)｣(e-i∧e-j∧-)∧(e-k∧-･)

- 1(̂e-k̂ ･･･)-e-k̂ ･･･ (2･25)

と書ける｡これはベクトルの添え字がフォームの添え字ij･-にさらにいくつかの添え字k- を

加えてできている場合だが,添え字の構成は同じで順序がちがう場合は(2.21)式を使ってこれで

計算できる｡それ以外の場合,つまりフォームの添え字の中にベクトルの添え字にないものがあ

る場合は,この基底フォームと基底ベクトルは…直交するりのでゼロである｡

フォームの次数がベクトルの次数よりも大きな場合もこれと全く同様に計算できる｡ また,一

般の場合はさきにのべたように成分分解して計算すればよい｡つまりnベクトルとm フォームを

かければn>mのときはn一mベクトルが,n<mのときはm-nフォームが,n-mのとき

はスカラー (-0フォーム-0ベクトル)が得られるわけである｡

これで次数の違うベクトルとフォームの積が定義できるわけだが,簡単な例として,速度V,杏

度βをもつ流体を考えてみよう｡微分形式の立場では,速度は1ベクトル,密度は体積積分の対

象だから3フォームである｡この両者の内部積はβ｣ijと書けるが,これはこの流体のフラックス
という意味を持つ2フォームになる｡そして期待通り,これは面積分の対象になる｡

20正確には"直交する"という概念を"内部積がゼロ"ということで定義することになる｡
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2.3.3 ベクトル同士,フォーム同士の内積

さらにベクトル同士の内積 (innerproduct)を定義しよう｡ いままでの議論ではビギナーズガ

イドとして,"長さ''とか…面積"とかいう概念を未定義で使ってきたが (そして以下でも結構い

い加減に使うが),実はこれらを正確に定義しようとすると計量テンソルというものが必要になっ

てくる｡たとえばわれわれはベクトルrの長さβ(これはスカラーである)を計算するときにrの

各成分を使って

S2-rZ+ry2+rz2 (2･26)

と計算するが,そのとき,この裏式にこの微少部分に対応するベクトルの二乗という意味を持た

せているoところが,上でみてきたなかに,ベクトルかけるベクトルがスカラーになるという演

算はまだない｡この演算を導入するために計量テンソルrlというものを次のように定義しよう:

計量テンソルrl(,)とは二つの1ベクトルを引数とするスカラー値線形関数で,その二つの引数

に同じ1ベクトル豆を代入すると,その長さの二乗を返してくる (S2-rl(S-,S-))ものである.こ
れは計量テンソルの定義であると同時にベクトルの長さの定義でもあるのだが,ビギナーズガイ

ドの本節としては ｢長さとはなんぞや｣みたいなことは悩まずに,感覚的に理解している概念い

いとしよう｡さらに,…ベクトル盃と-bの内積 "というのも深く考えずにrl(a,5)で表されるもの

と理解する｡この内積は対称性rl(a/b)-77(6,a)を満たす｡
さて,以前見たように1フォームとは,ひとつの1ベクトルを引数とする線形関数であり,そ

れは(2.3)式のように成分表示できたわけであるが,二つの1ベクトルを引数とするりも,線形

であるということから,同様に以下のように行列の形に成分表示ができる｡

n(a,-a)-∑ ni,･aiu' (2･27)
71,i

ただし,相対論の慣習に従ってベクトルの成分をaiのように上付の添え字であらわした｡このrlij

が,ユークリッド空間のデカルト座標の場合にはrlij-6ijになるので,(2･26)式のように簡単な

表式になるわけであるoこれが,たとえば特殊相対論のミンコフスキー空間だとrllt成分が -1に

なったりするし,曲線座標や一般相対論の曲がった空間だとrlijは場所の関数になって非対角成

分もでてきて話がややこしくなる｡

この日二つの1ベクトルを引数とする線形関数"という計量テンソルの定義は,容易に"二つ

のnベクトルを引数とする線形関数"に拡張ができる｡ 1ベクトルが相手のときには,二つの引

数に同じ1ベクトルを入れると長さの二乗が得られたが, nベクトルのときにもそのnベクトル

のn次元体積の二乗が得られるものとするO たとえば2ベクトルのときには面積の二乗が得られ

るO このnベクトルを引数とする計量テンソルも上と同様な成分表示が可能で,以前にみた基底

nベクトルを基底1ベクトルで表す式などを考慮すると,Tlijを使って成分表示ができるo

この計量テンソルを使って1ベクトルから1フォームをつくる演算を定義しよう｡ 計量テンソ

ルは"二つの1ベクトルを引数とするスカラー値線形関数rl(,)"であったが,いま,この関数

の引数の片方だけに1ベクトルaを代入するとrl(,a)となり,あとひとつ1ベクトルがあればス
カラーになる,つまり1ベクトルを引数とする線形関数スカラー値関数になる｡"1ベクトルを引
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数とする線形関数スカラー値関数"とは,前にあった1フォームの定義に他ならないので,これ

によって 1ベクトル瓦に対応する1フォーム丘を定義できる｡つまり

6-rl(,6)

ai- ∑ m,.a3

j

成分表示すると

(2.28)

(2.29)

となる21｡この式は相対論で (旧来の言葉で言う)反変ベクトルから共変ベクトルをつくる操作

に対応する｡この1ベクトルと1フォームの対応は一対一対応なので,逆に1フォームから対応

する1ベクトルをつくることもできるo具体的にはrlijの逆行列 rfJを使って

ai-∑ nijaj
J

(2.30)

とすればよい｡これを使うと1フォーム同士の内積も定義できる｡片方の1フォームから上の式

で1ベクトルをつくり,もう片方の1フォームとの内部積をとればいいのである｡また,ここで

みた1ベクトル/フォームの内積をnベクトル/フォームの場合に拡張するのはやさしい｡

2.3.4 双対

前に3次元空間では1ベクトルと2ベクトルの成分の数が同じ3なので,われわれはこの二つ

を混同してきたと書いたが,一般のN次元の場合でも成分数が同じベクトル/フォームが存在す

る｡たとえば,4次元空間では2ベクトルは6成分を持つが,3フォームも同じく6成分である｡

一般にN次元空間ではnベクトル,nフォーム,N-nベクトル,N-nフォームの四つがNCn

個の成分をもつ｡旧来のベクトル解析ではこれら4種類の区別にあまり注意は払われなかったが,

これらを区別することによって対応する物理量の性質の違いがあきらかになる｡そして,ユーク

リッド空間で漠然と ｢ベクトルを定数倍して別のベクトルを得る｣と思っていたものが,微分形

式ではひとつの構造を別の構造に変換 (たとえばnベクトルをN-nフォームに変換など)する

操作と理解できる｡以下ではこの変換について調べてみよう｡

まず,nベクトルとnフォームであるが,これは前節でみたように計量テンソルを介して変換

される｡つぎにnベクトルをN-nフォームにする場合であるが,前に出した,流体の速度とフ

ラックスのという例で考えてみよう｡ベクトル解析では速度もフラックスも同じベクトルで,速度

に密度というスカラーをかけるとフラックスが得られると考えられるが,微分形式の立場では速

度は1ベクトル (磨)流体の密度は3フォーム (β)であり,その内部積がフラックス(i-帥 )
という2フォームになると考えられる｡これは前にみた内部積の特殊な場合だが,見方をかえてi5

という3フォームを介して1ベクトルi)と2フォームfを対応づけていると解釈することができ

る｡この例のようにN次元空間でのNフォームGlがあたえられたとき,nベクトル瓦からN-n

21上付きの添え字をもつαJはベクトルの成分,下付のαiはフォームの成分を表していることに注意｡この記法は

相対論の慣習による｡
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フォーム石をつくる演算は応用上重要なものが多いので,

i'-.し辛 (2.31)

で定義される呂を…盃のゐに関する双対 (dual)…と呼ぶことにする｡この対応は1対1なので,

逆にaを…～bの由に関する双対"と言うこともできる｡ここでG'はゼロにならないNフォームで

あればなんでもよいが,特にⅣベクトルをあたえるとそのⅣ次元体積をスカラー値として返す

ようなNフォーム6は,流体密度j;などとはちがい,なにもない空間の基本的な性質をあらわし

ていると考えられる｡そこで6については"6に関する"という部分を省略して単に"-bはるの双

対"と呼び,記号=*''を使って-b-協と書くことにしよう｡

この双対という概念に,前節で見たnベクトルとnフォームの間の変換を加えると,nベクト

ルからN-nベクトル,あるいはnフォームからN-nフォームをつくることができる｡たと

えば,1ベクトル岳をNl1ベクトルLbに変換するには計量テンソルrlを使って

-a-rl(,a,｣a) (2･32)

とすればよい.これも右は ｢G'に関する盃の双対｣と呼ぼう｡また上でみたように体積を与える

Nフォーム6の場合は ｢- に関する｣というのを省いて単に ｢虎の双対｣と呼び,5=kLtと書く｡

フォームについても同様に双対5=*6を定義できるo

2.4 外微分

2.4.1 外微分演算子a

さて,これでベクトルとフォームの代数演算は準備できたので,いよいよ外微分 (exteriorderiva-

tive)という演算を導入しよう｡いま,あるパラメタxの関数f(I)をaからbまで積分すると,
母関数Fが得られるという状況を考る｡ 数式で書くと

/abI(I)dx-F(a)-F(a)
である｡この式が任意のa,bについて成り立つとき,上の式は微分形

孟F(x)-I(x)

(2.33)

(2･34)

に書けるO本節の目的は,この関数Jの引数がひとつの実数xでなく,N次元空間の点(I,y,I,-)

である場合にも使えるように,上の積分形 ･微分形の二つの関係式を拡張することである｡これ

は単に1変数の関数の微積分を多変数に拡張するのではない｡以下にみるように変数がⅣ次元空

間の点であるということから,一般のⅣ変数関数の場合に比べて演算に強い制約がでてくるので

ある｡

上の例でJの引数xというのは1次元空間の点と考えられる｡そこで,先にみた"nフォームと

はn重積分の対象"という観点からみると(2.33)式は ｢1フォームfを1重積分すると0フォー
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ム釦 こなる｣と言えるが,これに ｢なにもしない｣と同じ意味の ｢0重積分をする｣という語句

を挿入して ｢1フォームJを1重積分すると0フォームFの0重積分したものになる｣と表現し

てみよう｡これをN次元空間のnフォームに拡張すると ｢n+1フォームJをn+1重積分する
とnフォームFをn重積分したものになる｣と言える.

さらに,もう少し詳しく見て,この関係の積分街域について考えてみよう｡(2.33)式の式は区

間【a,b]での1フォームiの積分を,区間の端の点x-aおよび,I-bでの,0フォームFの値
に結びつけている｡ただし,(2.33)式の場合,Fは0フォームなので,右辺は積分でなく,fそ

のものの境界での値になっているが22,一般の場合はこれはJより次数のひとつ少ないフォーム

の境界上での積分に対応する.したがって,(2.33)式をN次元空間のnフォームに一般化したも

のは ｢ある鋲域の中でのn+1フォームJをn+1重積分すると,その領域の境界上でのnフォー

ムFのn重積分になる｣ となる｡これを数式で

/Enf.～1-/a∑吾 (2･35)

と書こう｡まえにベクトルのくさび積のところでことわったように,微分フォームの下にあるn

等は,そのフォームの次数を表す｡また,∑は左辺のn+1次元積分領域,∂∑はその境界のn次

元超曲面である｡

いまここで,演算子aを導入して,(2.35)式を(2.34)式のような微分形で書くと

f - dF
n+ 1 n

(2･36)

となるようにしよう｡(2.35)式と(2.36)式が同値になるということが,微分演算子aの定義であ
る｡このaで定義される微分演算を"外微分"と呼ぶ｡以下では三次元を例にとって,このaが
具体的にどういう演算かを調べてみる｡

一次元の場合,(2.35)式,(2.36)式のような表式はn-Oの一通りしか考えられないが,三次

元の場合は以下の三通りの場合が考えられる｡

｡n-o:∑-曲線,∂∑-端点

●n-1:∑-曲面,∂∑-閉曲線

.n-2:∑-立体,∂∑-閉曲面

まず,最初のn=0を考えてみよう｡ これは一次元空間の場合とかなり似ている｡われわれの

知っているベクトル解析の微分形で書くと,これはベクトルfとスカラーFの間の関係,

f-gradF≡(axF,ayF,azF) (2.37)

22両端点の値の引き算になっているのは0フォームに"向き日があるからである｡たとえば,3次元空間でガウスの

定理を使うとき,境界の面から領域に入るベクトルと出るベクトルは符号が逆になるc l次元空間の場合も,積分区

間の下端aと上端bでの0フォームの向きは,区間に入るのと出るのが逆になるので,下端の値にマイナス符号がつ
いているのである｡
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となるoただし以下では∂/∂x-axなどの略記法を使う｡(2A)式の成分表示を使うと,これは

f-axFax+ayFdy+azFaz

となる｡これから0フォームの外微分afは

dF-axFdx+azFdy+∂zFdzO

(2.38)

(2.39)

と定義すればよいことがわかる｡

次はn-1の場合だが,これはストークスの定理に対応するo 積分形をベクトル解析の記法で

書くと

/sfds;fcFdr (2･40)

である｡ただしSは面積分する曲面,Cはその外縁の閉曲線である｡ベクトル解析の記法で書い

た微分形は

r=rotF (2.41)

となるOこれを各成分に書いて,(2LIO)式と比べると,1フォームの外微分は

af≡(axFy-ayFx)ax∧ay+(∂yFz-∂zFy)dy∧dz+(∂zFx-axFz)az∧ax (2A2)

と定義すればよいことがわかる｡ ただし,Fx等は1フォームFの各方向の成分である ｡

同様の考察をn-2の場合 (ガウスの定理に対応)にすると,ベクトル解析の記法では積分形

はスカラーJの体積Ⅴ内での積分と,その体積の表面でのベクトルFの面積分との関係になる｡

/vfdv-/sFds (2A3)

微分形は

J-divF (2.44)

であるO微分形式の言葉では,Fは2フォーム,Jは3フォームに対応するo n-1のときと同様

に微分形の各成分を比べると,2フォームから3フォームを生成する演算子丘は

dF ≡(∂zFxy+axFyz+ayFzx)dこr∧dy∧dz2 (2.45)

と定義されることがわかる｡ 3次元空間では3フォームは成分はひとつしかないので,基底3

フォームはax∧ay∧azだけである｡ このため,上式はベクトル解析では (2.44)式のようにスカ

ラーの方程式とみなされるが,微分形式の立場では,これは3フォームの方程式である｡

2.4.2 演算子aの一般形

(2.39)式,(2.42)式,及び (2.45)式で3次元空間の中での微分演算子良の具体的な形がわかっ

たが,この三つの式の羅列ではいかにも場当たり的である｡積分形,微分形の関係式を(2.35)式,
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(2.36)式のように統一的に書いても,微分演算子aをこのように場当たり的な羅列しか書けない
のなら,理論の美しさは台無しだ｡さらに,ここでは3次元空間の場合しか考えなかったが,一

般のN次元空間内のnフォームをあつかうときに,いちいち上でやったような計算をしなくても,

微分演算子aを作用させた結果が簡単に求められるような処方等がほしい｡
この処方等は,以下のようになる｡まず,ある実数値関数Fに白が作用した場合,結果は次の

1フォームになるとするo

aF-∑axiFaxi (2･46)
号

これは,(2･37)式と同じ形をしているが,Fがスカラー (0フォーム)の場合だけでなく,nフォー

ムの各成分などでも同様の計算をすることにする｡

一般の次数のフォームについては,白を作用させた場合は以下の規則にしたがうものとする｡a

をnフォーム,bをmフォームとして

･a(a+5)-(aa)+(白石) (ただしn-m)

. d(碧∧ゑ)- (d碧)∧ゑ+ (｣ )n碧∧ (dゑ)

･a(ai)-0

ここで,2番目の規則は積の微分の規則の一般化である. 2項目に係数(ll)nがつく点が異なる

が,これはフォームの反対称性からくる｡ 外微分演算子aは1フォームと同じ順序交換の法則に
従うとあつかえば,丘と白の順序交換によって生じた係数だと考えられる｡また,2回の外微分

が0になるという3番目の規則は初見にはちょっと意外に写るが,rotgrad-0などと対応する

ことを考えれば納得がいくであろう23｡

例として,1フォームFの外微分afを計算してみようo まず,このx成分Fxdxにaをかけ
た場合を考える｡ FxdxというのはFxという実数にaxという1フォームがかかっているわけだ

が,これをFx∧axと解釈すると

占(Fxax)-(axFxax+ayFxay+∂zFxdz)∧ar-ayFxay∧ax+∂zFxaz∧ax (2.47)

となる(dx∧ax-0,ax(ax)-ay(dx)-∂Z(ax)-0を使った)｡他の成分についても同様な計算

ができるので,反対称性 (ax∧ay--ay∧ax等)を使うと

aF-(axFy-ayFx)ax∧ay+(ayFz-∂zFy)dy∧dz+(∂zFx-axFz)az∧ax (2A8)

となる｡これは(2･42)式に他ならない｡同様に,2フォームの外微分も

a(Fxydx∧dy)-(axFxydx+ayFxydy+azFxydz)∧dx∧dy-∂zFxydz∧dx∧dy (2.49)

から,(2.45)式が得られる｡

23これは,カルタンの理論によると ｢境界の境界はゼロ｣という法則の帰結で,一般相対性理論のビアンキの恒等式

などに対応する｡(-･らしい｡筆者はあまり理解していない｡)詳しくは文献 【3]を参照｡
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微分形式で見た電磁気学

以上で,上で定めた簡単な規則をもちいればgrad,rot,divのような,3次元空間内での各種空

間積分の微分形がただ一つの式 ((2.36)式)であらわされることがわかった｡証明は参考文献にゆ

ずるが,これは3次元空間だけにかぎらず,一般の任意の次元の空間でも成立する｡

3 電磁気学

3.1 マックスウェル ･ヘビサイド･ヘルツの方程式24

前節でながながと微分形式について紹介してきたが,これだけ準備をすれば,あとは非常に楽

である｡たとえば,マックスウェル方程式については以下のように驚くほど簡単になる｡前節で

は主として,われわれになじみ深い3次元ユークリッドを例にとって説明してきたが,電磁気学

をあつかうには当然のことながら4次元ミンコフスキー空間が相手である｡話を簡単にするため

に,以下の計算では単位系を適当にとってEoやら47TCやらがでてこないようにしてあるとする｡

また,慣習からみて明らかな記法 (Eは電場など)はいちいちことわらずに使う｡

電場E及び磁束密度Bは,以下のように4次元ミンコフスキー空間の2フォームの成分である.

アニーExdt∧dx-Eydl∧dy-Ezdl∧dz2
+Bxdy∧dz+Bydz∧dx+Bzdx∧dy (3･1)

これが旧来の電磁気学のファラデーテンソルに対応するのは,反対称性を考慮しつつ各成分を比

べればわかる｡

つぎに4次元電流であるが,これは荷電流体の運動に対応するので,以下の1ベクトルであら

わす (相対論の習慣にしたがってJの添え字は上付にした)｡

5-Qe-i+JXe-I+ュye-y+Jze-I

そうするとマックスウェル方程式は

df=0

と

a(ラ)-*5

(3.2)

(3･3)

(3.4)

の非常に簡単な2式にまとめられる｡ただし,ここで"*"は2.3.4節で定義した双対であり,そ

の計算のに使う体積4フォームは6-di∧dx∧dy∧dzである｡
ここで(3.4)式にあるファラデーフォームの双対 亨 はなにを意味するかというと,これは電束

密度と磁場で作った以下の2フォームである25｡

Hxdl̂dx+Hydt̂dy+Hzdîdz

+Dxdy∧dz+Dyd2:∧dx+Dzdx∧dy (3･5)

24普通は=マックスウェル方程式"と呼ばれるが文献t41にならって,ヘビサイドとヘルツの功績に敬意を表して本
稿ではこう呼びたい｡しかしちょっと長すぎるので,文中では"マックスウェル方程式"と呼び,ここの節のタイトル
にだけへピサイドとヘルツの名前をつけておこう｡

125誘電率などが出てこないような単位系をとっているのでB｡y-Hz等であることに注意｡またEぅ Dのときに
符号がかわるのは,ミンコフスキー空間の計量テンソルをかけるからである｡
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さらに4次元ポテンシャルAを1フォーム

A-◎dt+Axdx+Aydy+Azdz1

で定義すると,I-dAとなり,(3.3)式と(3A)式は

a(*aA)-*5

(3.6)

(3.7)

のひとつにまとめられる｡2･4･2節でみた外微分の性質により,d(dJi)-oなので,(3.3)式は自

動的に満たされるからである｡(3.3)式,(3.4)式,および(3.7)式の式はすべて,4次元空間の微
分形式による表現なので,ローレンツ変換に対して不変であり,時空平等主義の思想を体現して

いる26｡

さて,(3.1)式を見ていると,線積分の対象となるEと面積分の対象となるBが,同じファラ

デーフォームの成分としてならんでいるのが気持ち悪くないだろうか?以下にこの理由を考えて

みよう｡ファラデーの法則をわれわれのよく知っている積分形で書くと

∂

戻 /sBds･fcEdr-0
となるが,4次元の微分形式では,(3.1)式の積分形は

/i-0

である｡これを,われわれになじみ深い表記法で書くと

/sBds･Llt2(fcEdr)di-0

(3･8)

(3･9)

(3.10)

となる｡つまり,われわれが普段Hファラデーの法則の積分形"と呼んで使っている式は,実は時

間についてはまだ微分形であり,時間と空間を平等にあつかっていないわけである｡これを(3.10)

式のように書けばEも,ちゃんと空間一辺と時間一辺とでつくられる"面"で面積分されている

ことがわかる｡

(3.1)式であたえられる"ファラデーフォーム"が2フォームであるということは,電磁場27と

いうものはミンコフスキー空間内の面を横切ってながれるフラックスのようなものであることを

意味している｡前節でみたように,フラックスはxy平面などの座標平面に射影された各成分であ

らわすことができるが,ファラデーフォームのうち,xy平面やyz平面のように,投影される座

標平面がxyz空間内にあるものを,われわれは…磁束密度 ''と認識し,xi平面のように,一辺が

空間座標で一辺が時間座標になっているものを"電場''と認識しているのである｡これは(3.5)式

の磁場と電束密度の関係でも同じである｡

ところで,初等電磁気学の教科書を見ると,よく ｢EB対応かEH対応か｣という議論が書いて

ある｡これは ｢電磁気学の単位系をどう選ぶか?｣という問題28と関連して,それぞれ研究者に

26微分形式を使わない時空平等のマックスウェル方程式については,たとえば文献【1】を参照｡
27以下では=電磁場''と言ったときは電場,磁場,電束密度,磁束密度をひとまとめにして指している｡

28筆者はここでやっているように,適当に係数を無視して計算するので単位系の問題はあまり気にはしていないが,
議論し出すとなかなかやっかいなものらしい｡
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よって一家言ありそうな問題であるが,上の議論から考えると,それは"対応"という言葉をど

う解釈するかによってくるように思われる｡つまり,同じファラデーテンソルの中にならんでい

るという意味ではEとBが対応しているが,｢片足を時間方向につつこんでいる｣という意味で

はEとHが対応している｡いずれにせよ,上でみたように時空平等に書いた場合には"電磁場"

というひとまとまりの量になるので,｢どちらに対応するのか?｣という問い自体があまり意味が

ないのではなかろうか｡

3.2 4次元表記と3+ 1次元表記

3.2.1 表記法について

前節では4次元ミンコフスキー空間での微分形式を使うと,マックスウェル方程式が(3.3)式と

(3.4)式のきわめて簡単な形になることをみたが,これと,われわれになじみ深いEやBなどの

記法の関係をみてみよう｡

本節では便宜上,これらを"4次元表記''と…3+1次元表記''と呼ぶ｡4次元表記は時空平等

主義に基づいていてt,I,y,Zの四つの変数すべてが空間変数であるOそれに対して時間特権主義

の3+1次元表記ではx,y,Zの三つが空間変数で,その空間に分布した場の量が時間舌というも

うひとつのパラメタにしたがって変化する｡3十1次元表記にはさらに,旧来のベクトル解析に

よる表記と,微分形式の表記の2通りがある｡さきにみたように,ベクトル解析というのは,3

次元空間だけになりたつ特殊事情 - たとえば1フォームと2フォームの成分の数が同じになる

なビー を使っているので,3次元以外の空間にはなじまない｡

以下では,混乱をさけるために,各表記法での電磁場には違った種類の文字を使うことにする｡

(この表記法は本節でのみ有効なローカルルールであるO)まず,4次元表記だが,fのように筆

記体で表わすo各成分もFp〝と筆記体に添え字をつけて書く｡3十 1次元表記では,E'･電場,J:

電流などの慣習に従った大文字を使い,各表記のちがいは書体で区別する｡まず,ベクトル表記

の電磁場はEのようにボールド体であらわし,その各成分はE方のようにローマン体で書く｡そ

れに対して,微分形式の電磁場は虎のよう波形をつけ,その各成分はExのようにイタリック体

であらわす｡

4次元 3+1次元
ベクトル 微分形式

場の量 i,5 E,B,- . E,B,...

ベクトル表記での成分と微分形式での成分の区別は2次以上のフォームで必要になってくる｡

たとえば,磁束密度畠は外微分表記では2フォームなので,その成分は2本足のBxyなどであり,

概念的にはベクトル表記のZ方向成分などと区別されるべきであるO しかし,BxyやBxなどの
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各成分は単なる実数なので,その値を異種の表記法の中で使うことに問題はないことに注意しよ

う｡たとえば,

B - Bxydx∧dy+Byzdy∧dz+Bzxdz∧dx

- Bzdこr∧dy+Bxdy∧dz+Bydz∧dx (3･11)

などと書けるoまたBxy-Hzなどと書くと,3次元微分形式表記のxy成分の数値が3次元表記

のベクトルのZ成分と同じ数値という意味である｡

3.2.2 電場と磁束密度

さて,それだけを準備して,まず,4次元ファラデーフォームfと3+1次元表記の電磁フォー

ムE,Bとの対応をみてみよう｡ さきほどのべたように4次元表記ではl,I,y,Zの4方向を平等な

空間軸としてあつかったが,3+1次元表記では空間変数はx,y,Zの三つだけで,時間舌は空間
とは関係のないパラメタとしてあつかう｡したがって,4次元表記のnフォームの各成分のうち

時間まを含むものは,3+1次元表記だとそのtを落としたn-1フォームの成分に対応する (た

とえばすぐ下で見るようにftxニーExなど)0

4次元表記と3次元ベクトル表記の関係 ((3.1)式)をテンソル的に行列で書くと29

先
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o
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=
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J

∫

LLT
=

為
.
為
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･=
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′/
し 〓
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∫

BF
B
Z
o

B

∫

こ

E

o

B

cop)

一

1

0
㌔

EPBEZ

′
/し
こ (3･12)

となる｡ここで,3次元表記では磁束密度Bは面積分の対象となる量であったことを思い起こそ

う｡たとえば,Bzはxy方向の微少面を横切って流れるフラックスと考えられることから,それ

を微分形式で書くと2フォームであり,その成分はBz-Bxy等がわかるo また,電場Eは線積

分の対象なので,1フォームであり,その成分はベクトル記法の成分と同じである｡したがって

上の式の右辺を微分形式の成分に書くと

∃ ･.i･- ･.･_1室 萱.

(3.13)

となるoここでも反対称条件Bxy--Byxを使っているのに注意oマトリクスの中の縦横の2本

の線はアイガイドとしてひいただけで数式的効力はないが,4次元フォームiが,3次元表記で

はこの線によって1フォーム丘と2フォームBの二つの3次元フォームに分けられることが視覚

的にわかる｡

29この表記はいささか誤解を招きやすいかもしれない｡こう書くと4次元2フォームには16成分あって,そのうち
のいくつかが0でいくつかが等しいように感じられるが,それは誤りであるo実際は4次元2フォームには6成分し

かない｡たとえば対角成分は0なのではなくて,もともと存在しないのである｡ただ,行列的にならべると以下に見

る4次元から3次元へ次元を落とす操作が視覚的にわかりやすいのではないかと思って,こう書いた｡
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微分形式を使った3+1次元表記では諾,y,Zに関する微分のみが外微分演算子aで表され,t

に関する微分は時間微分∂/∂lという別の微分としてあっかわれる｡4次元表記で書いた(3･3)式

(ai-o)のixy,iyz,izx成分を3+1次元表記の外微分+時間微分で書くと

atB+dE-0 (3.14)

となることは各成分を比べてみるとわかる｡もちろん,これはファラデーの法則でありベクトル

記法で書くとatB+rotE-0となる30｡またxyz成分は

dβ=0

であり,これはdivB-0である｡

(3.15)

3.2.3 磁場と電束密度,そしてポテンシャル

電束密度Dと磁場Hについては,電場および磁束密度の3次元空間での双対をとれば得られ

る｡それぞれ,2フォームと1フォームになる

D- *E,H-'B
2 1

(3.16)

4次元電流は4次元空間内の1ベクトルであるがであるが,これと3次元電流J-(1ベクトル)お

よび電荷密度Q(3フォーム)の関係は,

J--Jxe-x+Jye-y+Jze-I, Q-Jtax∧ay∧az
3

(3.17)

である｡これらの3十 1次元表記を使うと(3.4)式は電場 ･磁束密度のときと同様な計算で

dH-atD-*J (3.18)

および,

dD-Q (3.19)

となる｡ただし,双対"*"をとるときの体積Nフォームは6-dx∧dy∧dzである｡これはベク

トル記法で書くとrotH-atD-JおよびdivD-Qとなる｡

最後にHベクトルポテンシャル31についても見てみよう｡ 4次元1フォームであるAの4成分

は,以下のように3+1次元表記では3次元空間での1フォームAと0フォーム毎に分解される｡

(3.20)

3+1次元表記ではこれらのポテンシャルから以下の外微分によって電磁場が得られる｡

aA-A,孟右 a毎-E (3･21)

30 3次元空間内では1フォームに対する外微分がrot,2フォームに対する外微分が divになったことを思い出そう｡
31もちろんこれは,外微分形式の立場からはベクトルではない
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3.2.4 4次元一十3次元の処方毒

これで4次元表記の方程式の3+1次元表記への書き換えは終わったが,ここで使った処方等

をまとめておこう｡

1.iの成分Fpuのうち,片足を時間方向につつこんでいるもの (Ftxなど)が電磁場に,両足

とも空間にあるもの (Fxyなど)が竃磁束密度になる｡

2･電場の空間成分は反対称性を考慮してfp〝の"時間方向の足を切った =ものになる｡ たと

えばflx--fxi- -Exなど｡したがって電場は3次元1フォームになる｡

3･磁束密度の各成分はFp〝の各成分をそのまま引き継ぐoたとえばろ y-Bxyなどoしたがっ
て磁束密度は3次元2フォーム｡

4.これらが満たすべき方程式は ｢電場の (3次元)外微分+磁束密度の時間微分-ゼロ｣と

｢磁束密度の外微分-ゼロ｣｡

5.電束密度は電場の双対,磁場は磁束密度の双対｡磁場は3次元1フォームに電束密度は3次

元2フォームになる｡

6.4次元電流 (1ベクトル)の各成分のうち,空間方向に足をもつ3成分が3次元電流 (-

ベクトル)になり,すべて時間方向に足を持つ成分の双対が3次元の電荷 (3フォーム)に

なる｡

7.磁場と電束密度の方程式は ｢磁場の外微分マイナス電束密度の時間微分-*電流｣と ｢電束

密度の外微分-電荷｣｡

8.4次元ベクトルポテンシャル (1フォーム)のうち,時間方向成分が3次元スカラーポテ

ンシャル (0フォーム)に,空間方向成分が3次元ベクトルポテンシャル (1フォーム)に

なる｡

3.3 2+1次元人の電磁気学

3.3.1 3+0次元磁場-2+1次元電磁場

前節で,4次元表記を3+1次元表記にする方法を長々と説明したが,これは,実は以下に述

べるように,4次元-3次元以外の次元にも同様なことができないだろうか,という伏線があっ

たからである｡3次元空間内での磁場の方程式を考えよう｡いま,時間変化のない静磁気を考え

ると,マックスウェルの方程式は3次元ベクトル表記で

divB-0,rotH-∫
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となるが,前節でみた処方等にしたがって,磁束密度Bと電流Jを3次元ユークリッド空間内の

2フォームであらわすと,上の二つの式は

dB-0 , d(管)-dH-*J2 1 (3･23)

となる｡これは(3.3)式,および(3.4)式と全く同じ形をしている｡つまり,微分形式で書いた同

じ方程式を4次元ミンコフスキー空間という容器に入れるとマックスウェル方程式になり,3次

元ユークリッド空間に入れると静磁場の方程式になるのである｡

では,ここでちょっと想像をたくましくして"2+1次元人"というものを考えてみよう｡われ

われは空間3次元+時間1次元の中に住む"3+1次元人''であるが,2+1次元人はわれわれ

の時間の次元を持たない｡3+1次元のマックスウェル方程式で∂/∂i-0としたものが,彼らに

とっての電磁気学の方程式である｡つまり,2+1次元人の"相対論的電磁気学''はわれわれの

静磁気 ･静電気学,言いかえれば3+0次元電磁気学である｡彼らにとって時間とは,われわれ

がx軸方向だと思っている座標で,彼らにとっての空間とはわれわれのyz平面である32.以下で

は,2次元表記の場の量は慣習表記の小文字を使って (e:電場など)あらわそう｡のちにでてく

る5次元表記とあわせて,以下に表としてまとめておく｡

5次元 4次元 3次元 2次元

場の量 U,W,-. i,5 E,B,日. e-,a,...
各成分 Utxy,Wxyz, ftx,Jt,- Ex,Ey,Bxy- C,,ey,byz,

表2

3.3.2 電場と磁束密度

まず,2+1次元人にとって,電場と磁場 (磁束密度)はどう区別されているのかを考えてみ

よう｡3+1次元人のわれわれは,(3.1)式のように本当はひとつの物理的実体である電磁フォー

ムiの各成分を,時間と空間の区別によって電場と磁場 (磁束密度)に区別していた｡2+1次

元人も同様に,われわれがひとつの物理的実体とおもっている磁束密度Bの各成分を2次元的電

場と2次元的磁場に区別しているにちがいない｡この区別は3.2.4節にある処方等にしたがって行

われるとするのが妥当であろう｡この処方箸にしたがうと,電場は1フォームになり,磁束密度

は2フォームになる02+1次元のH電場Mをe～で,"磁束密度川を右であらわすと(3.12)式に対

応して

) (3･24,(萎 僅 号 ) 靴 音

32そうすると ｢=時間の経過 川とはなにを意味するのか｣とか ｢因果律がどうなるか｣などの哲学的な問題がでてく

るが,ここではそういうことは棚にあげて down一七O-earthな数式操作だけを問題にしよう｡
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と書くことができるOただし,x方向が時間であることを強調するために,あらたな記号 T= X

を使った｡これを微分形式で書くと

e～ - BTydy-BzTdz-Bzdy-Bydz

b - Byzdy∧dz-BTdy∧dz

となる｡磁束密度は2次元空間の2フォームなので1成分しかない｡

3次元静磁場の方程式divB-0は

∂TBT+ayBy+∂zBz-0

だが,これを2+1次元電磁場e-,bで書きなおしてみると

aTbyz+ayez-∂zey-0

となるが,これを微分形式で書くと

aTb+de--0

(3･25)

(3･26)

(3.27)

(3･28)

となる｡これはファラデーの法則∂lB+rotE-0の2+1次元版にはかならない｡もうひとつ,
2次元版磁束密度呂は2次元空間の中の2フォームなので,それにさらに外微分演算子aを作用
させると

db=0

となる｡これは3次元ベクトル版のdivB=0に対応する｡

(3･29)

3.3.3 磁場と電束密度

では,2+1次元版のビオ･サバールの法則はどうなるであろうか?これには,2次元版の磁

場hと電束密度C～が必要だが33,3次元空間での磁場 ･電束密度はそれぞれ,磁束密度 ･電場の

双対であったことを思い出そう｡2次元空間でもこれは同じで,電束密度C～は 1フォームになる.

C～-*e～-ezdy-eydz-Hydy+Hzdz (3･30)

となる｡ ただし,3+1次元版の磁場と磁束密度の関係Hx-Byzなどを使った-ここで2+1

次元では,双対をとるとy成分とZが交換することに注意しよう34｡磁束密度は2フォームなの

で,その双対は0フォーム,つまりスカラーになる｡

h-hyz-Hx0
電流jについても同様の処方篭で3次元電流から2次元電流 ･電荷をつくると,

2-Jye-y-Jze-I,q～-JTdy∧dz

(3.31)

(3･32)

33慣習的記号との対応関係から電束密度はd-を使うべきだが,外微分演算子aと紛らわしいのでEを使う｡
34 3次元の場合はx成分-yz成分となり,ベクトル解析では2フォームのyz成分をベクトルのx成分と混同して
いたので,電場と電束密度は ｢同じ方向を向いている｣と考えられていた｡
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となる｡

これだけ準備すると,2次元版ビオ ･サバールの法則を導くのは簡単である｡3+1次元ベク

トル版で書いたビオ ･サバールの法則のyおよび Z成分は

aTHz-∂zHT-Jy,ayH,-aTHy-Jz, (3.33)

となるが,これを上で定義した2+1次元版の磁場,電束密度,および電流を代入して整理すると

dh-aTE-'j (3･34)

となり,確かにビオ･サバールの2次元版になっている｡また,3次元版ビオ･サバールのa･(-7-)
成分は

ayHz-∂zHy-JT

であるが,おなじくこれは2次元のフォームで書くと

dZf-q～

(3.35)

(3.36)

となり,divD-Qのガウスの法則に対応している｡これで2+1次元人のマックスウェル方程

式が出揃った｡この3次元静磁場から導かれる2+1次元人の電磁場の性質をいろいろ調べてみ

るのは面白い｡たとえば彼らにとってのローレンツ変換とは,われわれにとっては座標軸の回転

である｡

3.3.4 3+0次元電場-もうひとつの2+1次元電磁場

以上で,われわれが磁場と認識している物理的実体が,2+1次元人にとっては電場e～と磁場

A(およびその双対の電磁束密度)と解釈されることがわかった｡では3次元電場丘は2+1次

元人の目にはどう映るのであろうか?実はこれは,もう一つの別種の電磁場に見える｡以下,こ

のもう一つの2次元電磁場はe～',b'のように,ダッシュをつけてあらわそう｡

3+0次元の電場,つまり静電場の方程式は

dE=0,d(*ぞ)=dぞ=91 (3･37)

となり,これも(3.3)式及び (3.4)式と同じ形をいている｡静磁場の(3.23)式と違うところは,電

磁場のフォームの次数であるoここでは1フォームの外微分aEがゼロで,その双対の2フォーム

bの外微分にソースタームQがあるところである35｡その結果,ソースタームQは3フォームに

なり,1成分しかもたない｡3.2A節でやったFp〝をEiとBi,･にわける作業は,fが2フォーム

であることを使っている｡したがって,ここでも同様に,2フォームであるか こ対する式を使っ

て2次元電磁場を構成する｡ それにともなって3.2.4節の処方等も少し書きかえる必要があるが,

本質的には変わらない｡3次元磁場のときは3次元磁束密度Bから2次元電場 ･磁束密度e～,bを

35 4次元の場合はFもその双対もどちらも2フォームになるO
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つくったが,ここでは以下のように3次元電束密度bから2次元磁場 ･電束密度h′,6'をつくる
36

′/
し
こ

1ヽ1

ノ

/
VV/
之

わ

ん
こ
/
a)
nU

ぐo

も

hl- DTydy-DzTdz-Dzdy-Dydz

c～/- Dyzdy∧dz-Dzdy∧dz

＼
｣

(3.38)

(3.39)

微分形式で書くと

以上の2+1次元電磁場にって,3+0次元磁場-2+1次元電磁場のときと同じように,3

次元ベクトル記法のdivD-Qと,2次元空間の2フォームの外微分がゼロという事実から以下

の2式が得られる｡

dh/+∂lE/-q～,dc～'-0

また,∂′,h′の双対がそれぞれe～′,b′となり,3次元静電場のrotE-0から

atb/+de～'-0,db'-0

(3･40)

(3.41)

が得られる｡これらの式はもうひとつの2+1次元版マックスウェル方程式を構成する｡つまり,

2+1次元人にとっては,彼らに関知し得ないもうひとつの次元tを介してつながっている電場

と磁場は全く別の場として認識されているのである｡

3.4 5次元-4+1次元,統一場理論?

これまでに"4次元-3+1''次元,〟3次元-2十 1次元"という対応をみてきたが,そうす

ると"5次元-4+1次元 ''というものを想像してみたくなるのは人情であろう｡これも2+1

次元と同様,高踏的遊戯にすぎないかもしれないが,少なくともわれわれの3+1次元の古典場

の理論をより深く理解する助けになるである｡そこで,さらに想像をたくましくしてt,x,y,Zの

他にもうひとつの次元Tをもつ 374+1次元人に登場してもらおう｡

さて,われわれの電磁場が4+1次元人から見るとどうなるかであるが,これには二つ可能性

がある｡われわれの4次元電磁場fが3.2.4節の処方等の5次元版で電場Eとあっかわれるか,

磁束密度Bとあっかわれるかの二つである｡別のいいかたをすれば,(1)5次元=電磁場''は3

フォームで,われわれの電磁場はその"時間方向 (T)の足''を切って2フォームになったiをみ

ている,(2)5次元電磁場は2フォームで,その成分のうち"時間Tをのぞいた4次元の"空間''

(t,x,y,I)に足があるものをそのままうけついでタにしている,という二つの可能性である｡以

下では (1)の可能性についてみてみよう｡興味のある方は (2)の可能性も吟味していただき

たい｡

36こうする理由は,その結果が3十1次元マックスウェル方程式との対応がいいからである｡

37もちろん,この Tは2+1次元のときにZのかわりに使ったのとは別物である｡
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まず,5次元"電磁場''の表記であるが,これには記号豆をつかう｡5次元表記にはサン･セ

リフ体 (髭飾りのない英文字,日本語のゴシック体に相当する)の文字を使おう｡Dの各成分は

uTIxなどとやはりサン･セリフ体で書かれる｡Oは5次元空間の3フォームなので10の成分を

もつが,そのうち,6成分はわれわれの電磁場iに対応する｡のこりの4成分をdで表すと,

∪ - fTtXdT∧dt∧dx+fTtyd7-∧dL∧dy+FTtZd7-∧dt∧dz

+FTXydT∧dx∧dy+FTyZdT∧dy∧dz+FTZXdT∧dx∧dx

+utxydL∧dこr∧dy+ulyzdi∧dy∧dz+utzxdt∧dz∧dz+uxyzdx∧dy∧dz

(3.42)

となる｡Uは三つ添え字をもつので,(3.13)式のように紙の上に2次元マトリックスで書くこと

はできないが,a血=Dで定義されるポテンシャルWは2フォームで

胃 .- .I- .- .i

-At-Ax -Ay -Az

0Wtx Wty Wtz
Wxt 0
Wyt Wyx
Wzt Wzx

h

t7

耽

靭

o

山y

"〟

槻

o耽
(3･43)

と書くと5次元-4十 1次元の感じがつかめるだろう｡ただし面 は4次元空間でa泳 =Liをみ

たす2フォームである｡さらに"5次元電流"とでもいうべき量子を

T - TTtXdT∧dt∧dx+TTtydT∧dl̂dy+TTtZdT∧dl∧dz

+TTXydT∧dx∧dy+TTyZdT∧dy∧dz+TTZXdT∧dx∧dx

+Jzdl∧dx∧dy+Jxdt̂dy∧dz+JydL∧dz∧dz+Jtax∧ay∧az

で定義すると,5次元表記の電磁気学は(3.3)式及び (3.4)式に対応して

aCJ-0,a西)-千

あるいは,(3.7)式のようにポテンシャルで書いて

占(豆血)-千

(3･44)

(3･45)

(3･46)

となる｡これを4+1次元表記で書くとマックスウェル方程式と同じ形の各式が得られることを

みるのは易しい｡

この5次元の電磁気学で,場が Tによらない (aT-0)ときの…静電場 "が,われわれ3+1

次元人には電磁場に見えるわけである｡では,のこりのdはなんなのであろうか?前節までで見

たように2+1次元人は,われわれの時間軸tを関知し得ないので電場と磁場を独立した別の場

と認識している｡これから類推すると,われわれも電磁場とは別の場と思っているLjを,5次元

目Tを導入することによって電磁場と統一できるのでは,と考えられる｡
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dを生成するポテンシャル面 は電磁ポテンシャル^ときわめて似た形をしていて,ここで詳し

くはやらないが,Aと似たゲージ変換が可能であるOそこでローレンスゲージ38に相当するゲー

ジをとり,各成分のみたすべき方程式を,旧来の記法で書いてみると

DW p〝- TILu (3･47)

となる｡ただし,口はダランベルシアン (□-ai2-∇2)である｡これに計量テンソルを使って

添え字を上げ下げすると,線形化したアインシュタイン方程式と同じ形をしている｡ つまりひと

つ余分な次元Tを加えて電磁気学を4+1次元に拡張すると,重力が (線形化した範囲ではある

が)得られるのである｡これを非線形の場合にまで拡張すると,カルツア･クラインとは違った

5次元の電磁場･重力の方程式が得られる- となれば面白いのだが世の中それほど甘くはない｡

たとえば (3･47)式に出てくるW puや Tpvは微分2フォームの成分なので反対称であるが,線形

化されたアインシュタイン方程式にでてくるのは対称なテンソルであるなど,ちゃんと考えると

いろいろと不都合が出てくるのである｡ベクトルとフォームの混合テンソルを使えば対称なテン

ソルをつくることも可能なのだが,ここではこれ以上深入りするのはやめておいて,単に知的遊

戯として4+1次元電磁気学を楽しむのにとどめよう｡

3.5 教訓

以上で2+1次元人の電磁気学をみてきたが,これだけページをさいたのは,もちろん,宇宙

のどこかに2+1次元人がいるかもしれないので調べてみよう,というわけではない｡こうやっ

て,われわれの電磁気学とは違う電磁気学を調べてみることによって,何が電磁気学一般の基本

惟質で,何がわれわれの3+1次元特有のものかがよりよく理解されるからである｡エーリッヒ･

フロムは ｢人は異邦人を通して人間の本質を知る｣ と書いているが39,それと同じく電磁気学の

本質を知るには3+1次元以外の電磁気学をみてみるのがよいということだ｡

2十 1次元電磁気学を仔細に眺めてみるといろいろ発見があるが,筆者にとって一番面白かっ

たのは,divD-Qのような単純な空間微分の式から2+1次元版のマックスウェル方程式が得

られることである｡これは,われわれの3+1次元版のマックスウェル方程式も,単純な4次元

空間微分の式であることをあらためて認識させてくれる｡ そう考えると,学生時代に学んだとき

は奇々怪々に思えたマックスウェル方程式の各項も,じつは自然な形はこれ以外にありえないと

いうのがわかってくるoたとえばdivD-axDx+ayDy+∂zDzの最後のZの項だけ12∂zDzに
なっていたりすると非常に不自然で,物理の基礎方程式らしくない｡それとまったくおなじよう

に,マックスウェル方程式のatEの項の符号が逆になっていたり,係数が違ったりすることは,あ

りえないように思われる｡西洋文化人風のちょっと気取った言い方をすると ｢神が電磁気学を設

計なさったときには,他の選択肢はほぼなかった｣と言える｡電磁場というものを ｢4次元ミン

38文献 [4]によると,これはローレンツ変換の"ローレンツ''とは別人の=ローレンス''の名に由来するそうだOや
やいこしい名前である｡余談であるがプラズマ物理でも"スピッツア-"と"スパイツアー"がいて,混同している人

が多い (筆者もそうだった)0

39 20年近く前に読んだ本に書いてあったと思うのだが,本が手元にないので不確かな記憶である｡
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コフスキー空間の1フォームのポテンシャルで設計する｣とさえ決めれば,今の形以外にはほぼ

ありえないわけである｡

4 電磁場の解析力学

4.1 連続体の解析力学

以上では電磁気学を微分形式を使って読みなおす作業をしてきたが,ここで起承転結の"転"

として,ちょっと微分形式からはなれて,解析力学の復習をしてみよう｡もちろんこれは,のち

に電磁場の解析力学を微分形式をつかって書きなおすためである｡

4.1.1 調和振動子

もっとも簡単な例として以下のような運動方程式で表される1次元調和振動子を考える｡

d2A(i)
d12-rs2A(i)-0 (4.1)

例によって,ここでも特にことわらない限り,数式は単位系を適当にとって余分な係数がつかな

いようにしてあるものとする｡ここで,Aとして,バネの変位のようなものを考えると普通の振

動子になるが,もっと別のもの,たとえば,電気回路のなかの一点の電圧のようなものを考えて

もよい｡つまり,Aは必ずしも空間の座標に関連するものでなくてもよい｡以下では,このAの

ような変数を…力学変数'',tのような変数を…パラメタ"と呼ぶ｡(4.1)式を解くという作業は
感覚的に図示すると,図2aのように,A-i平面上で一本の解曲線をもとめることになる｡

-I-,:T 二 吻 -I-<
X

(a) (b)

図2

よく知られているように,ラグランジュ理論は作用

S-/dtL(i)-/di;(i2- K2A2)
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を最小にする関数A(i)を変分原理で探すことにより解をもとめる (ドットは時間微分をあらわ

す)OここででてきたL(i)-去(A2-K2A2)のことをラグランジアンと呼ぶoSを最小にするAは

オイラー ･ラグランジュの方程式
aaL aL

5i扇 一両 =0

によって求められる40｡これを具体的に計算すると(4.1)式が得られる｡

さらに,これをハミルトン形式にもっていくには,Aの正準共役量pを

aL

P=右左

であらわし,

H-pA-L-呈(A2+K2A2)

というハミルトニアンを定義する｡すると正準方程式

∂月~

A 諾 , p---∂A

(4.3)

(4.4)

(4･5)

(4.6)

が得られ,Aの時間発展はこの式で決定される｡いま,力学変数Aの数はひとつだけだったが,

これを有限個の場合に拡張するのは容易である｡

4.1.2 連続体への拡張Ⅰ:時間特権主義

ここまでの議論は,Aはたとえば質点の位置のようなただ一つの数であらわされる力学変数で

あったが,この議論を,たとえば電磁場のように空間に連続的に分布している量である場合,つ

まり連続体の力学に拡張するのがここでの目的である｡この場合,AはA(i,x)のように時間以外
に空間座標のパラメタを持つ｡以下ではしばらく,煩雑さをさけるために,空間座標は∬のみの

1次元の例を考える｡

前節でみた解析力学の手法を連続体に拡張するには,(少なくとも)二つのアプローチが考えら

れる｡ひとつは,xの関数としてのA(i,I)を,xの点ひとつにつき,ひとつの力学変数であると

考えて,A全体を無限個の力学変数の集まりだと考えるやりかたである｡感覚的に言えば,シミュ

レーションでやるようにx方向にグリッドを切ってやって,A(I,I)=Ai(i)と表し,Ai(i)のひと
つひとつを力学変数とみなしたうえで,グリッドの間隔を無限小にもっていったものと考えれば

いい｡この場合,∬はパラメタというよりも,無限個ある力学変数の中のひとつを指定する,番号

のようなものと理解されるOしたがって本当にパラメタとして扱うのはtひとつである. つまり

空間座標と時間座標は同格ではなく,時間特権主義の立場にたっていると言ってよかろう｡これ

を感覚的に図示すると図2bのようになる｡図2aにあるようなA-t平面ひとつが,ひとつの力

学変数に対応し,それを∬方向に無限枚ならべたとイメージすればよい｡筆者が見た電磁気学の

教科書ではすべて,この思想に基づいた方法が解説されていた｡まず,これを簡単に復習しよう｡

40この記述は見方によっては本末転倒気味で,正確にはオイラー･ラグランジュ方程式が,もとの (4.1)式と一致す

るように(4.2)式の作用を決めると言った方がいいかもしれない｡
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今,(4.1)式であらわされる振動子が∬軸上に多数並んでいる場合を想像しよう｡振動子の間に

相互作用がなければ,系全体のラグランジアンは

L-∑ Li(Ai,Ai,i)-∑去(Ai2一理 )I i
となる｡ここで,振動子の数が無限に多いという極限を考えると

∑→/dx, Ai→A(I)

(4.7)

(4.8)

と対応するので,ラグランジアンは

L(A(刷 0-/dxL(A(x;i)･毎 i);i)-/dx;(i(I;i)2-K2A(I;02) (4･9)

となる｡ここで,£は振動子が有限個の場合の振動子ひとつぶんのラグランジアンに対応するも

ので,それを空間にわたって積分したときにラグランジアンになるという意味で"ラグランジア

ン密度"と呼ばれている｡ここではAは tとxの関数なのであるが,前にものべたように,思想

としてはlのみがパラメタでxは各振動子にふられた番号のようなものと理解される｡この違い

を強調するためにA(再)と書いた｡

(4.9)式は各振動子の間に相互作用がない場合であったが,実際の連続体の多くは,もちろん相

互作用がある｡その相互作用が近接相互作用の場合,つまり,いきなり遠くの振動子と相互作用

をしたりせずに,直接にはすぐ隣の振動子のみと相互作用する場合は,工をAの他にAの空間微

分の関数としてあつかえばよい｡ここでAが (形のうえでは)iとxの関数になったので,以下

では煩雑さを避けるため,偏微分を∂A/∂x-A,xのように略記することにしよう41｡ただし,こ

の節では時間は…特権階級"なので時間微分については,これまで通りAを使う｡例として以下

のような方程式42を考えると

-A+A,xx+JS2A-0

ラグランジアン密度として

L(A,AA,x'l)-∑ 言上A2+Aい K2A2)i

をとればよい｡オイラー ･ラグランジュの方程式は,作用JLdtを最小化することにより,
aaL a aL aL

bi詔 +盃 布 ~前 =0

と得られる｡これを具体的に計算して書き下すと(4.10)式に一致する

次にハミルトン形式であるが,まず,Aの正準共役量7Tを以下のように定義する｡

∂£
7r=
∂A

(4･10)

(4･11)

(4.12)

(4.13)

41微分する座標の前にコンマ (,)があるのは,Aがベクトル量などの場合に,その成分をあらわす添え字と区別す

るためである｡たとえば Ar,γはAのx成分のy微分である｡
42この式は量子力学でのクライン･ゴルドン方程式である｡古典物硬では,たとえばプラズマ振動などが同様な方程
式から導かれる｡
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ハミルトニアンは

H-/dxu-/dx(qA-L) (4･14)

となる｡ここでもラグランジアンのときと同じく71はハミルトニアン密度と呼ばれる｡正準方程

式は43

A
aH aaH
77:｢~ ∂x∂7rx
aH aaH

7T= -一二- -‥･.･･.一二･･･.･.･.･.
∂A ∂∬∂AJ

となる｡これも当然,計算すると(4.10)式に一致する｡

(4.15)

4.1.3 連続体への拡張ⅠⅠ:時空平等主義

本節では4.1.2節でみた方法以外のもう一つ別の考え方を紹介する｡これはひとことで言えば,

xもtと同格のパラメタとしてあつかうということだ.つまり,時間と空間を平等にあつかう,"時

空平等主義 ''というわけである｡これは一般にはあまり知られてはいないが,宇宙論の業界では

使われているらしい (文献[5]参照)O感覚的に図示すると図2Cのようになる｡つまり(I,i)の
ひとつの組に対して,解としてAの値を決めることになるので,A-I-1の3次元空間で一枚の解

曲面を求めることと解釈される｡

ここではで4.2節でみた 1パラメタの場合を,パラメタが二つあるはあいに拡張するという方

針で話をすすめていく｡まず,必要なのはAの微分であるが,これはパラメタが二つになったの

で,当然,A,tとA,xの二つがでてくる｡ここではこれをひとまとまりの量として扱い,

A-(4,i,A,I) (4･16)

と書く｡以下では時空平等主義の立場で,時間は特権階級でないので時間微分はAでなくA,tと

書こう｡Aは上式のように時間と空間の両方に関して微分した,全微分のようなものをあらわす｡

次に(4.2)式ではA2という項がでてくるが,これは以下のようにベクトルの内積的に定義するの
が自然であろう｡

Å2-伽A?i+恥xAを-A ?i+塞

ここで,申ま,このi-x空間の計量テンソルで-1)tt-rkx-1,Tltx-rlxf-0である.

作用はi-x空間 (2次元という意味では平面)の固定された飯域 ∑上の積分で

S-/EdtdxL(i)--/Edtdx言(A2+K2A2)
と定義される44｡ この作用を最小化する解を変分法で求めると

aaL a aL aL

房両 了 扇 布 ~扇 = 0

(4.17)

(4.18)

(4.19)

43 ここでは一般的に71が7T｡の関数である場合も含む式を書いたが,(4.10)式の例では第一式の右辺第二項はゼロ
である｡

44 ここで FC'2A'2の前の符号が (4･2)式と逆のように思えるが,実はこれは計量テンソルのtt成分が-1であるところ
から来ている.(4.2)式でもt空間計量テンソル '1 - -1を使って内積を定義すれば,上式と同じ符号になる｡あとで
みる正準方程式などでも符号が違っているように見えるのは同じ理由である｡
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となり,これは確かに(4.10)式を与える｡ここで,

aaL a aL a aL

面百石 +扇 百石 =石打前記

というベクトル的記法を導入すると,(4.19)式は

a aL aL

両 方 元 ~由 =0

となり,(4.3)式のストレートフォワードな拡張になっていることがわかる｡

(4.20)

(4.21)

ここで気づかれた方も多いと思うが,(4.19)式は,実は(4.12)式と全く同じである｡また,(4.18)

式に定義される作用も前節で定義されたものと同じ形をしている｡しかしながら,その思想的背

景はかなり違っていることを強調したい｡4.1.2節の方法では (4.2)式のxに関する積分は,(4.8)

式にみるように,力学変数ひとつひとつに関するラグランジアンを足しあわせていく演算に対応

する｡したがって Lはラグランジアンではなく,ラグランジアン密度と解釈され,それを空間に

わたって積分したものがラグランジアンとなる｡それに対してパラメタが二つあるとする本節の

立場では,tもxも平等で,(4.18)式の積分はi-x空間のある領域 ∑内での積分である45｡した

がって,ここではLがラグランジアンそのものとみなされる｡この思想上の違いは以下の正準理

論46で顕著になってくる｡

正準理論では,ラグランジアンのAによる微分で,Aの共役量を定義する｡ここでもそれにな

らって正準共役量7Tを

汀-(打t,打x)- 芸 -(荒 ,芸 )-(-A,i,A,a, (4･22)

と定義する｡ハミルトニアンに対応する関数は

G-TAIL-一言(wt21か K2A2) (4･23)

となる｡ここで注意するのは,Gは,その形をみてわかるとおり,ハミルトニアンではないとい

うことである.ハミルトニアンは (多くの場合)エネルギーという意味をもつが,このGはエネ

ルギーにはならない｡

正準方程式は (4.20)式に準じた記法を使うと

aA aG

∂(t,I) ∂7T

蒜 (wt,qx)- 一芸
(4.24)

となる｡これもラグランジュ形式の場合と同じく(4.6)式の自然な拡張の形をしている｡ただし

aG

万言-(芸 ,芸 )

蒜 (qt,qx)-佃 +A,xqx
(4.25)

などと書いた｡

45だから,たとえば,境界はt軸やx軸に平行である必要はない｡
46以下でみるように,ここで使う関数Gはハミルトニアンではなく,したがってこの理論を正準理論と呼んでいい
かどうかは議論のわかれるところであろうOそういう意味では以下で ｢正準｣という言葉を使った場合は｢正準モド
キ｣あるいは ｢正準'｣とでも理解していただきたい｡
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4.2 微分形式による記法

さて,これで時空を平等にあつかう解析力学の本質的なところは確立したわけだが,なにかだ

まされたような気がしないでもない｡(4.19)式や(4.24)式が 1パラメタの場合の自然な拡張になっ

ていると言われても,それは(4.20)式や(4.25)式の表記を都合のいいように定義して,1パラメ

タの方程式と無理に形を同じにしているのでは,とも思われる｡この疑問を払拭するには上の計

算を微分形式で書いてみればよい｡いままで見てきたように微分形式の演算とは,いわば空間か

らの要請でシステマティックに定義されているので,これによって無理なく書けるようなら"本

物"のはずである｡

われわれの目的は1パラメタtの方程式 ((4.1)式)に対する扱いを拡張して,2パラメタの場

令(4.10)式にも同型の方程式を得ることである｡まず,微分形式の立場から見た変数Aの素性で

あるが,これはスカラー,つまり0フォームである｡(4･1)式を1次元パラメタ空間の方程式とみ

て,微分形式で書いてやると,∂/al-aなので,

a('aA)-FC2('A)-o (4.26)

となる47｡

では(4.10)式の場合は,と考えてみると,実は上の式と全く同じである48.違いは,パラメタ

空間が(I,I)の2次元になっただけだ｡そこで,前にさかのぼって,マックスウェル方程式の4次

元表現(3.7)式を見てみると,これの空間微分の部分も同じ形をしている｡どうやらa(♯aÅ)とい

うのは,物理法則の空間微分に共通のものらしい｡そう考えると,この部分をうまくハンドリン

グできる処方等を確立するというのは,魅力的な試みである｡以下での議論は空間やAの次数に

よらず,一般的になりたつものである｡

まず,ラグランジアンであるが,

i-去[(･ai)̂aA-K2(･i)̂A] (4･27)

となる｡オイラー･ラグランジュ方程式にはLのAに関する微分が必要だが,｢微分とは変化を線

形近似したときの線形係数｣という微分の基本思想に立ち返ると

‖RTriil
△A10i(右 △i)-i(i)十芸 △右 o(△Å2)

で定義できる｡これにより
aL
r -Fc2('i),
∂A

となり,オイラー ･ラグランジュの式は

aL

∂(aA)
-辛(aA)

aL
a曇ヒ_｢=o
∂(dA) ∂A

47ここで双対をとらないと外微分の性質から,恒等的にd(dA)-0となってしまうことに注意｡
48双対をとるときに2次元ミンコフスキー計量を使うのに注意｡
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と書ける｡正準形式にするためには正準共役量斉が必要だが,これは

7r=
∂(aA)

= ⅥA (4.31)

となるOこの式からわかるようにパラメタ空間が2次元以上の場合は,変数Aとその共役量斉は

成分の数が違ってくるが,以下の計算でこれが困難をひきおこすことはない｡

ハミルトニアンに対応するフォーム豆は

6-斤∧(aA)-L-持 ∧(**)･K2(･i)̂i]

となる｡これから,正準方程式は

∂∂

aA-蛋,a斉---∂Å

となる｡

(4.32)

(4.33)

4.3 マックスウェル ･ヘビサイド ･ヘルツの方程式

前節でちょっとふれたように,(4.10)式とマックスウェル方程式は,微分形式で書くときわめて

似た形をしている｡したがってマックスウェル方程式を,微分形式を使ってラグランジュ形式お

よび正準形式に書くのは,全く同様の作業でできる｡ちがいはソースタームであるが,これはラ

グランジアンを

L-去[(eaÅ)̂aA-J～̂i] (4･34)

と定義すればよいOマックスウェル方程式の場合は場の呈Aは2フォームだが,微分形式で書く
と形の上では違いは現れない｡正準形式でハミルトニアンに対応するフォームGは

6-5̂ (aAト L-持 ∧(**)IJ～̂i] (4･35)

となる｡あとの式は前節とまったく同じである｡これを具体的に計算するとマックスウェル方程

式が導かれる｡

ここで導入した電磁気学の正準形式であるが,普通に教科書などに書いてあるハミルトン形式

にくらべて,いくつかのり気持よい''性質をもっている｡まず,(4.31)式で定義された電磁ポテン

シャルAの共役量であるが,これは電磁場をあらわすファラデーテンソルiに他ならない｡電磁

ポテンシャルの正準共役が電磁場であるというのは,基礎理論としてもっともらしい｡また,電

流の項をゼロにすると正準方程式はaA-斉,d弄-0となり,自由粒子の運動方程式と同じ形に

なる｡自由空間を伝搬する電磁波が,自由粒子と同じ形の方程式で記述されるというのも気持ち

よい｡

だが,それらよりもっと重要なのは,ゲージ固定をしなくても明示的にローレンツ不変な形で

正準方程式が得られるということである｡ つぎに見るように旧来のハミルトン形式では4次元ポ
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テンシャルの時間方向成分Ao一 時間特権主義的に言うとスカラーポテンシャル◎一 に対応す

る共役量が定義されないという不都合が生じた｡これを回避するにはいくつかの手があるが,ど

れも一長一短で,あちらを立てればこちらが立たず,という感が否めなかった｡これはある意味

では当然で,もともとハミルトン形式というのは,共役量を定義するときに時間微分だけを使っ

ているからである｡他の空間変数をさしおいて時間だけ優遇するのは時空平等主義の精神に反す

るわけで,その代償としてゲージ固定をしなくてはならない｡次にこのへんの事情を少しくわし

くみてみよう｡

4.4 電磁場の正準方程式とゲージ固定

4.1.2節でみたように,ラグランジアン形式で書いた場の方程式は,時間特権主義でも時空平等

主義でも少なくとも形の上では同じである｡微分形式を使わずに,旧来の4次元テンソル記法で

書くと,ラグランジアン密度工は

i:-Fp〝FILu-ApJP (4.36)

あるいは3次元ベクトル表記で書くと

L:-EIL H由一AJ-4,Q (4.37)

で定義されている｡これからオイラー ･ラグランジュの方程式としてマックスウェル方程式が導

出される｡ところが,これをハミルトン形式にもっていこうとすると困難が生じる｡ハミルトン

形式では4.1.2節でやったように,時間を唯一のパラメタと見なし,各変数の時間微分をもとに正

準共役量をもとめるo具体的には4元ポテンシャルの各成分A〃を力学変数として,その正準共

役量7Tpを以下のように計算する｡

旬 -aaAf,t (4･38)

問題は,このときAt,i(3次元表記のスカラーポテンシャル◎)に対応する共役量が存在しない

ことであるo(4･36)式 (または(4･37)式)をみると,I:がAi,i(-∂◎/∂i)に依存する項を含まな
いので,(4.38)式から恒等的に7Tt-0となってしまうからである｡

そこで,従来はゲージ固定ということをやってこれから逃げていた｡おおざっぱに言って,ハ

ミルトン方程式は (4.15)式の形の式が 〃-1,2,3についてあるので,6本の方程式49になるが,

変数はApが〃がまからZまでの4個,7Tpは7Ttがないので3個の合計7個あるので,式の数がひ

とつ足りない｡そこで,ポテンシャルA〃にゲージ条件をつけて,これをもうひとつの方程式に

するのである｡解析力学の言葉で言えばこれは第一種の拘束系で,ゲージ固定の条件を拘束条件

として7変数の時間発展方程式を解くことになる｡

ところが,このゲージ条件というのがなかなかのくせ者で,計算を簡単にするためには,クーロ

ンゲージなどをとればいいのだが,そうすると数式の相対論的不変性との相性がよくない50｡逆

494.1,2節で解説した考え方によると,各空間座標ごとに力学変数があると考えられるので,方程式の数は6×無限
大とも考えられるが,ここでは細かいことをいわずに雰囲気的に"6''と言っておこう｡
50 もちろん本質的には相対論的に不変でなくなるわけではないが,数式の形が明示的に不変ではなくなる｡
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に相対論的不変性にこだわると,未定係数法などをもちださなくてはならなくて,計算が非常に

煩雑になる (文献[4,6,7]参照)o考えてみると,ハミルトン形式では正準共役量を定義するとき

に時間だけ特別扱いしたので,これはある意味で当然とも言える結果である｡微分形式を使って

時空平等の立場から見ると,この正準共役量の定義は不自然なものに見える｡

微分形式の立場からは4次元ポテンシャルの4成分は微分形式の1フォームの各成分である｡も

し,空間微分だとかフォームだとかいう幾何学的な要因がなくて,単に四つパラメタを持つ関数

が4個あるのなら,その微分は4×4の16種類考えられるが,1フォームの外微分は以前にみ

たように6成分しかない｡これは,4次元空間の線形独立な平面の方向が6個しかないという幾

何学的事実から規定されている性質である｡これは,物理的にもうなずける｡Ax,tやAy,xなどの

成分は電磁場という物理的実在の成分としてあらわれるが,Aりのような成分は対応する物理量

がない｡このように考えると微分形式で書いたわれわれの正準形式 ((4.33)式)は時空を平等にあ

つかっているおかげで自然であることがわかる｡正準共役量の打の6個の成分は,すべてラグラ

ILンジアンの中にあらわれていて,それぞれ電場や磁場という具体的な物理量に対応しているoそ

して力学変数の数はポテンシャルAが4成分,その正準共役量の7Tが6成分で10個で,方程式

の数も10あるので,ゲージ固定などをしなくても適当な境界条件さえ与えれば解が求められる｡

4.5 多パラメタ解析力学

以上でマックスウェル方程式の正準形式について,旧来のハミルトン形式 (時間特権主義)と

ここで展開した時空平等主義のあっかいの違いを表にまとめると以下のようになる｡

パラメタ 力学変数 力学変数の数

時間特権 i A〝(I,y,I),7Tレ(I,y,2:) (4+3)×∞3

ただし時間特権主義の力学変数の数はAが4成分,斉が 7Tlが存在しないので3成分で,それが

I,y,Z方向に連続的に並んでいるので,感覚的な表現だが∞3倍とした｡

ここでわれわれが時空平等主義と言って展開した解析力学は,本質的にはlひとつだけだった

パラメタをパラメタが複数ある場合に拡張したものである51｡ということは,この論法はマック

スウェル方程式のみならず,他の連続体力学の場合にも- なにかの役に立つかどうかは別にし

て 一 使えるはずである｡また,多パラメタ化は数学的にも面白い問題があるに違いない｡たと

えば,筆者には数学的に定式化する能力はないが,ハミルトンの原理の別表現であるカルタンの

原理 (参考文献[7]参照)の多パラメタ版がどうなるかなど想像してみるのもなかなか楽しい｡

51その拡張の作業は微分形式という道具をつかえば見通しよくできるが,それ以外の方法でも不可能というわけでは
ない｡
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5 おわUに

本稿では微分形式という道具を使って,古典電磁気学を読みなおしてみるという試みの一端を

紹介した｡これに関しては,本稿で紹介した以外にもまだまだ面白そうな話題がありそうである｡

たとろは,電磁気学の再考として ｢電磁気学を考える｣[8】という本に展開されている理論構成は,

旧来の電磁気学の構成より格段にすぐれていると筆者は思うのだが,これを微分形式を使って時

空平等の立場から解釈すると,また面白いことになりそうである｡それ以外にも量子力学との関

係や,一般相対論的な曲がった時空での電磁気学など,考え始めるといろいろな話題が浮かんで

きて,しばらくは本業の宇宙プラズマをおろそかにしそうなのは困ったものである｡

末筆になったが,本稿の執筆をすすめていただいた早川編集長と丁寧な査読をしていただいた

武末真二氏に謝意を表したい｡さらに原稿のについて貴重なコメントをいただいた坪内健氏,最

上嗣生民をはじめ,お世話になったみなさんにもこの場をかりてお礼を申し上げます｡
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