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｢自己相似ゆらぎの超普遍性｣

1 中心極限定理と大偏差統計

1.1 大偏差統計

1.1.1 コイン投げ

まず簡単な例として､次のようなコイン投げを考える｡

表､裏の出る確率はそれぞれ1/2で､表が出ると1､裏が出ると0という値を対応させる

と､次のような0,1の列を得る:

001011011001ll･-

j回目の値をujと書くと､n回投げた時の平均iinは､

由n-三善 uj
(1)

である｡このiinの分布関数をPn(u)と書くと､次のようにPn(u)は二項分布で与えられる:

pn(u)-ncn.(;)n+(;)nJ (2)

但し表が出た回数をn+､裏が出た回数をrLとした｡

ここでn≫ 1となる状況を考えると､uの平均(1/2)からのずれが小さいときは中心極限
定理により､Pn(u)は1/2まわりでGauss分布で近似できる:

pn(u,19/2exp卜2n(u-去)2]･ (3)

しかし､uが平均から大きくずれている時にはGauss分布で近似することはできない｡こ

のことはGauss分布ではu>1又はu<0となる確率がOでないことからも明らかである.

平均からのずれが大きい(大偏差な)場合でも､n- ∞ の極限においてu,のn時間での
平均の確率分布が

P(u)Ft;exp(-S(u)n) (4)

という漸近形で書けることを主張するのが大偏差原理である｡連続時間の系列の場合は､

T→ ooの極限でuのT時間での平均の確率分布が

P(u);t;exp(-S(u)T) (5)

と書けることである｡S(u)は非負かつ下に凸なuのみの関数であり､n- ∞ (T- ∞)の

極限でP(u)に寄与するのはS(u)-0となるuだけで､このuが平均値虎であるo

uのiiからのずれが小さいとき､S(u)のii近傍での展開のリーディングタームはuの二

次の項であり､これは分布がGauss分布で近似的に書けることを意味している｡この意味

において､大偏差原理はuが平均から大きくずれている時にも適用できるように､中心極限

定理を拡張したものである｡
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1.1.2 時間的粗視量

あるランダムな時系列u,があったとき､次のようなn時間での有限時間平均を時間的粗
視量と呼ぶ:

面n-三,f luj･ (6)

n- ∞ の極限で虎nは長時間平均iiに一致するが､nが大きくはあるけれど有限のときには

iinは平均を計算する時刻によってゆらぐ量であり､ある分布をもつ.iinがどのような分布

に従うかは､平均をとる時間範囲nの大きさによって変わる｡

相関時間をncとすると､n ≫ ncであるならば平均からの小さなゆらぎに関しては中心極

限定理がよい近似となり､iinはガウス分布に従う.一方で､平均からの大きなゆらぎに関

しては大偏差統計で扱わなくてはならない｡

1.1.3 ゆらぎスペクトル

式(4),(5)で出てきたS(u)はレート関数(ゆらぎスペクトル)と呼ばれるものであり､n- ∞

(T- ∞)のように平均をとる時間幅を大きくしていったときに､平均値ii以外のuをとる
確率がどのように0に漸近していくかを特徴づける関数となっている0

このS(u)の関数形は時系列が与えられなければ決まらない｡ゆらぎの時間変化を与える

基礎方程式(確率過程の場合はマスター方程式､ランジュバン方程式やフォツカー ･ブラン

ク方程式)が与えられると､そこから求めることができる｡

式(4),(5)のような漸近形が存在することは次のように確認することができる10

相関時間がTの統計的に定常な時系列usがあるとしよう｡時刻Oからtまでをo≦S≦tl､

tl≦S≦tl+t2(-i)の二つの部分に分け(それぞれ領域1,2と呼ぶことにする)､それぞれ
の部分での平均を考える:

虎t-言/otusd s , 屯tl-i/otlusds, 由t2
1
+ I usds.
fltl't2t2 (7)

ここで､穐 -tlbtl+t2iit2である｡i,tl,t2≫ Tのとき､時系列が定常であることと領域1
と2の統計的独立性から､

pt(ht)-/ptl(htl)Pt2(ht2)dhtl (8)

が成立する2.ここでPt(毎),Ptl(iitl),Pt2(iit2)はそれぞれo≦a≦t,o≦ a≦tl,il≦ S≦
tl+t2における平均の確率分布関数であるが､統計的独立性によりこれらは同じものであ

る｡この式がPt(u)FtjeXp(-S(u)i)という形の解を持つとすると､

exp(-S(ht)i)-/expトS(htl)t1-S(bt2)t2]dbtl
と書ける｡鞍点法を用いると､

exp(-S(iit)i)㌶exp(-S(乾)t1-S(iit*2)t2)
1厳密な証明ではない｡

2イコールは分布の形が等しいという意味で使うことにする｡
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｢自己相似ゆらぎの超普遍性｣

であるoここで､iit*1,ht*2はそれぞれ(-S(iitl)t1-S(iit2)t2)を最小にする恥 iit2であるOと
ころで,

孟 (-S(htl)t1-S(bt2)t2)-S/(htl)tl十 監 孟 S(ht2)t2
-(S/(htl)-S′(由t2))tl

であるから､iit*1,iit*2は

S′(乾トS′(乾)-0

を満たさなければならないO従って砿 - iit*,-iitとなるo以上のことから､

S(ht)i-S(乾)tl+S(iit*2)t2

(ll )

(12)

が成立するので､Pt(u),tjeXp(-S(u)i)は確かに式(8)の解になっていることがわかる｡
上でも使われているように､大偏差原理は十分長い時間で見たときの粗視量の間の統計的

独立性を根拠にしている｡従って､無限に長い相関を持つ系ではexp(-S(u)i)という漸近形

は存在しない｡有限な長さの相関を持つ系(弱相関)の場合､その相関長よりも十分長い間

隔での粗視量に対して大偏差原理が成り立つ3｡

ここで､qを可変な実数として時系列の母関数Zq(i)を次のように定義する‥

zq(i)-(exp(q/.tusds))･
I.tusdsは平均的にtに比例するので､tが十分大きければ

zq(i)- oh't, 轍 )-忠 言logZq(i)

(13)

(14)

と書けると考えられる｡この¢(q)とS(u)の関係を調べるために､式(13)を次のように変形
する:

zq(i)- (explqtG/:usds)])- rJ "u)eqtudu･ (15)

ここでPt(u)㌶exp(-S(u)i)を代入して鞍点法を用いると､

zq(糎蔦expl(-S(u)･qu)t]du⇒ 抽 )ニー-uinlS(u)-qu] (16)

となり､4,(q)とS(u)はルジャンドル変換で結ばれていることがわかる｡S(u)-quを最小

にするuをu(q)と書くとすると､

S′(u(q))-q, 4,(q)ニーS(u(q))十qu(q) (17)

が成り立つOこの第2式をqで微分すると､式(14)を用いて

d(q)-u(q)-tli-W等 ≡ tli-Jht;q)i, 弓 /.tusds (18)

となるo上式の最後で重みつき平均(･;q)tを定義しキoこの平均はq>oならば大きな平
均を与える過程を､q<oならば小さな平均を与える過程を重く見積る｡普通の平均はq-0

に対応する｡従って､qはどのような運動状態を見るかを選択する指標となっており､選択

パラメータと呼ばれる｡

3強相関な場合でも後の述べる乱流やオンオフ間欠性の場合のように使えることがある｡
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平衡統計熱力学 時系列 マルチフラクタル 乱流

Ⅳ(粒子数) r(時間幅)

P(-1/kBT) q

ION(E)e-PEdE (eqThT)
(分配関数) (iiT-T-1I.Tu(S)ds)

F(Gibbs自由エネルギー) 4,(q)/q

i(PF)=u
(内部エネルギー)

一課丁…S(u)≧ 0
(エントロピー/玩)
･t,芋ニー.1du

F-u一撃

.'//[･l'll.)'I!I.
(=u(q))

一諾T[4,(q)/q]
(≡S(u)≧0)

lItlL''--'Jdu

也 -u一撃q

log(1/り

1-q

∑;pf
(≡((打1)1~q))

D(q)

有缶 [(1-q)D(q)]
(≡α)

_ dD(q)
d(i-q)-i

log(1/γ)

q

((Au(r))q)

-((q)/q

i(qT)
(=-h)

-# (-((q)/q)
(≡α一才(α)≧0) (≡3-刀(ん)≧0)

色 碧 地 ニト q 等芳追-q

D(q)-α一聖二裏更 二⊆也 --h一旦二塁出1-q q q

表 1:熱力学形式との比較

1.2 熱力学形式

ここまででパラメータとしてq､物理量として4,(q),S(u),u(q)が出てきたが､これらは実
は一つのセットを作っており､それらの間の関係は熱力学と形式的に対応している(図1).
このような形式のことを熱力学形式と言う｡

このような形式的対応が得られる原因は､基本的にはランダムな変数の統計的独立性にあ

る｡時系列の場合は弱相関ゆらぎを足し合わせたものを考えているわけだが､足し合わせる

部分時系列は部分系ではあるけれどゆらぎの相関時間に比べると十分大きいものを考えて

いる｡ここから熱力学の部分系を足しあわせたものを考えることとの繋がりが出てくるので

ある｡

ただ､熱力学の場合の温度βに対応するパラメータとして大偏差統計ではqが出てくる

が､このqはuの値の大きいところを見るか､小さいところを見るかを選ぶ選択パラメータ

であり､熱力学の温度ほどの物理的意味はない｡

1.3 まとめ

平均からのずれが大きい(大偏差な)現象を捉えるには､1次や2次のモーメントによる時

系列の特徴付けでは不十分である｡しかし､さらに高次のモーメントを見る方法で精度を上

げていくと､無限個のモーメントを見ることになり､非常にわかりにくくなってしまう｡

やはり何か一つの関数で時系列を特徴づける方法がわかりやすく､そのような方法の一

つとして大偏差統計がある｡時系列の違いはゆらぎスペクトルS(u)によって表現され､こ
のS(u)の中にはあらゆる次数のモーメントに関する情報が入っている(しかしどういう形
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｢自己相似ゆらぎの超普遍性｣

で入っているかはわからない).このS(u)を使うことで､(平均からのゆらぎが小さい部分
も大きい部分も)時系列の特徴を一目で見ることができるようになるわけである｡

2 自己相似性の統計理論

2.1 フラクタル

2.1.1 ユニフラクタル

図1のようなd次元空間に分布する点集合を考える.

この空間を間隔Jの格子に切ったとき､点が入っている

領域 (セル)の個数をNlと書くするOこのNlが

NlaI-D (19)

となっている場合､この点集合のフラクタル次元はβ

である4と言う｡もし集合が線や面の場合､普通に言う

次元と同じようにそれぞれ8-1,2となり､フラクタ

ル次元は普通の次元の拡張となっている｡このようなフ

ラクタル集合の例としては､海岸線､結晶成長､粘菌が

作るパターン､星の分布などがある｡

点集合の次元が非整数になっている場合､その分布が

●●●{ヽ -●●

●●●
●●●●■ ;;.̀･.～.

●●

■●●●●:●.∫ミ_●′●--J..･_...!}:'､●■●●●■●′● J

●● ●●●●● ●●●●●●●∴ヽ∴●.～.J.:'/.FL.●●′.●γ′.''●■ ● ●:J♪/...i.●' ●●●●●
● ●●●●● ●■●

●̀

●●●●●ー-.4●◆●J..I...●●●

● ● I･.ヽt●●●●ー･'_i:.I.∫. ●′

図 1:d次元空間に分布した点集合
一様であれば､集合のどの部分を取ってきてもフラクタ

ル次元βで特徴づけることができるが､分布が一様でない場合､つまり点が密な部分と疎

な部分がある場合は､フラクタル次元を拡張する必要がある｡この拡張が次に述べるマルチ

フラクタルである｡

2.1.2 マルチフラクタル

再び図1のようなd次元空間に分布する点集合を考え､この空間を間隔Jの格子に切って､

セルに番号をつけるoj番目のセルに点が入る確率をpjとする.tを小さくしたときにpjが

p]咲 lQ' (20)

と変化するとして･j番目のセルにαjを対応させる｡このα,･は点がj番目のセルに入る確

率を見積る量で､特異性指数と呼ばれる｡これはj番目のセルの局所的フラクタル次元を表

す量と考えることができる｡

分布の非一様性は､このαの値が場所によって異なることで表現されるo特異性指数がα

であるセルの個数Nl(α)が

NL(α)…∑ 6(α, -α)∝l-I(α)3

4このようにして定義されたβのことをBoxcountingdimensionと言う｡
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と書けると仮定する｡ここで､∫(α)は特異性指数αをもつ部分嶺域のフラクタル次元であ
る｡従ってJ(α)>0でなければならない｡この子(α)のことを特異性スペクトルと呼び､α
が分布を持つとき点集合はマルチフラクタルであると言う｡

ここで､次のような関数Zl(q)を定義する:

Zl(q)-∑pjq ･
3

Zl(q)がl- 0でZl(q)∝ lT(q)と書けると仮定すると､式(21)から

zl(q)i lqQ,-/lqαNl(a)dαH.∞lqa-f'a'da
と変形できるので､この積分を接点法を用いて評価すると､

･(q)-mQln[qα｣(α)】

となる.また､マルチフラクタル次元D(q)を

T(q)
D(q)--q-1

で定義すると､D(q)はqの減少関数となる｡

(22)

(23)

(24)

(25)

2.1.3 熱力学形式との対応

マルチフラクタルを特徴づけるf(α),Zl(q),D(q)は､表1のような対応づけをすることで､
時系列解析の場合と同様に熱力学形式と対応がつく｡従って､熱力学と大偏差統計とマルチ

フラクタルは形式的には同じものと見ることができる｡

ここで重要なことは､大偏差統計やマルチフラクタルは ｢解析の枠組｣である､というこ

とである｡何か現象があったときに､それをマルチフラクタル的な解析や大偏差的な解析を

すると全く新しいことが分かるということではなくて､そういう見方で見ると現象の違った

側面を見ることができるのである｡

f(α)がどんな形をとるかとか､S(u)や4,(q)がどんな形を取るかというのは見る現象に
(システムに)依っているのであり､時間変動の場合は力学方程式､あるいはランジュバン方

程式が決まらないことには形は決まらない｡これは統計力学でも同じで､枠組は非常に一般

的だけれども､実際に自由エネルギーがどうなるか､というのはどういうシステムを考え

るかによって変わってしまう｡そういう意味で､大偏差統計やマルチフラクタル解析は ｢枠

組｣なのである｡

2.2 発達した乱流

2.2.1 乱流の自己相似性

ここでは3次元Navier-Stokes方程式に従う流体の乱流を考える｡
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｢自己相似ゆらぎの超普遍性｣

3次元Navier-Stokes乱流では､ある大きなスケールLで(運動)エネルギーが注入される

と､非線型項の効果で徐々に小さなスケールへとエネルギーが伝達していき､最後には粘性

が卓越するスケールで熱に変わると考えられている｡このマクロスケールからミクロスケー

ルへのエネルギーの流れのことをエネルギーカスケードと言う.

大きなスケールから､一つ小さなスケ-

ル､もう一つ小さなスケールと色々なス

ケールがあるわけだが､これらのスケー

ル間のエネルギーの流れについての最も

簡単な仮定は､各スケールでエネルギー

の流れ方は全て同じであるというもので

ある｡この仮定を解析の出発点にする｡

このスケール間(波数間)エネルギー輸

送率が波数に依らないという仮定と､乱

流のミクロスケールでの相似性とから後

で述べるKolmogolovの1941年の理論が

導かれる｡

O C )(フ
〇〇〇〇⊂丈〕
(二蜘 丈二)(こⅢ00
伽 凸α⊃C>00(こ政:二)〔)000000

図 2:エネルギーカスケード描像

Energy1nJeL;t10n

Tranゝ暮er(Lla兇aJe)

ここでは､非平衡でありながら定常な

状態があるということが大前提になってる.つまりマクロスケールでのエネルギー注入と

ミクロスケールでのエネルギー散逸がバランスしている非平衡定常状態があると仮定して

いる｡

乱流のエネルギーカスケード描像というのは､概念的には大きな渦が小さな渦に壊れる

というプロセスが自己相似的に繰り返されているものと考えられている(図2)｡つまり､ど

のスケールを拡大して見ても､元と同じような運動が見られるということを仮定していて､

このことをカスケードプロセスの自己相似性と言う｡

2.2.2 普遍性

ここで普遍性と相似性という言葉について説明しておく｡

普遍性の例の一つとして上げられるものに､相転移での臨界現象がある｡相転移の臨界点

近傍では､比熱や帯磁率や液体の場合だと圧縮率などの発散してしまう量があるのだが､そ

ういう臨界点での異常性を表す指標にα,β,7,-.という6つの臨界指数がある｡例えば比熱

Cの場合だと､Tを温度､Tcを臨界温度としてC∝IT-Tcl~αのようになる｡これらの臨
界指数が､異なるシステムでも同じ値を取るということを臨界現象の普遍性と呼ぶ｡しかし

ここで注意しなくてはならないのは､臨界現象を示すどの系でも同じ臨界指数を持つわけで

はなくて､臨界現象はいくつかのクラスに分けることができ､同じクラスに属するシステム

では同じ臨界指数を取る｡

このクラスのことを ｢普遍性クラス(UniversalityClass)｣と言う｡このように現象を普遍

性クラスに分けることができるというのは非常に重要な考え方である｡

臨界現象の普遍性クラスは､空間次元や秩序変数の成分数､相互作用のタイプなどによっ

て分かれている｡例えば､中性の気体一液体転移と､常磁性一強磁性転移のイジングモデルは

同じ普遍性クラスに属している｡つまり同じ臨界指数を持つ｡
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乱流に話を戻すと､乱流のエネルギースペクトルはKolmogolovスペクトルE(k)∝k-5/3

を取ると考えられているが(正確には少しずれる)､このエネルギースペクトルの波数依存性

は乱流がどのようなメカニズムで生成されたかということに依らない0

乱流がどのように生成されたかというのはマクロスケールの情報なので､エネルギースペ

クトルがこれらに依らないということは､小さなスケールではマクロスケールでのエネル

ギー注入や境界条件がどんなものであれ同じ状態(普遍的状態)に達していることを示唆し

ている｡このことを指して乱流の普遍性という言葉を使う｡

2.2.3 相似性

相似性も例を上げて説明しておく｡

まず力学的相似性だが､例えばニュートンの運動方程式で二体ポテンシャルが幕的な場

合､つまり

U可ri-rjlk

となっている場合､周期運動だと運動方程式の次元解析から

(26)

T2Lk12-const. , E-Lk (27)

という関係が運動の周期T､スケール上､エネルギーEの間に成り立つ.このような相似

性のことを力学的相似性と言う5｡

臨界現象での相似性について上向きと下向きの二つの状態をとるスピン系を例にとって説

明する｡常磁性状態 (高温)のときは上向きと下向きのスピンは同程度に混ざっており､強

磁性状態(低温)のときは上向きと下向きのどちらかの状態が多くなってスピンが揃った状

態になっている｡臨界点では､上向きと下向きの混ざり具合は同じくらいになっているのだ

が､系のどの部分を拡大しても混ざり方のパターンが全体と同じようなものになる｡つまり

スピンの配置が自己相似的になっており､このことを臨界現象の相似性と言う｡

では流体力学の相似性だが､Euler方程式

芸･(u･∇)u--1∇pP
は次のようなスケール変換に対して不変である｡

r/-入r, u,′ニス-zu,, i/-入1+zt

(28)

(29)

人の値は任意に取ってよい｡ここで重要な量として Zが出てくるが､これもどんな値でもよ

い｡後に述べるK41では2-圭と決めることに対応しているo
相似性というのは以上のようなものを考えているのだが､以後相似性があるようなゆらぎ

をどのように定式化すればよいか､ということが問題になってくる｡相似性があるというこ

とは､相関が非常に強いということである｡実際に乱流は非常に強い相関を持つ系であり､

臨界現象の場合は臨界点において相関長(例えばあるスピンが上を向いているという情報が

伝わる距離)は無限大になっている｡

乱流の場合は､エネルギースペクトルが幕則を持つということ自体が相関が非常に強いと

いうことを意味している｡

5詳しくはLandauの教科書1巻参照｡
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2.2.4 乱流における間欠性の問題

ここからは3次元の一様等方乱流6を考える｡基礎方程式は非圧縮Navier-Stokes方程式で

ある:

+(u･∇)u=-!∇p+U△u+I,
p

V･u=0. (30)

ここで､u,P,fはそれぞれ時刻t､位置xでの速度､圧力､外力を表し､p ,Uはそれぞれ流
体の密度､動粘性率を表すものとする.この方程式は､特徴的長さLと特徴的速さUを使っ

て無次元化することで､パラメータは粘性項の係数として出てくるレイノルズ数Reだけに
することができる｡

Re=些 (31)
Jノ

このレイノルズ数Reは移流項と粘性項の大きさの比になっている｡一般に乱流はReが大

きい所で見られる現象で､ここではRe≫1という十分に発達した乱流を考える｡
エネルギー注入スケールを先程と同じようにLとおく.このスケールでのエネルギーを

U2とすると､空間スケールLでの時間スケールはL/Uとなり､次元解析からエネルギー輸

送率はU3/Lくらいと見積ることができる｡

このエネルギーが熱に変わるスケール (エネルギー散逸スケール)を77とする｡これは

Kolmogolov長さスケールと言われているもので､平均エネルギー散逸率E-と粘性l/とを使っ

て次元解析することで得られるものである｡エネルギー散逸率は考えている領域0の体積

をVとして,

E--吉/oE(x,dx, 亡(x,-;U吉 (覧 + 語 ) 2 (32)

によって定義され､これとZ/から速度､長さ､

時間の次元を作ると

7-(i)去, vn-(轟 Tn-(冒)圭 喜

(33) 盲

となる｡これらはそれぞれKolmogolov長さ､

速度､時間と呼ばれる｡このスケールでのレ

イノルズ数を計算すると､

Reり- 響 - 1 (34)

であり､Navier-Stoks方程式の粘性項と非線

型項(慣性項)がちょうど釣合っているスケー

ルであることがわかる｡このスケールよりも

小さな所では粘性が卓越することから運動エ

6統計的に一様等方かつ定常な乱流

Ⅰ slope 一号% ⅠⅠ ⅠⅠⅠ

3zEL～ 搾 ＼

図 3:乱流運動のスケール｡乱流の運動は大きく
3つの領域に分けることができ､Ⅰをエネルギー
保持領域､ⅠⅠを慣性領域､ⅠⅠⅠをエネルギー散逸

領域と言う｡
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ネルギーの大部分が熱に変わってしまうので､r7,Vn,扉 ま乱流における最も小さなスケール
と考えることができる｡

このように､乱流場における特徴的長さスケールにはT7とLの二つがある.乱流の運動

を考えたとき､スケールLの領域を､全体の殆んどのエネルギーを担っていることからエ

ネルギー保持領域と呼び､スケールr7の領域を､エネルギーが散逸するスケールであること

からエネルギー散逸領域と呼ぶ｡Re≫1であればこの二つのスケールはかなりよく分離し

ていると考えられるので､この二つのスケールの間でL≫r≫ 77となる憤域があるが､こ
の額域では粘性の効果が小さく､乱流は慣性項(移流項)だけで駆動されていると考えられ

るので慣性嶺域と呼ぶ(図3)0

単位質量あたりのエネルギー(回2)のフーリエ変換をエネルギースペクトルE(k)と呼ぶ‥

E(k)-/kE=kdk毒 //蔦 e~ik.r(uL(x)ui(aIr))dr. (35)

このE(k)の波数依存性については､先程も述べたように､Reが非常に大きいとあるスケー

ルより小さいところでE(k)の形は乱流の生成メカニズムに依らずに､ある幕分布になると
考えられている｡

ここで1941年にKolmogolovが提出した3次元Navier-Stokes乱流についての理論(K41)
を簡単に説明しておく｡K41は次の3つの仮説に基づいている｡

局所等方性仮説 十分Reが大きければ､小さなスケールにおいて場は統計的に一様かつ等

方である7｡

第-相似性仮説 局所一様等方領域において､速度場のN点連結分布関数8はエネルギー散

逸率E-と粘性l/にしか依らない.

第二相似性仮説 局所一様等方商域で11よりも十分大きいスケール(慣性領域)においては､
速度場のN点連結分布関数はエネルギー散逸率EIにしか依らない.

これらの仮説の帰結として､慣性領域における速度場のp次構造関数 (l6u(r)lp)(6u-

u(x十r)-u(x))とエネルギースペクトルE(k)は次のようになることが導かれる:
P

(I6u(r)lp)∝声p, (p-言,
E(k)uk弓

これが有名な Kolmogolovのk-5/3スペクトルである.

K41では､エネルギー散逸率は一様にE-であるとして考えているが､ランダウが指摘した

ように小さなスケールではエネルギー散逸率は本来揺らいでいる量なので､本当はこのゆら

ぎを考慮しなくてはいけないはずである｡エネルギー散逸率のゆらぎを取り込むと､式(37)
の指数はK41からはずれると予想される｡

そこで､エネルギー散逸率Eのゆらぎをどのように理論に取り込むかということが問題に

なる9｡実際に実験やシミュレーションで亡のゆらぎを調べると､間欠的に極めて大きな値

を示す様子が見られる.この間欠性は乱流の特徴の一つであり､ Eのゆらぎの問題は間欠性

の問題と呼ばれる｡

7この領域のことを局所一様等方領域と呼ぶ｡

8N個の点を考えたときに､それぞれの位置xnで時刻tnに速度がUnである確率分布関数0
9実は､統計物理の人が乱流に興味を持ったのはこのことと関係している｡ウイルソンの繰り込み群の理論
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図 4:実験で測定された(n.実線はLog-Normal
理論､破線はβモデル､一点鎖線はK41による

予想｡(文献[8]より転載)
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図 5:実験によって測定された速度場のエネル
ギースペクトル｡中間領域の幕分布となってい

る部分の傾きはほぼ-5/3である｡(文献【9]より
転載)

ここで実験で測定されたE(k)とCpを見てみると､E(k)に関してはほぼK41の予測通り

となっているが､Cpに関しては特にpが大きいところでK41から大きくずれている (図4､

図5)｡このずれをエネルギー散逸率のゆらぎを取り込むことで説明しようとするのだが､以
下に述べるように取り込み方には二つの典型的な方法がある｡

2･2･5 間欠性の古典論 1(Log-normal理論)

そのうちの一つが､KolmogolovとObukhovによって独立に作られたlog-normal理論で

ある｡この理論はKolmogolovが 1962年に提出したことからK62とも呼ばれる｡log-normal

理論では､まず局所的なエネルギー散逸率を粗視化したものを次のように定義する:

Er(x)- 義/r.<,E(x･r)dr･ (38)

K41ではE-E--(e(I,i))と考えているので､

(I6u(r)lp)α((Er)P/3) (39)

は30年くらい前に出たが､このウイルソンの理論というのは臨界現象のランダウ理論(平均場理論)からのず
れを繰り込み群の形で取り込んでいくという形をしている.統計物理の人はE(k)FSk~5/3が平均場理論に対
応するものであると推測して､K41からのずれは繰り込み群を使って計算できるだろうと考えたのである｡し
かしこのアプローチはこれまでいろんな人によって試みられているが､今のところまだ成功していないように
思われる｡
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-(E-r)P/3 . (40)

となるのに対して､亡のゆらぎを粗視化エネルギー散逸率という形で取り込むと次のように

変形される:

(l6u(r)lp)∝(E,(x)p/3),p/3 (41)

ここで出てきたくE,(a)P/3)の扱いが問題となるが､K62では亡,(a)の分布がlog-normal分布
であるという仮定をする｡

何故log-normal分布を仮定するのかについては次のように説明される｡

まず､空間スケールの

In-LE~n (42)

という分割を考える(普通はE-2ととる)｡大きなスケールを1/Eに繰り返し分割するわけ

である.スケール吊 こ対応する粗視化エネルギー散逸率をElnとして､隣合うスケールのEln
の比を

xn- Elf: 1 (43)

とおく.このxnはゆらいでいる量だが､xnの分布はnに依存せずに決まると仮定するoこ

れはカスケードプロセスが自己相似的かつ定常であることによる.もL nに依らずに常に

xn-1であるとすると､Eは定数となり､K41が再現される｡

ここで E｡-E-であることを考えると､

Elm
~=~=XoXl･HXn-1
亡

Elm-eXP(logEln)

-ELexp

と書くことができるので､

(44)

と変形できるoxnがnに依らない分布に従うことから∑,?=-ollogx,は同じ分布に従うランダ

ム変数の和になるので､ nが十分大きければ(十分に小さいスケールでは)中心極限定理か

ら∑,?=-.llogxjは正規分布に従うoよってElnの分布(十分小さなスケールでのE,(x)の分布)
はlog-normalになるというわけである｡

K62では中心極限定理を使っているので､平均からの小さなゆらぎに対してしか正しくな

い｡これを後で述べるように大偏差統計を用いることで大きなゆらぎに対しても正しい形を

与えるように拡張することができる｡K62はアプローチ自体は良いのだが､当時はまだ大偏

差統計がよく知られていなかった10ので中心極限定理を使っているのである｡

以上より､K62で亡γの分布は〃を普遍定数として

P(E,)-
＼●云√丁,I,

m,- log百一

Jr2-A+〃log

(log〔γ一 mγ)2

2cT,2

10大偏差統計が良く知られるようになったのは1970年代以降
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(erp)-/.∞ erpp(Er)dEr
- exp(p-rIpP)

Fly(p-1)/2

と書くことができる｡従って､

となる｡ (E,P)∝ rT(p)と書くと

･(p)-;p(i-p)

である.これらを用いると速度場のp次構造関数は､

(16u(r)Lp)∝ (E,(x)P/3),p/3
∝tFp/3rp/3+T(p/3)

となるので､K62でのCpは

しHll
u

p
.1
3

ィ｢tll∬u
T十

m
r
一3二

′毎

- pP 芸p( 1 -p)

と求まる｡

(53)

2.2･6 間欠性の古典論2(ユニフラクタル理論)

もう一つのアプローチは､1964年にNovikov,Stewart､1978年にFrish,Sulem,Nelkinがβ
モデルとして提唱したもので､今ではユニフラクタル理論と言われているものである｡

今までと同じようにスケールLでエネルギーが注入されており､このスケールでは全額

域がアクティブであるとする｡これがだんだん小さな渦に分裂していくという過程を考える

わけだが､その時にアクティブな領域の体積が変わらないという状態が間欠性がない状態で

あると考えることにする(図2)0
ユニフラクタル理論では､大きな渦が小

さな渦に分裂するときにアクティブでない

額域ができると考える｡分裂が進むほど(カ

スケードが進むほど)アクティブでない額域

が増えていき､アクティブなのは一部だけに

なる｡これが間欠性の起源であるとするので

ある(図6)0

この描像で､一回の分裂でβの割合だけが

アクティブな領域として残ったとする｡例え

ば一個の渦が半分の大きさに分裂したとする

と､間欠性がない場合8=23個渦ができて
元の渦と同じだけの領域を埋め尽すが､間欠
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性がある場合は2D個できると考える｡一般にDは非整数である｡この2Dの渦は元の渦の

β-2D/23の領域をアクティブな領域として残すo n回分裂後のスケールをInとすると､今
の場合はれに依らずに

β-
(lnll/ln)D

(ln-1/ln)3 - (A )3-D (58)

なので､

pn- (i )31D (59,

となる｡スケールLの渦がn回の分裂した後でアクティブな領域が占める体積をOnとす

ると､

On-L3βn (60)

である｡慣性領域において各スケールでのエネルギー輸送率はエネルギー注入とつりあって

いることから､

E-L3-EnOn

が成り立つので､スケールIn-2~nLでのエネルギー輸送率のモーメントは

･EnP,-(冨)p%-E-PP(1-p,n-E-P(i)'31D''1-p'
と求まる.従って､ユニフラクタル理論での71(p)と((p)は､

T(p)- IL(1-p)

((p)- FL(1-p)+p/3

(61)

(62)

となる｡ここで〃-3-βを間欠性指数という｡

実験から〃を求めると､〟-0.2くらいで､刀-2.8となる｡つまり渦が一回分裂すると

22･8個の小さな渦が生まれることになる｡

2.2.7 大偏差統計による間欠性解析

log-normal理論ではT(p)はpの二次関数であり､ユニフラクタル理論では一次関数であっ
た｡一体このどちらが正しいのか､あるいはどちらも間違っているのかという疑問が起こる

が､この二つは以下述べるように大偏差統計を介して繁っており､どちらも近似としては正

しいと考えられる｡

大偏差統計を用いた間欠性の解析は､log-normal理論と同様な方針で行う｡まず､式(42)

のようにスケールを分割し､各スケールでのエネルギー輸送率の比を式(43)と定義し､n回

分裂後のエネルギー輸送率を式(46)と書きかえる｡ここで､K62と同じように､カスケー

ドプロセスの相似性からxnの分布はnに依らないとする.便宜上､xn-exp(zn)として

Eln -E-exp(nz-n), 2:n
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と書くことにする｡このとき､

(Elnq)-ELq(eqZ-nn)-亡エ9e-T(q)n → (Erg)-e7(吾)IT̀q) (66)

である｡

log-normal理論ではここで中心極限定理を用いたが､ここでは大偏差統計を用いる｡つ

まり､I-nはランダム変数の和であることから､I-nの漸近分布Qn(I)は次にように書けると
する:

Qn(I)Ftj＼布exI)(-S(I)n), (S(I)≧0,S′′(I)>0)･

これを用いて(E?n)を評価すると､

(67)

(Elnq)-ELq/eqznQn(I)dz-/exp【(qz-S(I))n]dz-e~T'q)n (68)

･(q)-mzinlS(I)-qz]

P,(e)FY
〔-1

log(L/r)

I,(E)-

い ~S(zr(e))

log(E/El
log(L/r)

となる｡また､亡の分布は､

のように書くことができる｡これが大偏差統計を用いた間欠性解析の枠組である｡

(69)

(70)

(71)

2.2.8 マルチフラクタル理論

間欠性をマルチフラクタルを用いて解析する理論が 1986年にParisi,Fhschによって提案

されている110この理論では､空間を半径rの領域に分け､j番目の領域でのエネルギー散

逸率 E,,jが

E,,iα rα,-1 (72)

とスケールすると考える.特異性指数αをもつ部分領域のフラクタル次元(特異性スペクト

ル)をf(α)とする.特異性指数αを持つ領域の割合はγ~f(a)/,-3-r3~f(a)なので､(E,q)は
次のように書ける:

(Erg)-/r'α-1'qr31f'α)da･ (73)

(E,q)∝rT(p)よりT(p)を求めるには､上式で鞍点法を用いて

･(p)-mainl(α-1)q+3-f(ct)] (74)

となり､ f(α)が決まれば((p)-p /3+ T(p /3)によ り ((p)が求まる｡ これがマ ルチフラクタ
ルによる 間欠性解析の枠組である ｡
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図 7:間欠性理論間の関係
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図 8:GOYシェルモデルにおけるn-12,13,14

のシェルでのエネルギー輸送率の時間変化｡(文

献 【10]より転載)

2.2.9 まとめ

K62や大偏差統計が(E,P)を扱うのに用いた手はカスケードプロセスの自己相似性であっ
た｡それに対してマルチフラクタル理論では先験的に∈γのマルチフラクタル性を仮定して

おり､一つ論理の飛躍が入っている｡

しかし､S(I)とf(α)の間には

S(I)-3-f(1-I)･ (75)

という関係があり､この飛躍を大偏差統計が繋いでいる(図7)0

従って､結局Log-normal理論とユニフラクタル理論とでどちらが正しいのかというと､関

数形だけを見ると違うけれども考え方としてはどちらも正しいということになるのである｡

大偏差統計の話に戻ると､乱流特性を決めるのはS(I)であるが､このS(I)が原理的にど

う決まるかは全くわかっていない12｡従って今のところS(I)の形は実験やシミュレーション
から決めなくてはならない｡

11厳密にはParisi,Frischが提案したのは速度差の間欠性のマルチフラクタル解析.エネルギー散逸率の間欠
性に適用したのはSreellivasan｡
12普通の大偏差統計の場合だと､基礎方程式の時間発展を一般化した一般化時間発展演算子の最大固有値で
決まる｡
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-3 -2.5 -2 -1.5 ･1 -0.5 0 0.5

Z
-1.5 ･1.0 ･0.5 0.0 0.5 1.0

Z

図 9‥GOYシェルモデルのシミュレーションに 竪+1.9㌧̂ly干ご上三p-の実験から求めたS(I)o
(文献 【12】より転載)

よって求めたS(I).(文献【10]より転載)

まずGOYシェルモデルでのシミュレーション結果を示す13｡ シェルモデルは､3次元の

波数空間をシェルに分けて (式(42)のようにスケール分割された一つのスケールをシェルと

呼ぶ)それらのシェル毎にある一つの波数を選び､その波数でシェルを代表させて作ったモ

デルである｡図8は㍑-12,13,14のシェルでのエネルギー輸送率の時間変化である｡時々

バーストが起こっているのが見られるが､これが今問題になっている間欠性であり､そうい

うところでエネルギーが一気に次のシェルに流れている.このエネルギー輸送率Eから計算

したS(I)を図9に示す｡ n -12,13,14のシェルで計算したS(I)はほぼ重なっている.
次に実験から求めたS(I)を見てみるOこの実験はジェットフローの実験で､Taylorのflozen-

hypothesisを用いて計算されたものであるが､図10のようにシェルモデルの場合と同じく

異なるスケールで計算したS(I)はほぼ重なっている｡
このように､異なるスケールでも同じS(I)を与えることから､乱流を特徴づける一つの

S(I)という曲線の存在が示唆される.

13GOYシェルモデル:

(孟+vkn2)un-i(anknu;+lul+2+bnknl1u;_lu;+1+cnkn-2uLluL2)+fen,4 (76)

ここで､n-1,･･･,N, kn-2nkoである. unは複素変数､an,bn,cnはモデルのパラメータ､l/,fはそれぞ
れ動粘性率､外力を表す｡詳しくは文献恒]を参照O
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2.3 オンオフ間欠性

2.3.1 オンオフ間欠性

ここでは次のようなカオス的な挙動を示す力学系を考える:

dX

一首 -F(X,i)･ (77)

この力学系をカオス素子と呼ぶことにして､カオス素子の結合系を考える｡物理的には電

子回路や化学反応などにこのような系が見られる｡ここでは話を簡単にするために次のよう

な非常に簡単な結合系を考える:

dXl

dt
dx 2

dt

-F(Xl,中 書(x 2- Xl),

-F(x 2,i)･言(xl-x 2)･

βは二つのカオス素子の結合の強さを表すパラメータで､結合定数と呼ぶ｡

もしD-0ならば､xlとx 2の二つのChaos素子は独立に振動する｡独立に振動してい
る状態から､β>0として結合を加えていく状況を考える｡

式を見れば明かなように､この系はXl,x 2に関して対称なので､Xl- x 2とおくとカッ
プリング項が消えて二つのカオス素子がシンクロして振動する｡この状態のことをカオス同

期状態と呼ぶことにする｡

ではこのカオス同期が実際に観測されるかどうかということを考えてみる｡観測されると

いうことは､カオス同期状態の運動が安定でなければならない｡

図11の(C),(d)はカオス素子の結合系の時間発展を模式的に描いたものである｡横軸が
一番目のカオス素子の状態変数､縦軸が二番目のカオス素子の状態変数を表す｡45度線は､

Xl- x 2なのでカオス同期状態を表している｡45度線上にある点pを考えると､この点

から出発して時間発展を計算しても安定不安定にかかわらず常に同期状態を保つ｡そこで､

同期状態から少しずれた点Qを考えて､状態p,Qの差の時間発展を見てみる｡図11(C)で
は､時間が進むにつれて線分pQは45度線に近づいている｡これは時間発展とともに同期

状態に近づいているということで､同期状態は安定であることを示している｡一方図11(d)

では時間が進むにつれて線分PQは45度線からどんどん離れていく｡これは同期状態が不

安定であることを示している｡

線分PQの長さは､図11(C),(d)どちらの場合も指数関数的に増大しているが､これはカオ
スの持つ軌道不安定性によるものである｡もしP,Qともに45度線上に取っても､線分PQ

の長さは指数関数的に増大する｡これはカオス結合系の特徴である｡

カオス結合系に対して､図11(a),(b)は周期振動子を結合させた場合(非カオス結合系)で､
図11(a)はリミットサイクル上の同期状態が安定､図11(b)は不安定な場合である｡カオス
結合系と違うところは､45度線方向のずれ(吊 はほとんど変わらないということで､これ
は軌道不安定性がないということに対応している｡

カオス同期状態が安定である為には､少なくとも線形安定でなければならない｡そこで､

まず線形安定性を調べてみることにする｡
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図 11:リミットサイクル振動子結合系(a)(b)とカオス素子結合系(C)(d)での時間発展の様

千.tl<t2<t3.(a),(C)は同期状態が安定な場合O(b),(d)は不安定な場合O点線は同期状
態を表す｡

カオス同期解を

Xl(i)-x2(i)≡ XO(i),

ko(i)-F(XO(i))

とおき､それに対し次のように微少撹乱x(')(i)を加える:

xi(i)-xo(i)+x(')(i) (i-1,2)･

微少撹乱の時間発展を

d'(i)-a(i)x(3)

とすると､図11のIll,l⊥の時間発展はそれぞれ

xLl(i)≡X(1)(i)+x(2)(i) d,ll(i)-a(i)all(i)
x⊥(i)≡x(1)(i)-a(2)(i) d:i(i)-(a(i)-D)x⊥(i)

- 14 7 -
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と書ける｡カオス結合系なので､撹乱の時間発展は

IxEl(i)l記e入物 l(0)I (86)

lx⊥(i)IFEe入⊥tlx⊥(0)E (87)

のように書くことができる｡ここで､人はカオス素子の最大Lyapunov指数で､素子自身の

特性によるものである｡入⊥は横断Lyapunov指数で､次のように定義される:

^1-A-D. (88)

同期状態の安定性に関係するのは入⊥だが､人は素子の特性によって決まっている量であり､

結合させても変化しない｡コントロールできるのは結合定数Dだけであるo

カオス系を考えているので入>0であり､結合定数が臨界結合定数D-Dc≡入となると

ころで入⊥-0となるoD>人であれば入⊥く0となりカオス素子の状態はカオス同期状態
へ漸近する｡つまりカオス同期状態は安定である｡これをカオス的ホイへンス現象と呼ぶ｡

D<人の時はカオス同期状態は不安定である.

人はカオス素子間のずれを拡大しようとする効果を持ち､今考えている結合系の場合かは

ずれをなくそうとする効果を持っているから､人とDのバランスでカオス同期状態の安定

性が決まっているのである｡

これは例えばIsingスピン系の常磁性弓虫磁性転移と形の上で良く似ている｡Isingスピン

系ではスピンがお互いに揃おうとする傾向と､熱ゆらぎによって乱される効果のどちらが勝

つか､つまり熱エネルギーと交換エネルギーのどちらが勝つかによって常磁性か強磁性かが

決まる｡温度が高ければ乱雑化しようとする効果が勝ってスピンは揃わないが､逆に温度が

低いときは乱雑化の効果が相対的に小さくなってスピンが揃い強磁性を示す｡

では実際のカオス結合系の例を見てみる｡図12はカオス写像結合系14のシミュレーショ

ンで､Dの値を臨界結合定数近傍で変えた時の様子であるcXn,Ynは二つのカオス素子の状

態変数である｡それぞれを単独に見ても分かりにくいので､差xn-ynを見ることにする.

β>β ｡(図12(b))の場合､過渡状態を経た後にカオス同期状態になっている｡
β<β｡(図12(a))の場合､一時的にシンクロしてカオス同期状態になっているように見
えるが､しばらくするとバーストを起こすという間欠的な挙動を繰り返している｡この間欠

性のことをオンオフ間欠性と呼ぶ｡

このようなオンオフ間欠性は､最近では磁性体のスピン化不安定や液晶の間欠的パターン

形成など､凝縮系物理の実際の系でも観測されている｡

かくか｡の場合､バースト状態からシンクロ状態に戻るのは何故かという疑問が起こるが､

これは入自身のゆらぎによるものである｡カオス同期状態は不安定であるためある時点で

二つの素子の状態は離れていくが､系が有限の領域に閉じこめられて運動している場合は必

ず近くの状態に戻ってくることがある｡また一般的な系では人は時間的に揺らいでいるため

に､入⊥は平均値としては正であってもある時間領域で負になりえる｡従って､結合系が同

14次のようなロジスティック写像の結合系:

Xn+1-f(Xn)+Elf(Yn)-I(Xn)],
Yn+1-I(Yn)+Elf(Xn)-f(Yn)].

但し､I(X)-3.8X(llX),E-(1-e~D)/2である｡
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図 12:臨界結合定数近傍でのカオス写像結合

系の挙動｡(a)は8 - か｡-0.0020(b)はp -
か｡+0･003｡(a)では間欠的にバーストが起こっ
ている｡
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図 13:オンオフ間欠性の自己相似性｡(a)の一部
を拡大したものが (b)､(b)の一部を拡大したも

のが(C)｡一部を拡大しても全体とほぼ同じよう

な形が見られる｡(文献【15]より転載)

期状態近傍に来たときに入⊥が負になると結合状態に吸い込まれて擬似的にカオス同期状態

に落ちこんだように見える(ll,I;0になる)のである｡

しかし同期状態よりは微少にずれた状態までしか行かないので､平均的には入⊥>0であ

ることから時間が経てば再びバーストを起こす｡このようにしてオンオフ間欠性は起こるの

である｡

2.3.2 オンオフ間欠性の統計特性

このオンオフ間欠性は非常に面白い性質を持っていて､以下のようないくつかの特有な幕

則を示す:

P(I)託∫ll+q
1

I(LL,)RjLJ~亨,

Q(T)だT-書

,̂

^

^

1

2

3

9

9

9

′し

/し

/t

ここで､P(i)はバーストサイズの確率分布関数(PDF)で､申まr]∝入⊥となるような小さ

な量である.I(LJ)はバーストの絶対値のスペクトル強度である.これは非常に不思議な性
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図 14:粗視化バースト強度のモーメント｡(文献 図 15:粗視化バースト強度のモーメントの指数

国 より転載) の指数依存性｡(文献[16]より転載)

質をもっており､バーストそのもののスペクトル強度はほとんどホワイトであるが､バース

トの絶対値のスペクトル強度は山~壬なる幕則を示す｡この圭という指数は理論的に導くこ
とができる｡

Q(T)はラミナ-長(カオス同期状態にある時間幅)分布のPDFである｡バーストサイズ
に閥値 Eを設けて･Eより小さい所はラミナ-(同期状態)､大きい所はバーストとする.あ

るバーストから隣のバーストまでの長さ(T)の分布を見ると､その分布がかなり広い範囲で

昌 に従っているのが見られる.Eの値を変えても書という指数は殆んど変わらず､幕則が
成立する領域が少し変わる15｡

これらの幕則を生み出す原因は､図13に見られるような自己相似性にある｡このような

自己相似性が成立している領域(強相関領域)では普通の大偏差統計的手法が使えないので､

統計的にどのように扱うかということが問題になる｡

2.3.3 強相関領域での自己相似性の解析

今考えているカオス結合系には二つの特徴的時間スケールがある:

T-｢1,

-(打∝人工2･
Ilは局所横断Lyapunov指数のゆらぎ強度16である｡Tはミクロな時間スケール､Tはマクロ

な時間スケールと見ることができる.D- DcとなるにつれてTはいくらでも大きくなる｡

15この幕則が発見されてオンオフ間欠性は有名になったが､この幕則はブラウン運動の初期通知時間分布か
ら簡単に得られるものであり､深遠な法則ではない｡

16時刻tにおける局所横断Lyapunov指数を入⊥(i)､長時間平均をス⊥として､入⊥(i)のゆらぎをf(i)-
入⊥(i)-ス⊥と書くとする｡このとき､局所横断Lyapunov指数のゆらぎ強度は次のように定義される:

r≡(I(i)I(0))timedt･

-1 50 -
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図16:シミュレーションから求めたS(I)0(文献 図 17‥オンオフ間欠性を示す様々なモデルのシ

[16]より転載) 孟蒜)レ ションから求めたS(I)o(文献[16]より

T≪t≪Tの額域において先に述べたような幕則が成立するのだが､これはTを77､Tを
Lと見てやると､乱流での慣性領域とある意味で似たようなもの見ることができる｡

粗視化する時間幅を巨視的時間スケールであるTよりも十分大きく取れば､Tは相関時

間なので粗視化した場所でのゆらぎは独立になる｡従って､粗視化時間幅が十分大きければ

通常の大偏差統計を用いて解析することができる｡

ところが､今考えているようなT≪t≪Tの領域では相関が強く残っており(強相関額
域)､それぞれの時刻でのゆらぎが独立であると見倣すことはできない｡この強相関領域で

の統計の扱いは､強相関領域での特徴である相似性を利用して行う｡

まず次のように粗視化バースト強度A(i)を定義する:

A(i)-吉/.LIL(S)ds･

ll(S)は時刻 Sでのバースト強度である､A(i)のモーメントを次のように書く:

((A(i))q)FtjATq(;)

4,(q)

(97)

(98)

このA(i)のモーメントを調べたのが図14である.3桁くらいのかなり広い範囲に渡って幕
則が成立していることがわかる｡ここから計算した4,(q)が図15である.

乱流で式(42)という空間スケール分割を考えたのと同様に

tn-Te~n,(n-0,1,2,-,N)

という時間スケール分割を考え､隣合うスケールでのAの比を次のように定義する:

A(tn+1)

A(tn)
I ezn.

但し(I(i)I(0))time≡limT→∞T-II.Tf(i+S)I(S)dsとする.
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オンオフ間欠性の自己相似性を反映して､この比が1≪ n≪ Nの領域においてnによらな

い分布に従うと仮定することで､形の上で大偏差統計による乱流の間欠性の扱いと同様にな

る.このとき､A(i)の分布P(a,i)は

p(a,恒 α-1(;)-S̀頼 )I
zl(a)-log岩
E･1I･～gO
1

という形になる｡

シミュレーション結果から直接計算したS(I)を図16に示すotの値にかかわらず図の右

半分の曲線部は重なっており､この系を特徴づけるS(I)の存在が示唆される｡このことか
ら､この系に対して大偏差統計解析が妥当なものとなっていると考えられる｡

図17にはオンオフ間欠性を示す様々なモデルのシミュレーションから求めたS(I)を描い
ている｡これらの曲線は､異なるモデルで計算されたにもかかわらず比較的良く一致してい

る｡このことは､オンオフ間欠性の強相関領域には何らかの普遍性があり､強相関領域では

系によらずに同じS(I)で特徴づけられることを示唆しているように思われる｡

3 普遍性から超普遍性へ

結局ここまでの内容は､一言で言うと ｢大偏差統計を用いた強相関ゆらぎの解析｣である｡

相関時間よりも十分大きな時間幅での粗視量に対しては通常の大偏差統計を使うことが

でき､ゆらぎスペクトルは一般化時間発展演算子の最大固有値から求めることができる｡だ

が相関時間よりも短い時間幅での粗視量に対しては普通に大偏差統計を使うことはできな

い｡しかしここではそれを逆手にとって､自己相似性があることを利用し､粗視量の指数の

ゆらぎの形に持っていくことで､弱相関な場合と同様に大偏差統計での解析を行ったわけで

ある｡この手法はK62にヒントを得たものであり､そういうわけでこの話の出発点はK62

にあったと言っていいだろう｡

このような強相関領域における解析は､乱流やオンオフ間欠性だけでなく､臨界現象や価

格変動などの経済現象および心拍変動の解析にも適用することができる｡これらの系にも系

の詳細に依らない統計則があり､その系の内部での普遍性によっていくつかの普遍性クラス

に分けられている｡

しかしこれらの異なる系に対しても､強相関ゆらぎという立場から見て大偏差統計を適

用することで､あるS(I)という関数を使って強相関ゆらぎに共通する類似な統計構造を見
出すことができる｡これは､それぞれ個々の系のレベルでの普遍性とは違って､それらをま

とめたもう一段上の普遍性(超普遍性(superuniversality))の存在を示唆しているように思わ
れる｡

臨界現象の普遍性クラスのように確立した話ではないけれども､この超普遍性を特徴づけ

るいくつかの超普遍性クラスがあり､それらによって現象の一段上の特徴づけができるので

はないか?ということを期待している｡
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