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｢ソフトマター｣- この名称を冠するシンポジウムや研究会が､最近いくつか催されました｡

今年度より､科研費申請にも登場します｡認知度も､だいぶ上がってきているように思います｡そ

こで本稿の序論では､この術語に､字義以上の意味を堅苦しく詳細に与えてみました｡ただそれ

は､｢密度場がソフトマターにとっていかに重要か?｣ をなるたけ論理的に述べたかった為です｡

実際のところ､グニヤグニヤとした柔らかいモノを記述する上で､密度が有効変数の1つである

ことに異議を唱える人はほとんどいないかと思います｡

そういうわけで､表題の ｢ソフトマター｣と ｢密度汎関数｣ という組み合わせに､多くの人が

自然な印象を持つものと信じます｡ただ､余りにアクが無さ過ぎるといけないので､もう少し刺

激的な別候補題目も掲げておきます :ソフトマターへの場の理論的アプローチ｡さすがにおこが

ましいので､採用しませんでしたが｡

本稿は2部に分かれています｡前半で新手法の開発を行い､後半でそれらを電解質とガラスに

適用します｡より詳細な要旨は､後掲する"各部の概要 "をご参照下さい｡
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序論

1.ソフトマターとは?一 定義と特質 [1]

ソフトマターとは､化学 ･生物の中心的話題の1つであって､物理の中心的課題ではなかった3､

ある種の物質群に対する呼称の一つである｡例えば､下記のような系が挙げられる :

●構成要素 :高分子､界面活性剤､コロイド､等｡

｡集合体 or状態 :ゲル､液晶､ミセル､過冷却液体､ガラス､粉体､等｡

もちろんここで､網羅性は意図していない｡そもそも､ソフトマターという名称には､分類学的

厳密性が付与されていない｡どの系がこの範噂に入るかは､あくまで､物理コミュニティーにお

ける共有認識の問題なのである｡従って将来､該当系は､"発見日あるいは"除去 目される可能性

もある｡

そこでここでは､ソフトマターをもっと抽象的に定義しておこう｡そのために､ほぼ同義の英語

名を導入する:complex且uidsとsoftcondensedmatterである4｡これらの呼称には､｢物理コミュ

ニティにおいて､上記物質群がアイデンティティを確立するためには､何が必要であったか?｣-

があからさまに示されている｡これについて､以下､見ていくことにしよう｡

complexfluids- 十Simpleliquids,classicalfluids- complex且uidsに対時する術語で

ある､simpleliquidsや classicalauidsは､1960,70年代に隆盛を誇った､いわゆる単純液体論 【2]

の対象系の呼称として良く用いられる｡このことから､cmoplexauidsという術語には､液体研究

における従来手法 5が､そのまま適用できない系の存在を強調する意図があることがわかる｡

simpleliquidsに似て非なる系を､一つ例示しよう｡それは､剛体球の2成分系である:剛体ポ

テンシャル (排除体積効果)しかないが､球の半径が異なる2種類の混合系である｡2成分系は､

simpleliquidsの代表例である剛体球 1成分系とは異なり､排除体積効果とエントロピーのカップ

リングに起因した枯渇相互作用により､相分離する[3]｡このような振舞いは､従来の液体論では予

言できなかったし､また､関心も持たれなかった｡すなわち､剛体球2成分系は､complexauids

の範暗なのであるOそこで､complex負uidsという用語を…単純ではない(古典)流体 =6と読み蕃

3これはもちろん過去の話である｡中心的課題かどうかはともかく､欧米の物理コミュニティにおける､最近のソフ

トマター研究の隆盛は､目を見張るものがある｡

4前者は､ソフトマターの別称 =複雑流体 日に相当している｡

5理論的には､クラスター展開､Orstein-Zernike式の近似解法､熱力学的摂動論､等 [2]｡

6量子系は今のところ範瞭外であるという意味で､古典系ではある｡ただし､Bose-Einstein凝縮系をsoftcondensed

matterと見なす向きもある｡例えば､ロスアラモスのプレプリントサーバ (http://ⅩⅩX.yukawa.kyoto-u.ac.jp､ミラー
サイ ト)を参照｡
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えたとき､"単純"とは以下のような意味であると規定しよう :

"単純 "-裸の相互作用が等方的 and/or 系が一様.

上述の剛体球2成分系は､裸の相互作用は等方的だが､密度プロファイルが相分離していて一様

でない｡一方､モノマー密度分布が均一な高分子溶融体は､系は一様だが､モノマー達が一次元

連結という拘束条件下にあり､モノマー間の相互作用が等方的ではない｡従って､これらはいず

れも､"単純Mの1要素を満たさないという意味で､complexfluidsに属する｡もちろん､"単純"

の両条件を満たさない系も､存在する｡例えば､ミセルである｡構成要素の界面活性剤達は､親

水性と疎水性を併せ持つため､指向性の高い相互作用をする｡その結果､集合体は､局在して構

追 (ミセル)を形成する｡

ただし､冒頭に例示した流体以外の系 (ガラス､ゲル､等)には､complex且uidsの呼称は適さ

ない.そこで､もう一つの術語､softcondensedmatter､が登場する｡

so氏condensedmattertー COndensedmatter- "condensedmatter"という術語は､表

向きは､希薄系ではなく､相互作用の重要な凝縮系であるという意味しか持たないはずである｡し

かし実質上は､condensedmatterphysics宍ゴSOlidstatephysicsであった｡このことから､"soft"

という形容詞には､"固体物理の枠から外れた系Mであることを強調する意図が込められているこ

とがわかる｡

実際､"soft"という言葉を字義通り受け止めると､暖味さは増すばかりである｡柔らかさは､数

種の条件を指定しなければ決定されない :柔らかさは､どのような外力に対する､どのぐらいの

タイムスケールの､どの空間方向の応答かに依存した特質である｡これまでの文献 【1】から推察さ

れるように､実は､"softcondensedmatter"(あるいは略して､Softmatter)という文脈におけ

る"柔らかい"には､下記のような極めて限定された意味が付与されている7:

"柔らかい=-相互作用が共有結合ではない and/or 構成要素が内部自由度を持つ.

その結果､下記のような､so托matterという術語の共有認識へと導かれる :

内部自由度を持った構成要素達が､フアンデルワ-ルス相互作用､水素結合､疎水性相互作

用､等の共有結合以外の相互作用で緩やかに結ばれて形成される､多彩な集合体群を､Soft

matterと総称する｡

この文言に厳密さは無い｡しかし､その醸し出すイメージが､=固体物理にはないモノMを志向 (噂

好)する人々にとって魅力的なのである｡

特質一 上記定義の言い換えに過ぎないが､冒頭に例示した系が有する特質のうち､以下の議論に

関連した2つを挙げる :

●密度場の大きな空間変調 :ここで言う空間変調には､2種類ある｡一つは､時間的揺らぎで

ある｡高分子や界面活性剤が形成する高次構造を思い起こせばわかるように､固体とは違っ

7下記の"柔らかいMの定義の適用が､見えにくい場合について補足 :構成要素が内部自由度を持つが､要素間が共

有結合でつながれている場合の実例を挙げておこう｡それは､高分子の化学架橋により生成されるゲルである｡
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て､集合体の骨格自体が､原子スケールよりもはるかに大きなスケール (メゾスケール)で

熱揺らぎする｡一方､時間平均してもなお､メゾスケールの空間変調は残る｡これが､もう

一つの空間変調である｡柔らかいが故に､固体系では見られないような､多彩な秩序化 (ラ

メラ､ヘキサゴナル､ジャイロイ ド､等)を示すのである｡忘れがちだが､ガラスの密度不

均一性なども､その一例に含まれる｡

｡近距離相関の重要性 :単純液体論が対象とした系では､その振舞いは､相互作用の詳細には

依らなかった｡これが､剛体球系を参照系とする､熱力学的摂動論が成功した所以である｡

一方ソフトマターは､その正反対で､構成要素の性質をほんの少し変えるだけで､系全体の

構造 ･振舞いがガラリと変化する｡例えば､高分子のモノマー組成比を少し変えるだけで､

得られる高次構造は全く異なってくる｡従って､クーロン力のような長距離相互作用はもち

ろんのこと､近距離相互作用についても､今まで以上に詳細に取り扱う必要がある｡その必

要性を端的に示したのが､前述の枯渇効果による相分離である｡

これらの特質を持つ"ソフトマターMの記述に､従来形式は有効でない｡具体的にどの点が不適

切かを､次に指摘する｡

2.従来の汎関数積分形式

具体的式の詳細は後述する｡その前に､前述のソフトマターの特質に関連した､従来形式の特

徴を箇条書きしておく:

｡sine-Gordon形式により､大きな空間変調を原理的には記述できるが､変数がポテンシャル

場である｡

･Hubbard-Schofield流のGinzburg-Landau形式により､近距離相関の精密な考慮が可能であ

る｡ただし､参照系 (多くの場合､剛体球系)を設定しなくてはならない｡

本稿で指摘したいのは､それぞれに対応した､下記のような問題点である :

｡変数がポテンシャル場のため､得られる有効作用も､ポテンシャル場の汎関数である｡従っ

て､=密度場"に関する状態方程式の導出が直裁的でない｡

●参照系 (例えば､剛体球系)自身の汎関数積分形式が作れない｡

sine-Gordon形式とGinzburg-Landau形式の紹介を通して､上記問題点の意味合いをもう少し梶

り下げる｡

sine-Gordon形式 [4,5ト 第 1章で見るように､1成分古典粒子系の大分配関数三は､厳

密に､

･- e-o{J} -/Dp/D*expト(HN(p,J)JdripW+e州 r))],

HN(p,J) - ;/drdr'p(r)V(r-r')p(r')･/drp(r)J(r)
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と表される｡pと申 ま､それぞれ､密度場とポテンシャル場を表す｡また､Jは密度場に対する外

源で､〃は化学ポテンシャルである｡上式は､密度場に関してガウス積分できて､さらに､

e一m(J)=
S(4,,J) -

/
/

D4,e-Stu),

drdr/肌r)+iJ′(r)]Vl1(r-r′)[4,(r)+iJ′(r′)】
/

dre什 i*(r) (2)

と書き直される｡ここで､J′-∫-Ⅴ(0)/2と置いた｡特に､±1価の電解質溶液の場合､鞍点方程式

6S/64,-0がsine-Gordon方程式 (すなわち､実在ポテンシャルi4,に関するPoisson-Boltzmann

方程式)を与えることから､sine-Gordon形式と呼ばれている｡本稿では､この呼称を用いて総称

としている｡

ただしこのままでは､摂動展開できない｡ポテンシャル場と共役な外源hを手で加える必要が

ある :

S(4,,J)- Std,,J,h)-Sty,,J,h)+
/

drh(r)*(r) (3)

これは,元の大分配関数に戻れば,

去/drdr,p(r)V(r-r')p(r′)一 芸/drdr'lp(r)･h(r)]V(r-r′)lp(r,)+h(r,)] (4)

に相当している｡

便利なのは､外源hを用いてLegendre変換された､有効作用rtJ,ql)である :

r(J,V)-0(J,h)-h･V, 申 - 芸 ･ (5)

ここで･関数空間での内積表現Jdrh(r)せ(r)-h･世を用いた｡その結果､Legendre変換の常と

して､ポテンシャル場に関する以下のような状態方程式が厳密に書き下せる :

∂r
石膏

= -h. (6)

もちろん､クーロン相互作用を除いた多くの場合､有効な変数は､ポテンシャル場ではなく密度

場である｡そこでさらに､平均密度場pとの関係式､

p(r)-
60(J)
∂J (7)

が必要となる｡

上式 (5,6,7)の3式を合わせることで､密度場に関する状態方程式が得られる｡確かに､鞍点

近似のもとでは､(5,6,7)より､下記のような平均場方程式が得られる :

"r)-exp[JdrV(r-r,)p(r)･p-J(r)]･ (8)

密度場の空間変調が大きな場合でも､上式より､正しい平均場解が得られる｡しかしながら､さ

らに､揺らぎを考慮した上で密度場表現を得ようとすると､状況は一気に複雑化する8｡ これは､

(5,6)に加えて (7)式も考慮しなければならないことに起因している｡すなわち､ポテンシャル

場が変数のとき､下記の点が問題である :

8その一端は､最近ようやく行われた､Poisson-Boltzmann方程式解の周りでのループ展開を計算した論文にも表れ

ているⅠ61｡

- 575 -



古沢 浩

sine-Gordon形式は､変数がポテンシャル場なので､密度場との対応が直裁的でないOその

ため､密度場の空間変調が､"平均場解 りと"揺らぎ日の両者に関して大きい系､すなわち

ソフトマター､の統一的記述には適してない｡

Ginzburg-Landau形式 (Hubbard-Schofield流に) [7,8]- 大雑把に言って､(2)式の

指数を級数展開すれば､Ginzburg-Landau形式が得られる｡あるいは､粗視化による議論もある｡

しかしここでは､近距離相関をインプット可能なHubbard-Scho丘eld流に従って､Ginzburg-Landau

形式を導出することにする｡

まず､熱力学的摂動論の精神に則り､相互作用ポテンシャルを斥力部分VRと引力部分VAに分

ける:

V-VR-VA. (9)

そして､斥力相互作用のみ存在する系を参照系として､この大分配関数を=Rと置く｡すると､(2)

式は,

e-0 - =R/ DJeXp l轟 (0,-指 vA11(k)J(k,J(-k,]

･( exp lsJ(k,A(-k,])R (10,

と書き直される｡C'-i4,として､フーリエ変換表示を採用した｡ここで､外場は0として､参照

系の化学ポテンシャルpRを用いて､FL'-～-FIR+0.5VA(r-r′-0)と置いている｡また､i)(r)

は密度演算子P(r)≡∑i6(r-ri)を､<･･･>Rは参照系の配位に関する平均を表している｡

上式から出発するとき､級数展開とは､<-･>Rのキュムラント平均 <･･･>cRを取ることに

相当している :

-1n(expls J(k,P(-k,])R-塞 くp(k,P(-k,,cRJ(k,Jトk,

一芸k; <P'k'P'k/'β(-k-k′),cRJ'k'g'k''J'-k-k′')+-
( l l)

その結果､Ginzburg-Landau形式が得られる :

e-0-=R
/

DcTe-SOL

/′′ … J二

SGL-一百両J(0)' ∑ ∑ un(kl,-･,kn)J(kl)-･J(kn)6(kl+･･.+kn),
n-2kl,-I,kn～1

u2(k)-去ivA11(k)-<a(k)β(-k),cR),
1

un(kl,-I,kn-1)-一房 `P(kl)･-βトkn)'cR6(kl+-･+kn)
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SGLは､crの幕級数式となっている｡3次項は､C'の再定義により除去できる｡また､引力相互作

用VA(k)については､波数展開近似VA11(k)符α+bk2を採用する.以上の点は､通常のGinzburg-

Landau形式と変わりがない｡Hubbard-Scho丘eld流ならではの特徴は､各項の係数が､参照系の

密度相関を含んでいる点にある｡例えば､剛体球系のような良く調べられている斥力系を参照系

とすれば､そこで得られている静的構造因子の情報を､係数の<P(k)i)(-k)>cR部分で利用する

ことができる｡すなわち､液体論の膨大な蓄積をGinzburg-Landau形式のハミルトニアンの係数

にインプットできるのである｡

ただし､下記の問題点は､依然残っている :

Hubbard-Scho丘eld形式が与えるのは､参照系と実在系の差である｡従って､この枠組みか

らは､参照系自身の汎関数積分形式は作れない｡言い換えれば､参照系の代表例である､剛

体球系の揺らぎ効果を調べることはできないのである｡

3.本稿の構成

本稿では､まずはじめに､従来形式が有する前述のような問題点を解消した汎関数積分形式を

導出する｡具体的には､下記を満たす形式を､大分配関数の定義式 (位置座標積分表示)から導

くことを目標とする :

(i)変数が､ポテンシャル場ではなく密度場である｡

(ii)参照系がなくても､近距離相関をハミルトニアンにインプットできる｡

さらに､

(iii)内部自由度を考慮できる､

ことも､高分子系に関して例示する｡以上が､第Ⅰ部の内容である｡

次に第ⅠⅠ部では､得られた密度汎関数積分形式の有用性を示すため､具体的諸問題を考える｡

今回取り上げるのは､上述 (i),(ii)の利点が活かされる系である :

●非対称クーロン系 :荷電コロイドとカウンターイオンの混合系のような､各成分のサイズ ･

帯電量が極端に非対称な電解質溶液 (これを､非対称クーロン系と呼ぶ)では､ほとんど全

てのカウンターイオンが荷電コロイド表面に局在するような状況が実現する｡密度汎関数積

分法を用いることで､このようなクーロン強結合領域での振舞いを明かにすることを目指す｡

●剛体球系 :剛体球ガラスは､最密充填よりも遥か手前の体積分率で圧力発散する｡この物理

的機構を明らかにしたい｡そのために､剛体球系の直接相関関数をハミル トニアンにイン

プットできる汎関数積分形式を用いて､不均一効果を見積もる｡

式展開に目を奪われて､全体像が見えなくなることを避けるため､第Ⅰ部､ⅠⅠ部の各冒頭には､

より詳細なアウトラインを示してある｡

また､最後の=今後の展望''では､本形式の拡張可能性 (密度場以外の有効な変数､ダイナミッ

クス､等)についても論じている｡
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第Ⅰ部 新しい密度汎関数積分形式の開発

第Ⅰ部の概要

本部に見られるのは､極めて形式的な式展開の詳細ばかりである｡もちろん､その細かな式手

続きの中にこそ､新奇性があるとも言える｡ただしそのような言は､多くの場合､筆者の浅慮を

露呈していることに留意すべきであろう｡

そこでここでは､本部の独自性を3つに分けて概説する :(1)方法論的に何が新しくて､(2)

その結果､どのような成果が得られたのか｡さらに､(3)得られた形式にはどのような利点があ

るのか?-である｡

方法一 本部では､従来の場の理論的手法1とは異なる新しい方法を用いて､ハミル トニアンの密

度汎関数形 (fi(p))を導出している｡

もう少し詳述しよう:本部の主目的は､グランドポテンシャル0の位置座標積分表現 (教科書

表現)を､

e-0-/DpexpトFi(p)-P･J] (13)

のような密度汎関数積分表現へと変換することにある｡ここで､外源Jと化学ポテンシャル〝を

用いて､i-J-pと置いた｡また､p･J～-IdrpJ～は､関数空間での内積である｡新しい点は､

2.2節に見られるような､キュムラント展開を利用した手続き (お決まりの場の理論的処方等)を

利用しない点にある｡

具体的には､以下の通りである :あらゆる位置座標積分表現は､形式的に､密度場と補助ポテ

ンシャル場中の2変数積分表現へと､精確に､書き直すことができる :

e-0-/Dp/D･ exp卜fi(p,両-p･J～]･
従って､ハミルトニアンの密度汎関数形を導出するということは､

-./e-Fi(p)= D4,exp卜fi(p,¢)〕

(14)

(15)

を計算することと同義である｡上式の見積もりにガウス近似を用いる｡この点は､2.2節に見られ

るような従来形式と類似していて､さほど新しくはない｡真の新奇性は､expを含む停留方程式､

(16)

1ここでは､ポテンシャル場を用いたsine-Gordon形式､あるいは､キュムラント展開による摂動論を指す｡文献

【4,9,10】を参照｡
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を､指数部の級数展開をせずに解いている点にある｡

上記手続きを図式化したのが､下図である｡平均場近似,Hartree近似

Ginzburg-Landau近似 (tree近似)

自己無撞着場理論 (高分子系)

図ト1:汎関数積分形式の全体像

密度場形式

成果一 本部では､上記方法を適用した結果､4種類の新しいハミルトニアンFi(pl(i-B,D,Ph,Pd)

表現が得られている｡

まず第 1章では､密度汎関数理論の経路積分形式を2種類導出している｡一つは､裸のボテン

シヤル (barepotential)による表現で､

匝 垂 】 fB(p)-去/ drdr'p(r)V(r-r')p(r')I/ drp(r)lnp(r)-p(r) (17)

と与えられる｡一方､直接相関関数による表現は､上式ほど単純ではない｡一般には､第 1章の

冒頭で導入されるHohenberg-Kohn自由エネルギーFHK(p)を用いて､

匝 司 FD(p)-FHK(p)+a,(p) (18)

と表される｡ここで､せくp)は､補助ポテンシャル場の停留経路周りでの揺らぎの寄与を表す｡こ

の表現は,-様密度 -pの周 りで展開すると,

fHK+p･J～-一芸/ drdr'Ap(r)C'2'(r-r';p)△p(r')･△p.j･戸か- 寄与 (19)

のように直接相関関数 (directcorrelationfunction)C(2)(r-r′)で記述されることから､形式 D

と呼んでいる (△P-P(r)一戸)｡

さらに第 2章で､内部自由度をもつ分子への拡張例として､高分子を取り上げている｡-種類

のモノマーから成るhomopolymer系について考えた後に､diblockcopolymer溶液の表現も得て

いる｡ただいずれの場合も､裸のポテンシャル表現であるという点で､形式 Bと同種のものであ
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る｡まずhomopolymer系は､重合度nを用いて､

形式ph
fph(p) -去/drdr'p(r)V(rJ )p(r')

･/ dr£ln£-≡+C讐 +△Fph (20)

と表される｡係数Cは､Debye関数の近似の仕方で､1/24と1/36のどちらかが選ばれる｡また､

△fphは､上式のようなLifshitz-deGennesタイプの汎関数形 【11,12】に対する補正項である｡

フォーマルには､このLifshitz-deGennesにより提唱されてきた汎関数形の正当化､及び､それ

に対する補正項の導出が､homopolymer系の成果である｡一方､AモノマーとBモノマーの共重

合体であるdiblockcopolymer溶液の場合には､さらに長距離相互作用 (最終項)の寄与が付け加

わって､

形式pd
Fpdtps,Pm,n) - FBtpsh Fph(pm)+去 IV nl･

∇ヱ_

Pm

･S/ drdr′府 )Q(r-r,)空論 (21)

と書ける｡ここで､ps-溶媒分子濃度, pm-A,Bモノマー濃度の和, r7-A,Bモノマー濃度の差

である｡また､長距離相互作用エネルギーを表す右辺最終項のQ(r-r′)は､

∇ 2g(r-r′)-16(r-r′) (22)

を満たすグリーン関数である｡従来形式とは違って､ll(モノマー濃度の差)の寄与 (右辺最後の

2項)が伽 (∝高分子濃度)と密接に連関している点に注意されたい｡

利点一 裸のポテンシャル表現 (形式B,Ph,Pd)の特徴は､対数形の並進エントロピーが､顕に

ハミル トニアンに入っている点にある｡これは､下記の点で都合が良い :

｡ =鞍点方程式=化学平衡条件 日の成立 ;形式Bを考えよう｡指数の肩の汎関数微分を0と

置いた式 (鞍点方程式)は､化学平衡条件に他ならない｡従って､構成分子が空間局在して

いるような系【相分離､吸着､ミセル系､非対称性電解質 (第 3章を参照)､等 ]の記述に

適している｡

｡"平均場"と"揺らぎ"の統一的取り扱い ;''平均場"とり揺らぎ"の取り扱いは､別枠組

みで行うのが通例である｡ところが今の場合､上述のように､鞍点方程式が正しい平均場解

を与えることから､"平均場"とり揺らぎ''を統一的に考慮できる2｡その結果､例えば､状

態方程式への揺らぎの影響を見積もることが可能となる｡

高分子系の場合､これらの利点に加えてさらに､下記のような特質が有用であると思われる :

●形式Ph:上式では近似表現しか書いていないが､第2章で見られるように､形式Phの元

式は､従来の枠組み (Lifshitz-deGennes形式やEdwards流一自己無撞着場理論)を包含し

2sine_Gordon形式も可能だが､密度場の記述には向いていない｡=序論"を参照｡
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た一般表現となっている｡従って､例えば､あらゆる界面プロファイルに対して適用可能で

ある3｡

･形式pd:本形式では､共重合体の連結性に起因した長距離相互作用エネルギーが､rlだけ

でなく､伽 の逆数にも依存している｡その結果､急峻な界面で隔てられて相分離をしている

とき､場所に依らず 77/pm≡ ±1となってしまう｡このような､長距離相互作用エネルギー

の従来知られていない非自明な特質が､共重合体系のミクロ相分離挙動にどのような影響を

与えるか調べることは､興味深い｡

一方､直接相関関数による表現 (形式D)は､以下のような､従来形式にはない長所がある:

●Hubbard-Scho丘eld形式との比較 :形式Dは､ハミル トニアンが直接相関関数を含んだ

表現なので､短距離相互作用に関する液体論の膨大な蓄積をインプットした上で､汎関数積

分が実行可能である｡このインプット性はもちろん利点だが､それだけなら､"序論 "で紹

介したHubbard-Scho丘eld形式 【7】も同様の長所を有している｡本形式固有の特質は､従来

は構成上必要不可欠だった､インプットすべき参照系 (多くの場合､剛体球系)が不用であ

るという点にある｡従って､剛体球系自体に対しても本形式は適用できる｡その結果､従来

行われていなかった､剛体球系への揺らぎ効果について新たな知見を宿ることが可能となる

のである (詳細は､第4章を参照)0

また､従来の密度汎関数理論との違いは､以下のように図式化される :

C10{J～} - /pDpem K{p'-P'J～ [竿采の密度汎関数理論】

-/Dpe-FHK{p'~P･JIV{p} [形か ]･ (23)

ここでIspは､停留経路のみの寄与を選択する操作を表している｡すなわち上式は･密度汎関数理

論が､余剰項甘くp)を加えることで､Legendre変換表現から経路積分表現へと書き換え可能であ

ることを示している｡この表現変換の利点は､明かに､揺らぎ効果を系統的に考慮できる点にあ

ろう｡ただし､事情はそう単純ではない :

･密度汎関数理論との比較 :従来の密度汎関数理論 [13]は､それ自体､厳密な形式である4｡

従って､形式Dのような書き換えが､実質的新しさをもたらさない可能性もある｡少なくと

も､直接相関関数表現の2体相互作用エネルギ一項 [式 (19)の右辺第 1項]を密度場に関し

てガウス積分しても､その寄与は､余剰項 中と相殺して残らない｡これが､Legendre変換

表現と経路積分表記の等価性に由来した制約である｡ただ､変分原理によって基礎付けられ

る従来の密度汎関数理論に､形式 Dが新たな視点を与えていることも事実であろう｡例え

ば､形式 Dのハミル トニアンの停留方程式は､従来の密度汎関数とは異なる準安定密度を

与える｡この特質の有用性を示すために､第4章では､剛体球ガラス系への形式Dの適用

が行われる｡

3相分離用語で言えば､weakSegregationLimit(WSL)からStrongSegregationLimit(SSL)まで｡

4停留経路のみを考えている上記表現が誤解を招かないよう､念のため｡
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第1章 密度汎関数理論の経路積分形式 (Ⅰ部前半)

1.1 Hohenberg-Kohn(HK) 自由エネルギー [131

本節では､密度汎関数理論 [131において本質的な役割を果たしている､Hohenberg-Kohn(HK)

自由エネルギ- 1を導入する｡

HK自由エネルギーは､ヘルムホルツ自由エネルギーの自然な拡張である｡このことを理解する

ために､まず､ヘルムホルツ自由エネルギーのグランドポテンシャルを用いた定義について復習

しておこう｡

グランドポテンシャルの位置座標積分表現は､以下の通りである｡簡単のため､1成分の古典

粒子系を考える｡この粒子達が､外場J(r)および化学ポテンシャルFLのもとで､2体ポテンシャ

ルV(r-r′)で相互作用しているとき､グランドポテンシャル0は､大分配関数Eを用いて以下

のように書ける 2:

expト叫JM-≡ - Tr cleXpト(HN-PN)]･ (1 ･1)

ここで､グランドポテンシャルが､外場Jと化学ポテンシャルFLの差J～-J-pの汎関数である

ことを強調するため､0(J)と書いた｡また､古典系のトレースn clとハミルトニアンHNは､杏

度演算子P(r)≡∑芝 16(r-ri)を用いて､

Tr cl -NS.;/drl･･･drN, (1･2,

HN(P) - 去/ drdr'"r)V(r-r')P(r')I/ drP(r)J(r), (1･3)

と与えられる｡

良く知られているように､ヘルムホルツ自由エネルギーFは､グランドポテンシャルとLegendre

変換で関係づけられる :

F - 0+pN,

m aa≡･

HK自由エネルギーFHKは､この変換における平均粒子数万 を､平均密度p(r)に置き換える

ことにより､定義される :

FHK(p)-ntJ)-J･p , (1･6)

1このHohenberg-Kohnという名前は､電子多体系における密度汎関数理論の創始者らの名前にちなんでいる｡

2簡単のため､全てのポテンシャル量は､kBTで規格化されているものとする｡また､運動量積分に起因する de

Broglie波長も1と置く｡
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略記 J･pは､JdrJ(r)･p(r)を表している.またp(r)は､βの平均値で､外源Jを用いて

60
p(r)=(p(r))=市 子,

と与えられる｡

最後に､Legendre変換の常として､(1.6) に双対な関係式､

∂鞄 方 ,′､
ニーJ(r)

69(r)

(1･7)

(1･8)

が厳密に成立していることを指摘しておく｡上式は､実効ポテンシャルC(1)(r;(p))(章末日用語"

を参照)を用いて､下記の自己無撞着方程式へと書き直される :

p(r)-explc(1)(r;(p))-J～(r)I. (1･9)

1.2 方針

HK自由エネルギーの定義式 (1.6)から予想されるように､もし､グランドポテンシャルが密

度場による経路積分形式 (密度汎関数積分形式)で表現されるならば､密度汎関数理論は場の理

論的枠組みで再構築可能となる｡そこで次節以降では､グランドポテンシャルの位置座標積分表

示を密度汎関数積分形式に書き直すことを目指す｡

その表現法としては､2種類考える｡すなわち､裸の相互作用ポテンシャルによる表現 (形式

B)と直接相関関数 (章未"用語 "を参照)による表現 (形式D)である3｡後述するように､ど

ちらの形式がより適切かは､対象とする系に依る｡

以下で導出される種々の形式は､全て､下記のような､密度汎関数積分の形式的導入から出発し

ている｡すなわち､デルタ関数を用いることで､グランドポテンシャルの位置座標積分表示 (1.1)

に,密度汎関数積分を挿入する :

e~O-Tr cl/Dpexpト(HN-P"''口 6lp'r'-P'r']･ (1･10)

ここで注意したいのは､デルタ関数のお陰で､ハミル トニアンHNは､(p)とくの のどちらの汎

関数と見ることも可能であるという点である｡実際､密度汎関数積分を先に行えば､いずれの場

合も､位置座標積分表示 (1.1)に帰着する｡

一方､密度汎関数積分を得るためには､先にトレース廿 ｡lを実行しなくてはならない｡この場

合には､HNを何の汎関数とみなすかによって､得られる表現が変わってくるのである｡以下で見

るように､形式 BはHNを (p)の､形式DはHNを(j3)の汎関数とみなすことにより得られる

のである｡

3B､Dは､それぞれ､"bareinteraction"と"directcorrelationfunction"の頭文字である
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いずれの場合にせよ､デルタ関数をフーリエ変換表示することにより､密度場に双対なポテン

シャル場を導入しておく :

e-0-Tr cl/Dp/D4,expト(HN-PN)+i4,･(p-i))]. (1.ll)
上式からわかるように､密度汎関数積分形式を得るために考えるべきことは､密度場を固定した

上で､いかにしてTr cl(位置座標積分)とポテンシャル場積分を先に実行するかという点にある.

その具体的方法を､以下で述べる｡

1.3 裸の相互作用ポテンシャルによる表現 (形式B) [14]

1.3.1 グランドポテンシャルの経路積分形式

形式Bでは､ハミルトニアンHNをtp)の汎関数とみなす｡

このとき,式 (1.ll)は,

e-0 - /Dp/D恒 ⅩpトHN{p'･iNO ･P'

･Tr cleXp[FLN-i∑ v,(ri)]
i=1

(1.12)

となる｡ Tr cl部分は､相互作用のない､外場(i砂)の下での自由粒子に関する積分へと簡単化され

るている｡従ってさらに､

〟

平 ｡leXplpN-i∑i=1妬 )]- exp[/ drep-i"r'] -(1･13)

と書き直される｡以上より､結局､グランドポテンシャルの位置座標積分表示は､下記のような

汎関数積分表示に変換される :

e-0- / Dp/ D Oexp [- (HN (p)- /dr ip･ -e州 r)) ] ･ (1･14)

式 (1.14)の指数の肩は､密度に関する二次式なので､ガウス積分により､厳密に密度場の自

由度を消し去ることが可能である｡実際そのようにして､ポテンシャル場汎関数積分形式である

sine-Gordon理論､等の微視的導出は行われてきた ("序論"を参照)[4]｡注意すべきなのは､こ

の方向性での導出過程には､近似が介在しないという点である｡そのような厳密性が､ポテンシャ

ル場以外の表現形式の十分な発展を阻害してきたように思われる｡

しかしながら､近年のSeiberg-Witten理論の成功を挙げるまでもなく､双対場 (今の場合､密

度場)表現は､ポテンシャル場形式にはない､豊かな実りをもたらすはずである｡第ⅠⅠ部で行う

具体的諸問題への適用においても､その一端は実証されている｡そこで本論文では､ポテンシャ

ル場自由度を､ガウス=近似=レベルで先に消し去る｡
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まず､補助ポテンシャル場1日こ関する停留解を求めよう.式 (1.14)の指数の肩に関する停留

方程式は､

♂

両 lHN{p}J drip ･- ep-i"r']L.}=.osp,--i(p-ep-iOsp'r')-0, (1･15,

なので,容易に,

HN(p)-/dripWsp-ep-i*sp'r'

-主_;-i
となることがわかる｡

drdr'p(r)V(r- r')p(r/)+ drp(r)lJ(r)-p]+p(r)lnp(r)-p(r)(1.16)

一方､停留経路の周りでの揺らぎの寄与△H(p)は､2次までのオーダで､

AH(p)-/dr;(AQ)2
(1.17)

である｡ここで､△4,-4,-4,spと置いた｡この項のポテンシャル場に関するガウス積分は､離散

化することで実空間上で実行可能である｡実行後､再び連続極限を取ると､

/Dpe-△H{p}-expl-ま11-.品/ ln(pda3)] (1･18)

となる｡ここで､格子定数aは平均粒子数N と系の体積Vを用いてa-V/万 と表され､離散密

度場pdは､Kroneckerのデルタ記号を用いて､

pd-去皇6di. (1･19)i=1
と与えられている｡一見すると､(1.18)右辺における指数の肩は､Lee-Yangタイプの非自明な寄

与である[9]が､今の場合､一様密度poa3-万a3/V-1の周りで対数項を展開すると､

lip.iln(pda3) - 去lnlpoa3+
(pd-Po)a3)

poa3

- まi)m.pd-Po-P(r)-Po

となるので､結局､粒子数揺らぎの半分に帰着する :

!il-.去/ 1n(pda3)- 去/ drp(r)-p0-0･5(N-万)･

(1･20)

(1･21)

従って､熱力学的極限においては､揺らぎの寄与△Hは無視できる｡

以上より､式 (1.14)の指数の肩は､停留経路のポテンシャル場を用いた式 (1.16)に帰着して､

Dpexpl-fB(p)-P･J～]

/ drdr'p(r)V(r-r')p(r')･/ drp(r)lnp(r)-p(r)
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と与えられることがわかった｡ただし､先ほどと同様､J～-J-pと置いている｡

式 (1.22)が､形式Bにおけるグランドポテンシャルの最終表現である｡注目すべきなのは､

fB(p)が､平均場近似の変分法的議論【15】において導入される､自由エネルギーの密度汎関数表

現と同形であるという点である (章末"用語日を参照)｡そういった意味で､形式B (1.22)は直

観的に自明な表現である【16]:あらゆる密度場経路に関して､自由エネルギーのボルツマン因子を

足し合わせたものが､大分配関数に等しいということを表している｡

従って､形式Bを用いることにより､密度場に関して､平均場解とその周りでの揺らぎを統一

的に取り扱うことが可能となる｡これが､均一系の一様に塗りつぶされた密度周りでの揺らぎし

か原理的に考慮できないGinzburg-Landau(べき級数展開)形式とは異なる点である｡特に､相

分離､等のように､平均場解の密度プロファイルが大きく空間変調しているとき､このような枠

組みは有効である｡

1.3.2 HK 自由エネルギーの場の理論的表式

今述べた形式Bの特質は､HK自由エネルギーとして書き下したとき､より明らかとなる｡

まず外場J～を､実在場J,と摂動展開のための指標場Jsとに分けよう :

J-J,+Js-J,-p+Js.

指標場Jsのないときの鞍部点方程式6FB/6p-J～rが､平均場解､

p-(r)-exp(-/dr,V(r-r,)p-(r,)･J～r),

(1･23)

(1.24)
を与えることを確認しておこう｡FB(p)の対数項を､この平均場密度pmの周りで展開すると､

e-0 = e-fBtp-)

AfBtpl - / drdr'

/Dp～expt-(AFB+p～･Js))

妄p-(r)[V(r- r′)+慧 剖 p-(r,)+S(pl,

となる｡ここで､p～-p-pmで､S(plは対数項の展開による3次以上の項を表す｡

式 (1.25,1.26)のハミルトニアンは､従来形式にはない､いくつかの特徴がある :

･△TBのp～に関する2次の項は､位置依存した係数1/pm(r)を含んでいる｡この効果は､空

間変調した系の揺らぎを考えるとき､重要となる｡

･△fBの高次項S(plは､エネルギーではなくエントロピーに起因した項であるOすなわち形

式Bは､1成分系の巨視的振る舞いには､熱揺らぎに伴うエントロピー変化が重要な役割を

果たしていることをあからさまに示している｡

｡外場J～が､指標場JsになっているOこれが､Jsを予め分離して実在の平均場解を考えるこ

との､形式的側面からの理由である｡もしそうしないと､摂動展開するときに必要な､指標

場 (外源)Jsが残ってくれないのである｡
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特に興味深いのが､最初の特質である｡例えば､この項のおかげで､Debye-Htickel方程式の

Fisher等による先験的拡張 [17]について､その妥当性を議論することが可能となる[18】｡本節で

は､しかしながら､もっと単純化された系のみについて考えることにする｡すなわち､長距離性

の相互作用が存在せず､系がマクロドメインのみの集合から成る場合を考える｡ 1成分系の典型

例としては､気液共存系が挙げられる｡

このとき､界面エネルギーを無視すれば､△fBはそれぞれのドメインからの寄与の総和であ

る｡あるS-domain(S-A,B,- )での体積､平均場濃度を､それぞれ､Vs､苑 と置く｡ここで､

overbarはドメイン内での濃度一定性を強調するために付けた｡以上の準備により､(1.26)の汎関

数積分は､摂動計算の常套手続きに従って行える｡すなわち､フーリエ変換密度p～S(k)を用いて､

/Dp～exp(-AFB)

-S=T...cexp(三品 境 )exp[｢蒜 /-･S(pl +pTsJs,]lp-3=｡, (1･27)

と書き直される (vs:Sドメインの体積).ここで､CはJに依存しない外場であり､フアイマンプ

ロパゲータ△をは､短距離相互作用の波数空間上での展開式V-vo+V2k2を用いて､(△を)~1-
vo+(1/苑 )+V2k2と書けるものとする｡

表現 (1.27)が得られたということは､フアイマングラフを用いた摂動計算の準備が整ったこ

とを意味する｡このとき便利なのが､HK自由エネルギーである｡なぜなら､定義式 (1.6)より､

HK自由エネルギーは1粒子既約な頂点関数r(n)の生成密度汎関数となるからである【9,10]｡す

なわち､△p s-p-p-Aと置くと､HK自由エネルギーは､

FHK - ∑FAF+△FiK
β-A,-

FAF -/drdr′去p-A(r)V(r-r')PIA(r/)I/drp-Alnpか 砿

･FSK -n;,a/
drl･･･drnr(n)(rl,- ,rn;砿)△PS(rl)･･.△pS(rn) (1.30)

と与えられる｡ここで再び注意を喚起したいのは､HK自由エネルギーが､正しい平均場の自由エ

ネルギーFkFを自ら与えている点である.これが､平均場の寄与を別枠組みから見積もっていた

従来の形式と異なる点である｡形式Bの､この様な枠組みとしての優位性は､平均場解の空間変

調が今考えた場合よりもより緩やかな場合に4､際立ってくるはずである｡

1.3.3 従来の密度汎関数理論におけるHK自由エネルギー表式との比較

出発点において､すでに､従来の密度汎関数理論と我々の経路積分形式は異なる :我々の形式

においては､オフセット部分が平均場自由エネルギーであるのに対し､従来の理論では､HK自由

4相分離用語で言えば､strongsegregationlimitとweaklysegregationlimitの中間域を指す｡例えば､密度場が､
十分な振幅で緩やかに (長波長で)正弦波的に空間変調している場合を考えよう｡従来形式では難しいこのような中間

域の取り扱いが､形式 Bを用いれば可能となる【18]｡
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エネルギーFHK における､理想気体の自由エネルギーFi;dKと同じ汎関数形の寄与を予め分離し

て考えている｡すなわち､従来の密度汎関数理論では､相互作用による剰余部分 △鞄 打を､

△FHK(p) - FHK(p)-Fi;dK(p)

- FHK(pト [/dry(r)lnp(r)-p(r)] (1･31)

と置いている｡このように､両者は全く異なるタイプの理論形式であるが､以下に示すように､い

くつかの場合において､等価性が示される｡

まず相互作用のない場合､上記2つは完全に同一の結果を与える｡はじめに､従来の密度汎関

数理論の立場から考える｡この場合､△鞄 〟 -0のため､厳密表式が与えられる (章末 "用語 "

を参照):

FHK - /
drpo(r)lnpo(r)-po(r),

po - exp(-J)･ (1･32)

一方､我々の形式の場合､平均場自由エネルギーが式 (1.32)で与えられる｡従って､同一性を示

すには､相互作用のない場合､揺らぎの寄与が無視できることを確認しさえすれば良い｡この確

認は､容易である｡すなわち､平均場周りでハミル トニアンfB (1.22)を展開すると､余剰部分

△fBが,

･fB-/drg+0(△p3), (1･33)

と与えられるため､前出△Hの見積もりと同様の議論により､この余剰ハミル トニアンのガウス

積分の寄与は無視されるのである｡

一方､相互作用が存在する場合､2形式の一般的比較は難しい｡そこでここでは､我々の表式

(1･30)と似ているRamakrishnan-Yussou∬ (RY)近似 [19]を取り上げる｡この近似によれば､あ

るA-domainにおけるHK自由エネルギー△FHAK は､

･FHAK-/drdr′芸(-C'2)+些諾 )△pA(r)△pA(r,)+- (1･34)

で与えられる｡また､我々の表式 (1.30)は､tree近似 (Ginzburg-Landau近似)において､

･FHAK-/drdr′去(V･旦覧 塑)△pA(r)△ pA(r,)I- (1･35)

である｡

これらの第一近似のもとで､ようやく､類似表現が得られる｡もっとも､(1.34)と (1.35)の

比較から得られる結論は､従来の知見の再確認に過ぎない｡すなわち､両式は､meanspherical

approximation(MSA)の下で､ -C(2)-Vと置いたとき､完全に一致するわけだが､このよう

なガウス近似とMSAの等価性は､従来より指摘されている事柄である[20]｡

ただ､以上の比較は､我々の形式の利点を明らかにする上で､意味がある｡本節の締めくくり

として､これについて言及する｡
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従来の密度汎関数理論の場合､系の揺らぎ･相関情報は､RY近似を用いようが用いまいが､直

接相関関数C(2)に含まれていることを思い出そう｡従って､RYレベルでMSAを越えたい場合､

より精度の良い直接相関関数をインプットしなくてはならない｡この従来の密度汎関数理論のイ

ンプット機能というのは､実際の計算では便利であるが､物理的透明性に欠けるという欠点があ

る｡例えば､MSAでない近似で求めた直接相関関数を用いる場合､その結果さらに､どのような

揺らぎ ･相関が考慮されているのかが明白ではないのである｡

一方､我々の形式の場合､場の理論的処方等に従って､システマティックに､表式 (1.35)の近

似を越えていくことができる :より､高次のループグラフを考慮しさえすれば良いのである｡こ

のような､密度汎関数理論にはない､計算方針の一貫性､すなわち､物理的透明性が､我々の形

式の利点である｡

1.4 直接相関関数による表現 (形式D)

形式Bは､表現としては魅力的だが､粒径程度のスケールで働く相互作用 (短距離相互作用)の

精確な取り扱いには向いていない5｡例えば､剛体ポテンシャルを取り扱う場合､裸の相互作用ポ

テンシャルⅤ(r-r′)を用いた表現である形式Bは､役に立たない｡

一方､短距離相互作用している粒子間の相関関数に関しては､単純液体論と呼ばれる分野にお

いて､膨大な計算機実験 ･解析計算が行われている｡従って､これら液体論における従来の蓄積

をインプットできるような理論形式を構成できれば､短距離相互作用の精密な考慮ができること

となる｡この種の枠組みの代表例が､密度汎関数理論である｡

そこで本節では､従来の密度汎関数理論形式を利用した､経路積分法の開発を行う｡その結果､

以下で見るように､ハミルトニアンが､裸のポテンシャルではなく直接相関関数 (directcorrelation

function､章末''用語"を参照)で表現されることとなる｡

1.4.1 グランドポテンシャルの経路積分形式

前節の形式Bでは､ハミルトニアンHNを(plの汎関数とみなしたO一方､本節で導出する形

式Dでは､ハミルトニアンHN を(釘 の汎関数とみなす｡

このとき,式 (1.ll)は,

e-0 - /Dp/DQexp[/drip(r)*(r)]

･ncleXP[-(HNか i童"riト 〃N)] (1･36)
となるOTr ｡1部分は､式 (1.1)と見比べればわかるように､外場j+i4,の汎関数としてのグラン

5粗視化の観点からの議論に依れば､補正項も必要である 【5】.この寄与は､(1･18)で粒径aが有限の場合に対応し
ている｡
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ドポテンシヤルである :

expト0{J-･i･,,-Tr cleXPl-(HN掛 率 riト pN)]
従って,形式Eの出発式は,

e-0 - /Dp/DOexp[-0(j･iQ)+/drip(r)"r)]

(1.37)

(1･38)

と与えられる｡今欲しいのは密度場のみの表現なので､形式Bと同様の方針で､上式のポテンシャ

ル場仲)を先に消し去る.

まず､停留解を求めよう｡(1.38)式右辺の指数の肩に関する停留方程式は､

ip(r)-
蒜 I{.,=..sp}

(1.39)

である｡一方､式 (1.7)からわかるように､グランドポテンシャルの補助ポテンシャル場付,)に

関する汎関数微分は､外場j+i4,の下での平均粒子密度 (再 と関連付けられる :

60 60
ニ ー■uiiiiiiiiiiiiii-
64,(r) 6(J+i4,)

-ip(r)･ (1･40)

すなわち､停留方程式 (1.39)は､"(再 が任意の密度場(p)に等しくなるように選んだ補助ポテ

ンシャル場(4,sp)が停留経路解である｡=-ということを意味しているのである｡

この停留経路の周りでTaylor展開すると､△4,-4,-4,spと置いたとき､

-叫j+i4,)+/drip(r)4,(r)

-10直 iOsp}+/drip(r,Osp(r,I/dr(

主ノ､

drdrI △4,(r)△4,(r′)+･･･ (1.41)

と書ける｡△申 こ関して一次の項は､停留方程式 (1.39)より消える｡また､2次の係数は､全相

関関数 h(2)(r-r′)と下記のように関連付けられる (章末日用語 りを参照):

620

64,(r)64,(r′)IOsp

((A(r)-p(r))(j3(r′)-p(r′)))

- p(r)6(r-r')+p(r)p(r')h(2)(r-r'). (lA2)

形式Dでは､上式の右辺第2項のような､non-local項がある｡従って､第 1項のみであった形式

Bの場合 【(1.17)を参照 】と異なり､ガウス近似レベルの見積もりにおいても非自明な寄与が残っ

てしまう｡そこで､とりあえず本節では､ポテンシャル場に関する鞍点経路以外の寄与を形式的

にtF(p)と置くことにする6｡

6この寄与の具体的見積もりは､第4章で､実際の系への適用する際に行っている｡
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以上より､グランドポテンシャルは､相互作用に起因する実効ポテンシャルC(1)を用いて､

e-0 - /Dpexpl-Dip)-P･Jl
FD(p1 - 0(C(1)(p)-1np)+

/
drp(r)lnp(r上 p(r)C(1)(r;tp))+叫 p). (1.43)

と与えられる｡ここで､iV,spとpが下記のような､自己無撞着方程式を満たすことを使った[(1.9)

を参照 1

p(r)-explc(1)(pト j-i4,sp]. (1･44)

そういうわけで､(1･43)において､0tJ～+i4,sp)-ntC(1)(p)-1np)となっている｡

しかし､上表現 (1.43)には､形式Bのような直観的自明性はない｡さらに､ハミルトニアン自

身にもグランドポテンシャルが入りこんでいる今の形のままでは､実用性もない｡次節で見るよ

うに､形式Dの利点は､従来の密度汎関数理論との比較をすることではじめて､明らかとなるの

である｡

1.4.2 従来の密度汎関数理論との関連 (直接相関関数による表現)

まず､式 (1.43)のハミルトニアン構造について理解しておこう.補助場4,を含む外場を､Ja-

j+iV,sp-C(1)tpト lnpと置くと､FDは､

FD(p)-0(Ja)-p･Ja+せくpl,

(1.45)

と書き直される｡ここで､2番目の式は､停留方程式 (1･39)と等価である.上式より､FD一里p)

は､"任意の場(p)の汎関数としてのHK自由エネルギJ'に他ならないということがわかる｡す

なわち､

FD(p)-FHKtp)+せくp)

である｡

以上を､積分表現で書くと､下式のようになる :

C10 - /Dpexpト(FHK(ph p･j)-q(p)]･

(1.46)

(1･47)

上式の指数の肩 (ハミルトニアン)を一様密度戸の周りで展開すると､Ramakrishnan-Yussouff近

似の下で,

FHK+p･J～- 一言/drdrJAp(r)C'2)(r- r';戸)△刷 +△p･j･戸か帥 寄与 (1･48)

なので､ハミル トニアンFDは直接相関関数を含んだ表現になるOこれが､形式Dと呼ばれる所

以である｡
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(1.47)に戻って､下記の様な従来の密度汎関数理論の定義式 ((1.6)､Legendre変換)と比較

しよう :

e-0-/pDpexp[-FHK(pト p･j] (1･49)

ここで､Jspは鞍部経路以外の寄与を無視する積分操作として定義した｡(1･47)と (1･49)を見比

べることで､形式Dの特質が見えてくる :余剰項 せくp)を加えることで､鞍点経路表現 (1.49)

を経路積分形式 (1.47)に書きかえることが可能なのである｡このような表現 (1.47)は､形式B

と違って､あからさまに新しい物理的描像を与えるわけではない｡ただ､変分原理によって基礎

付けられる従来の密度汎関数理論に､形式Dが新たな視点を与えていることも事実であろう｡例

えば､形式Dのハミル トニアンの停留方程式は､従来の密度汎関数とは異なる準安定密度を与え

る｡この特質の有用性を示すために､第4章では､剛体球ガラス系への形式Dの適用が行われる｡

1.4.3 形式Dの一般的導出法

結論式 (1.47)を得た後でなら､以下のような､形式Dの一般的導出も可能である7｡まず､グ

ランドポテンシャル叫J)を形式的に以下のように表現する :

e-o{J～}-/D示Il拍,～(rト J～(r)区 o仙

(r)

(1･50)

さらに､デルタ関数を下記のようにフーリエ変換表示した上で､直 こ関してガウス近似する-こ

れが道筋である :

7}-/e-0(J)=DpD4,～explln棒,)+ip･4,～-ip･J].

まず､4,の停留経路を求よう.停留方程式､

を満たす寄与は､(1.6)で定義したHK自由エネルギーに他ならない :

FHK(ip)-叫4,～)-ip･4,～*.

従って､停留経路周りの揺らぎ△4,-4,-4,*の寄与を､先ほどと同様に､

eg{ip}-/D△6 exp[一掃 / drl･･･drn

と置くと､結局､

e-o{J～'-/

6nn材,)
64,(rl)･･･叫(rn)

Dp expトFHK(ip)-ip･J～一頃 ipH

と書けるoipをpと読み替えれば､(1.47)であるO

7この導出法は､Legendre変換一般に適用できる｡
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1.5 導出上の注意点 :積分路の変形

ポテンシャル場の積分路への注意が､形式BとDのいずれの場合も必要である｡原因は､停留

解にある :これらの密度汎関数積分形式は､鞍点近似の下でポテンシャル場を消去することで導

出されている｡ところが､本来実数であるべきポテンシャル場の停留解は､実際には虚数である｡

このことは､種々の停留方程式 (1.15,1.39,1.52)からも確認できる｡すなわち､本章のこれまで

の議論では､暗に､下図1.1のようにポテンシャル場の積分路が変形されていたのである｡

〆'(虚部)

Vsp(鞍点) cm血ーヽ

cll r Yc2ー
V'(実部)

図 1.1: ポテンシャル場の積分路｡

本節の目的は､図1.1の経路 C1とC2の寄与が無視できることを示すことにより､この変形を

正当化することにある｡そのために以下では､指数の肩がポテンシャル場に関する2次式になり

得ることを､形式 BとDの場合に分けて指摘する｡もし2次式であれば､

expl-a(ゆ2)]- 0 4,′-士∞ (1･56)

とな り､経路 clとC2が効かないのは自明である｡ここでポテンシャル場4,を､実部と虚部に

車-4,′+i4,"のように分けた｡

形式B- (1.14)式の指数の肩は密度に関する2次式なので､密度場をガウス積分してしまえば

容易に

e-0 - / D p/ D恒 XpL去/ drdr′" r)V-1(r-r,)"r,)+ep-iW ] (1･57)

が得られる｡ここで､V-1は Id2V(1-2)V-1(2-3)-6(1-3)として与えられるVの逆関

数である｡

形式 D- 若干人工的なことをして,(1.38)に密度場の2次式を加える :

e-O - iil-./Dp/DOexpLo(J～+iO)一芸/ drp(r)2+/drip(r)"r)](1･58)

これを密度場積分してしまえば,

e-0 - Lil-./DOexp[-0(j･朝 一去 / dr"r)2] (1･59)

となる｡この論法に説得性を持たせるために､以下の指摘をしておく:デルタ関数の定義式の一つ

･(I,-!il-.去 exp(一言)

- 593 -

(1･60)



古沢 浩

を思い出せば,(1.59)式は

e-o{J～' - /叫 J6["r)】explln{J～+i･)]

- exp[-o(i)]
となり､元の式に戻ってしまうのである｡

(1･61)

用語 [21]

ここでは､本章で登場した用語説明を行うことで､従来の密度汎関数理論の簡単な紹介を行う｡

実効ポテンシャル

HK自由エネルギーFHK を､相互作用のない理想気体の自由エネルギーFiidKと相互作用によ

る剰余部分△FHK に分ける :

FHK - FkdK+△FHK.

このとき､実効ポテンシャルC(1)(r;(p))は､

6AFHK

- ニ ーC(1)(r;(p))
∂β(r)

と定義される｡平均密度 pは､C(1)(r;くわ)を用いて､厳密に､

p-exp[C(1)(p)-Jl

(1･62)

(1･63)

(1･64)

と表される｡これより､C(1)(r･,(p))が､相互作用に起因した実効的な一体ポテンシャルの役割を

果たしていることがわかる8｡

そこで以下では､式 (1.64)【or(1.9)]の証明を行う｡

そのためには､まず､理想気体の自由エネルギーFlidKの場合､状態方程式 (1･64)がどのよう

に簡単になるかを示しておく必要がある｡すなわち､相互作用のないとき､右辺の外場 jが平均

密度pを用いてどのように書けるかが問題である｡そこで､pの定義式 (1.7)に戻ることにする｡

Ⅴ=Oのとき､この式の最右辺は以下のように厳密に計算される :

買 主N;1品 /
drl-･drN-1eXpト(HN-PN)]

∑K=1毒 可(Idr′explJ ～(r′)]〉"~1

∑x=｡細 dr"expトj(r")】〉"

expLj(r)]. (1･65)

8ちなみに､式 (1.64)は､多体電子系におけるKohn-Sham方程式の一つに相当している｡Kohn-Sham理論では､

多体問題が､この"実効ポテンシャル "を用いた1電子のシュレンデインガ-方程式へと厳密にマップされる｡
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ここで､2列目の分数が､分母 ･分子が共にexのx=0の周りでの展開式となっているため､1

と置けることを用いた｡従って､理想気体の平均密度pは､

ln9--J

を満たす｡これと式 (1.8)を合わせると､FlidK については､

6FlidK
69-lnv,

が厳密に成立することがわかるO両辺積分すれば､FiidKの汎関数形､

FĤ･-/drplnP-P

も得られる｡

以上より､HK自由エネルギーの状態方程式 (1.8)は､

6;HpK 警 + 讐 生

- 1np-C(1)(p)

= -∫

と書き直される｡この式は､(1.64)に他ならない｡

(1･66)

(1･67)

(1･68)

(1･69)

種々の相関関数

グランドボテンシャやHK自由エネルギーは､種々の相関関数と関係づけられる｡

まず､平均密度の定義式 (1.7)をもう一回微分すれば､以下の関係式は容易に理解される :

620

6j(r)6j(r')
([p(r)-p(r)日p(r′)-p(r′)D-p(r)V,(r′)a(2)(r-r′)

- p(r)6(r-r′)+p(r)p(r′)h(2)(卜 r′) (1.70)

ここで､g(2)とh(2)の二つの関数が導入されているが､これらはそれぞれ､液体論において､動

径分布関数および全相関関数と呼ばれているものである｡

さらに､液体論において頻用される相関関数として､直接相関関数 C(2)がある｡これは､相互

作用による剰余部分△鞄 打を用いて､

6(2)△FHK(p)

6p(rl)∂p(r2)
--C(2)(rl,･･･,rn;(p)),

と書ける｡なぜなら､恒等式､

6(2)FHK(p)6(2)叫j)
6p(rl)6p(r3)6j(r3)6j(r2)

-6(r1-r2)
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より､式 (1.71)で与えられるC(2)は､下記の直接相関関数の定義式 (Orstein-Zernike関係式)

を満たしていることがわかるからである :

h(2)(r1-,,)-C(2)(rl-r2)+
/

dr3P(r3)C(2)(r1-r3)h(2)(r3-r2) (1.73)

"直接 日という名称の由来は､上等式を繰 り返し用いて､右辺を直接相関関数 C(2)のみで書き表

すことにより理解される :

h(2)(,1-r2)-C(2)(r1- r2)+

･/dr3/
/

dr3P(r3)C(2)(r1-r3)C(2)(r3-r2)

drip(r3)p(r｡)C(2)(r1- r3)C(2)(r3-r｡)C(2)(r｡-r｡)+･･･ (1.74)

全相関関数h(2)は､粒子間の直接相関関数 C(2)の総和として与えられるのである｡

Ramakrishnan-Yussouff近似 [19]

密度汎関数理論の特徴の一つは､HK自由エネルギーの厳密表式を与える枠組みであるという点

にある｡､従って､この厳密表式に対する種々の近似表現の開発が､密度汎関数理論における重要課

題の一つとなっている｡その最も単純な近似法が､一様密度戸の周りで摂動展開する方法である｡

理想気体の自由エネルギーF3;dKの汎関数形は式 (1･68)のようにわかっているので､相互作用

による剰余部分 △FHK について考える｡△FHKは､△P- P一戸として､戸の周 りでの汎関数

Taylor展開表示すると､

△FHKtp)-△FHKt戸)+
差/ drl- drn去

6(n)△FHK(p)

6p(rl)･･･69(rn)

と書ける｡汎関数微分によるn体の直接相関関数C(n)の定義式 (上記)､

6(n)△FHK(p)

6p(rl)･･16p(rn)

を用いると､結局､

- -C(n)(rl,･･.,rn;(p)),

FHK(p)-FHK(封 FY

G(rl,r2;(戸))-

△p(rl)- △p(rn)

(1.75)

(1･76)

drldr2△p(rl)G-1(rl,r2;(育))△p(r2)

6(r1-r2)
-C(2)(rl,r2;(育))

と与えられる｡ここで､a(rl,r2;(戸))は､その式の形より､密度一密度相関関数((β(r)1一戸)(i)(r)2一戸))

に相当することがわかるOまた､ 上式のように､n=2までで打ち切る表式は､この形式を用い

た固液相転移に関する記念碑的論文の著者達にちなみ､Ramakrishnan-Yussouff近似と､しば

しば呼ばれる｡
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変分法的平均場近似 【15]

ある任意のTrclf-1を満たす分布関数fを用いて､グランドポテンシャルは､

e~O-Trclfexpl-HN+pN-lnp]≡(exp卜(HN-PN+lnf)Df

と書きなおされる｡従って､下記の不等式が成立する :

eln≧expH HN-PN+lnf)f]

言いかえれば､

0≦Tt｡lfHN+Tr ｡lflnf-pN

である｡実際､真の分布関数

ft-
e-HN-PN

(1･79)

(1.80)

(1･81)

(1.82)

を代入すると､右辺がグランドポテンシャル0に他ならないことが容易に確認できる｡この不等

式から､自由エネルギーが密度の汎関数として厳密に一意に書き下すことができることも保証さ

れる (Hollenberg-Kohnの定理)｡従って､ここで行われた議論は､密度汎関数理論を基礎付ける

出発点としても重要な位置を占めている｡

しかしながら､多くの場合､真の分布関数を求めることは困難である｡そこで､種々の近似が

行われるO平均場近似とは､この文脈において､分布関数fを一粒子分布関数fi(1)の独立乗算に

より与えられると仮定することに相当する9:

f-Ilfi(1)･ (1･83)
甘

以下で見るように､このような試関数を用いれば､不等式 (1.81)右辺の極小値の導出が容易に行

える｡

古典系において便利な変分関数は､密度であるO粒子不可弁別性により､fi(1)はf(1)と略記で

きるため､試密度場pvmlOを

pvm ≡nclf∑6(ri-r)-Nf(1)i
のようにして導入すると､不等式 (1.81)右辺は､平均場近似 (1.83)のもとで

(1･84)

OT(pvm) ≡ Tr clfHN+Tr ｡1flnf-pN

- 去/drdr,pv-(r)V(r -r′)pv-(r′)+/ d r pv- (r)J～(r)+ pv- (r)ln 響 ,

(1･85)

9すなわち､量子論におけるHartree近似に対応している｡

10vmは､variationalmeanfieldを表す｡
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と書きなおされる｡従って､極小条件､

羊 ∴ _

=0

を満たす密度,

p;--expUdr′V(r-r′,p;-(r′,- -(r,]

を用いた､グランドポテンシャル OT(p;m)は､平均場近似での密度汎関数形を再現する｡
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第2章 高分子系への拡張 (Ⅰ部後半)

2.1 出発式 :グランドポテンシャルの位置座標積分表示 【22]

前章で扱った古典粒子を､n個のモノマーが重合した高分子に置き換えた場合を考える｡

モノマー達が､外場J(r)および化学ポテンシャルpのもとで､2体ポテンシャルV(r-r′)で

相互作用しているとき､グランドポテンシャル0は､式 (1.1)と同様に､

expl-o(i)]- n cl_｡eXpl-(HN-FIN)】,

HN(Pl - 去/drdr'p(r)V(r-r′)P(r')I/dr" r)J(r) (2･1)
と表される｡ただしトレースは､モノマー間の連結性を考慮して行う必要がある｡高分子鎖の連

続体モデルを用いると､n cl-pの具体的表式は､下記のように与えられる 1:

Tr cl-｡ - 云L/bR l(S)-BRN(S),〃=0

/BR l(S, - /DRl(S)exp(-gLnds
この表記の下で､モノマー密度演算子は､

β(r)≡

と表される｡

ds6lr-Ri(S)]

些 土建
ds (2･2)

(2･3)

2.2 従来形式の導出 ･適用限界

高分子系については､古典粒子系の場合と異なり､従来より密度汎関数積分形式が存在する｡ま

ずEdwardsにより､一成分高分子溶融体に対して導入された [22]｡その後､共重合性高分子系に

適用する際､Leibler,Ohta-Kawasaki,等により整備された 【23,24,25]｡

そこで以下では､まず､従来形式の導出過程を詳細に紹介する｡これは､"本章で得られる形式

と従来形式とでは､手続きのどこに相違点があるのか?"-を明らかにするためである｡従来形式

の適用限界についても､最後に指摘する｡

最初の手続きは､第 1章と全く同じである｡恒等式､

1-/DpP 6lp'r'-P'r'.]
(2.4)

1モノマー長 aは､簡単のため､a=1と置いている｡従って､鎖に沿った長さnは､高分子の重合度に等しい｡
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の挿入により､式 (2.1,2.2)は､

e-0-Tr cl-｡/Dp/D4,expト(HN-FIN)+i4,･(p-j3)] (2･5)

へと厳密に書き直される｡本章では､HN(釘 をHN(p)とのみ読み直すこととする 2｡このとき､

式 (2.5)は､位置座標積分と4,-積分を先に行った形で､さらに､

e-il-
/Dpexpl-(HN(p)-PN)+IIp(p)],

と書き直される｡ここで､IIpfplは､

erp - /
D4,exp[Wp擁,)+i4,･p],

ewp- (e-iQ･P)0≡ Tr cl-peXp[-i/dr" r)P]
である｡

(2･6)

従来形式では､次に､式 (2.8)をPについてキュムラント展開する｡これが､従来形式の最大

の特徴である｡その結果､Wp(伸 ま､連結グリーン関数3､Gtm)(rl,･-,rm)､の生成汎関数とし

て与えられる :

wp(*)-至上諜/drl･･･/dr-Gt-,(rl,･･･,r-)"rl'･･･Mrl',m=O

Gtm)(r1,- ,rm)- (A(rl)- P(rm))｡C. (2･9)

ここで､(-A)ocは､高分子鎖の配置に関する平均 (-･)Oのキュムラント平均を表す.

具体的な密度汎関数積分表式を得るためには､さらに､rp(p)の汎関数形を何らかの方法で見

積もらなくてはならない｡従来形式では､鞍点近似を行っている.すなわち､4,積分に関して､停

留方程式､

乳 リ

を満たす経路の寄与のみを考慮している :

erp-exp【w p(4,つ+i4,'･p].

(2･10)

(2･11)

このとき､rpは､単なるWpのLegendre変換にすぎない.従って､IIp(p)は､1粒子既約な頂点

関数r(m)の生成汎関数となる[9,10]:

()〇

rp(p)-∑
m=0慧 /drl･･･/

･･･/drmIl(m)(rl,･･･,rm)p(rl)･･･P(rl). (2.12)

2すなわち､本章では､前章の形式 Bに相当した場合についてのみ考えることとする｡

3m点グリーン関数の内の､端点 rl,- ,rmがすべて､伝播関数と頂点で一つに連結されたグラフのみの寄与分の
こと｡単なるキュムラント平均だが､以下の議論を簡明にするため､場の理論的語法に従った｡

-600-



ソフトマターのための密度汎関数積分法

ここでr(m)は､Gtm)と関係づけられる｡例えば､波数空間において､

r(2)(p,-p)
G!2)(p,-p)

r( 3)(p l,P 2,P3) - -i

である｡

以上をまとめると､

e-il

FpOld(p)

ー

ノ112

Gt3)(pl,p2,p3)

Gt2)(pl,-pl)Gと2)(p2,-P2)Gt2)(p3,-p3)

Dpexpl-fpold(p)-pIJ～]

/drdr'p(r)V (r- r')p(r')+rp(p) (2.15)

となるoこれからわかるように､EPO里 ま､ランダウタイプのべき級数式である｡従って､このハ

ミル トニアンの鞍点方程式 (平均場解を与える方程式)､

誓 -o (2･16)

には､下記のような適用限界がある :

ある次数で打ち切った幕級数式を､ハミル トニアン7poldとして用いる限りにおいて､方程

式 (2.16)は､密度プロファイルが大きく空間変調しているような平均場解 (相分離､等)

を正しく与えない 4｡

この適用限界を越えるには､異なるハミル トニアン表現を探す必要がある｡これが､以下で行

う別形式導入の動機である｡

2.3 方針

前章で述べたように､我々の形式 (以下､形式Phと呼ぶ 5)と従来形式の導出法の最大の違い

は､Wpに関する定義式 (2･8)をキュムラント展開するか否かにある｡我々は､従来形式とは違っ

て､キュムラント展開を行わずにそのまま､4,-積分について鞍点近似を行う｡

これを実行するには､式 (2.5)を (2.6-2.8)とは違った形に書き直しておく必要がある｡今

の場合,n cl-pを先に行って,下記のように表しておくのが便利である 6:

e-0 - /Dp/D.exp卜吉/drdr,p(r)V(r-r,)p(r,)･i*･p･ePQh(.)](2･17)

Qh伺,)-jjR(S)exp卜i4,(r)･i(r)]. (2.18)

4ミクロ相分離のように明瞭な空間周期性を持つ場合に関しては､強偏析にまで拡張適用している例はある[24】｡

5phは､homopolymerのPとhである｡

6後述する自己無撞着場理論との対応を良くするため､外源 Jは0と置いた｡
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この形式の利点は､種々の高次構造の予言で華々しい成功を収めている､自己無撞着場理論 (Self

ConsistentFieldTheory)【26]との対応が明瞭となる点にある[27]｡実際､pと4,の両積分に

ついての停留点 (鞍部点)を取ることにより､良く知られた､自己無撞着方程式が得られる｡す

なわち､p-積分の停留条件から得られる関係式､

i4,sp-/dr'V(r-r')pap(r'),

および､4,-積分の停留条件から得られる方程式､

psp- epLndsq(r,S)qt(r,S),

q(r,S)- /BR(i)6lr-R(S)]expl-iLs桝 sp(a(i))],

(2.19)

(2･20)

の三式を合わせると､密度に関する自己無撞着な方程式となっているのである.ここで､ql(r,S)

は､(2.20)で与えられるq(r,S)とほとんど同じであるが､積分範囲がOからSではなく､ Sから

nである｡

しかし本章では､上述の自己無撞着場理論とは異なり､p-積分関しては停留点を取らない.こ

の違いを図示したのが､"第Ⅰ部の概要"で示した図ト1である｡すなわち､我々が得たいのは､下

記のような形式である :

e-fl

fph(p)-

/Dpexpl-Fph(p)],

去/drdr′p(r)V(r-r′)p(r′)-i4,*(p).p-

ここで､4,'(p)は､(2.20)と同様の式､

p - epLndsq(r,S)qT(r,S),

q(r,S)- /BR(i)6lr-R(S)]expト Ls- (R(i"],

(2･21)

を満たす､βの汎関数である｡ただしβが､(2.19)を必ずしも満たさない任意の量である点が､従

来の自己無撞着場理論との相違点である｡それから､(2.21)の最終項に関しては､(2.22)の両辺

を位置座標積分すると､

/drp- nePQht4,*(pD

となることを用いている｡

ちなみに､fph(p)について､停留条件､

67ph

∂β
- 0,

(2･24)

(2･25)

を取れば､当然､βの停留方程式 (2.19)が再現されるはずである｡実際､このことは､(2.22,2.23)

より､

i64,*(r)
=-nP
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であることから､

i64)* 1

-1㌻P~完 = 0

となることに留意すれば容易に確認できる｡

(2･27)

そういうわけで､残された問題は､いかにして､停留方程式 (2.22,2･23)からゆ*tp)の具体

的汎関数形を求めるかという点に絞られる｡我々は､この逆問題を解くために､新たな処方等を

開発した｡その詳細を以下に述べる｡

2.4 Homopolymer溶液に関する表現 (形式Ph)

2.4.1 停留方程式 (2.22,2.23)の解法

まず､式 (2.23)におけるポテンシャル場4,'を､摂動展開することにより､もっと扱いやすい

形にしたい｡そこで､中を､

4,'(r)-4,0+△4,(r) (2･28)

のように､ある適切なオフセット部分4,0と残余部△4,に分けることとする7｡このとき､式 (2.22)

を､△困 こ関してTaylor展開すると､

p(r)- nep-i(n*o)

･ep-i'nOo)[/dr′Lndsdtqo(r,a)Go(r-r,I,a-i)(-iA"r,,)q!(r,,i,

･去/dr'dr
､L

n
dsdtdu qo(r,S)Go(r-r′;5-i)仁i△4,(r′))

･Go(r′-r"十 u)(一瑚 (r"))qi(r",u)+･･･]

(2･29)

が得られる (詳細表現は､章末日計算の詳細"を参照)｡ここでqoは､(2.23)で4,*-0と置いた

ものに相当している｡従って､実際には､q｡-q去-1であるOまた､G｡は､ガウス鎖のプロパ

ゲータで､

Go(r-r′;S-i)-/bR(u)6lr-a(S)】6lr'-R(i)] (2･30)

と定義している｡

次に､方程式 (2.29)を申 こ関して解くために､4,の関数形を仮定しよう｡これには任意性があ

るが､本章では､下記のようなln(p/n)に関する展開式で書けるものとする :

ど-i4,,(p(r))n
-三/ dr′r(2)(r,r,)ln禦

･訂 dr/dr"r(3)(r,r,,r")ln誓 ln禦 +
(2･31)

74,.の具体形については､後述する｡ただし､後で見るように､4,0の役割は､あくまで補助的なものであって､本
質的ではない｡
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注目すべきなのは､軒は､計算便法として導入するオフセット4,.に依存していない､という点

である｡この関数形 (2.31)には､利点が2つある｡まず一つは､ln(p/n)の展開式､

In霊-1n(ト J'-写 誓 JP, J-1莞 1, (2･32)

からわかるように､Jの高次項まで取り入れられる点にある｡従って､有限のnにおいて､pが1から

十分離れた領域にも適用可能である8.一方､もう一つは､後付けの理由である｡すなわち､In(p/n)

に関する展開式を用いれば､結果として､近似なく精確に､Lifshitzl11]やdeGennesl12】によ

り提唱された自由エネルギーの密度汎関数形を再現できるのである 9｡

さらに､オフセット部分血 が､任意の密度伽 を用いて､

空- iQ 0- 1 1n些
n n n (2.33)

と書けるとすると､4,*の式 (2.31)とpに関する方程式 (2.29)との整合性も良くなり､r(n)(n-

2,3,･･･)の関数形を決める条件 (すなわち､4,の解条件)も自ずと決まってくる｡これについて､

最後､見てみることにしよう｡

まず､(2.31)を (2.29)に代入する.このとき､ln(p/n)一次のオーダで､(2.29)は､

p(r)-po+sl/ dr′dr"/dsdt Go(r-r,;S-i,F'2'(r,,r")ln誓 え-n21ne]･･(2･34)

と書き直される｡従って､

/ dr'/
dsdtG｡(r-r′;S-i)r(2)(r′,r")-n26(r-r")

となるようにr(2)を選べば､(2.34)は､

p(r)-p.=polnと坦 +･･･Po
となる｡ここで､poは任意なので､限りなくp(r)に近い値を取るとすると､対数部分は､

ln旦 = 色二型po Po

(2･35)

(2･36)

(2･37)

のように､最低次の項で置き換えられ､(2.36)の等号は､右辺第 1項の段階で成立する｡従って､

(2.35)は､r(2)に関する条件として適切であることがわかる｡またこのことは､(2.35)を満たす

r(2)を採用するとき､r(n)(n≧3)のpへの寄与が存在しないことも示している｡この条件から､

r(n)(n≧3)の関数形も規定されるのである｡

8モノマー長を1と置いているので､pは体積分率に他ならない｡

9よく用いられてきたが､厳密な意味での正当化は､これまでほとんどなされていなかった 【28]｡
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2.4.2 ポテンシャル場4,の停留解

前節の条件を満たすr(n)(n-2,3,- )の具体的関数形を求めることで､式 (2.31)で与えられ

るポテンシャル場中の停留解が得られる｡そこでまず､r(2)およびr(3)のフーリエ変換表現をそ

れぞれ求めよう｡

r(2)は､関係式 (2.35)で与えられるため､フーリエ変換したp-空間においては､(2.13)に類

似の関係式､

r(2)(p)
n2

2So(p)

so(p) - r dsLs
dtGo(p;S-i) (2･38)

を満たす｡ここで､r(2),S.の変数は､これらがp2の関数であることを考慮して､Ipl-pである｡

これは､後で出てくるr(3),si3)､等についても同様である｡ガウス鎖の場合､S.(p)は､良く知ら

れているように､Debye関数､

D(x)-芸(e-x - 1+I), x-np2/6
を用いて､

so(p)-0.5n2D(I)

と書ける[22]ので､(2.38)より､r(2)はDebye関数の逆関数に等しいことがわかる:

r(2)(p)-D-1(I), x-np2/6.

(2･39)

(2･40)

(2.41)

一方､Il(3)を求めるためには､まず､pに関する方程式 (2.36)の右辺を､さらに､In(p/n)の

2次のオーダまで書き下す必要がある :

p(r)-po

- poln慧 +S/dr′dxdyIdsdtGo(r-r′;S-i)F'3'(r,,X,y).n誓 えln豊

･蓋 / dr′dxdr"dyrdsdtduGb3'(r,r′,r";S,i,u)

×r(2)(r′,Ⅹ)ln哀史 r(2)(r",y)lneizi+-(2.42)n n

ここで､Gb3)は､ガウス鎖なので､単純にG｡の積として与えられる :

GS3)(,,r',,";S,i,u)-G｡(r-r′;S-i)G｡(r′-r";ト u). (2.43)

2.4.1節の最後で述べたように､(2.42)式の右辺第2項以降の寄与はゼロとならなければいけな

い｡この条件から､r(3)の波数空間表現が求まる｡係数等の仔細な検討は､章末のM計算の詳細日

で行っているが､結局のところ､良く知られた関係式 (2.14)に類似した式､

Il(3)(pl,P,,P3)
n4 6(pl+p2+p3)
8S o(pl)So(p2)So(p3)

sL3'(p"pj,- r dsLsdtLt

[sL3'(pl,P2)+Si3'(p2,P3)+SS3'(p3,Pl)恒 4)

duGo(pi;S-i)Go(pj;ト u) (2･45)

-605-



古沢 浩

が得られる｡Debye関数D(I)(I-np2/6)を用いれば､さらに､

r 3̀'(pl,P2,P3)- 一芸lD11(xl)

β~1(£2)一刀~1(∬3)
X2-X3

+β~1(∬3)

n

-iD-1(-R2V2)2n

+D~1(x2)

D-1(xl)- D~1(x2)
∬1~∬2

D-1(x3)-Dl1(xl)
X3-Xl

♂(pl+p2+p3) (2･46)

と､Akcasu等の結果 【29】と同様の式 10で書けることがわかる (これも､章末日計算の詳細 日を

参照)｡

以上より､r(n)(n-2,3)は､デバイ関数D(I)を用いて､それぞれ､式 (2.41)､(2.46)で与え

られることが示された｡そこで､これらの逆フーリエ変換表現を､4,の式 (2.31)に代入すると､

上 げ てp(r)) -LD-1(-R2∇2)ln廻

D-1トR2∇2)-D-1(-R2∇2)

-(R2号 2- R2∇2) ▲▲▲n

-⊥ Dll(-R2∇2)ln廻2n n

i D-1(-R2∇ 2)lnと坦
2n n

D-1(-R2号2ト D-1トR2(守 +∇)2]

-lR25 2-R2(守 +∇)2]

D-1[-R2(守 +∇)2ト D-1(-R2∇2)

｣R2(守+∇)2-R2∇2]

となる (導出の詳細は､章末参照)｡ここで､本章の記法によれば､慣性半径Rが､R2-n/6と

与えられることを用いた｡また､守 のー は､左方向に働く演算子であることを表している｡

2.4.3 fphの汎関数形

Fphの汎関数形は､4,の最終式 (2.47)をFphの式 (2.21)に代入すると得られる :

fph(p)-去/ drdr,p(r)V(r-r′)p(r,)-/ dr讐 一 i/ drp(r)机 p(r))･

(2･48)

しかし､このままでは扱いづらい｡そこで､以下では､デバイ関数の近似式を用いて､簡単化する｡

これにより､Lifshitzや deGennesの提唱する自由エネルギー汎関数形との比較が可能となるO

まず､あらゆるx-R2q2に適用可能な近似式､

D-1(x)FYI+x/2,(0<x<∞),

を用いよう11｡このとき (2.48)は,

fphtp) - ;/ drdr,p(r)V(r-r,)p(r,)-/ dr:p･/ dr:ln:-:･%

-/dr慧 1n£ln£-/ dr等 ln£

10彼等は､先験的議論により同様の式を提唱している｡

ll:rの全範囲で､真値との誤差は 15%以内である｡
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となる (章末の"計算の詳細"を参照)Oこの第 1行目は､Lifshitzタイプの自由エネルギーに他

ならないlll]｡第 1行目の最後の3項は､高分子の並進エントロピーと形態エントロピーに相当

している｡また､第2行目が､Lifshitz型自由エネルギー汎関数に対する補正項である｡この補正

寄与は､鎖配置に関する高次相関を考慮すると､従来のエントロピーの見積もりが抑えられこと

を示している｡ここで注意を促したい点は､第 1行目についても､最終項の係数がLifshitzの提

唱する係数1/24と一致するためには､鎖配置に関する3次相関[(2.31)におけるr(3)1の寄与を

考慮する必要がある､という点である｡例えば､

D-1(-R2∇ 2)-D-1(-R2∇2)_1(ヽノ
2

(R2号 2- R2∇2)

の関係式は､第 1行目の導出においても本質的である｡

一方､デバイ関数は､長波長城 (弱偏析域)では､xに関して展開可能である :

Dll(I)-1+冒.蛋 +a(x3)･

(2.51)

(2.52)

この近似を用いると､(2.48)のFphは､先ほどの表現 (2.50)の係数 1/24を1/36に置き換えた

式に帰着する (章末の"計算の詳細"を参照):

fph(p) - ;/ drdr'p(r)V(r-r')p(r')-/ dr:p･/ dr:ln:-:･

i dr£ ln£ln£-/ dr-賢二二二 rZ,

(∇β)2

36/)

(2.53)

上式の第一行目は､deGennesが高分子ブレンド系において提唱した自由エネルギー汎関数形に

他ならない【121｡今の場合も､先ほどと同様､deGennesが提唱する係数 1/36を再現するには､

鎖配置に関する3次相関の寄与が本質的である｡すなわち､Debye関数への∬2オーダの寄与まで

を考慮に入れて､

D-1(-R2号 2ト D-1(一R2∇2)

-(R2号2-R2∇2) -喜一霊(∇2+∇ 2) (2･54)

と計算することなどが､第 1行目の導出においても必要なのである｡このことは､鎖配置に関す

る3次相関を詳細に考慮してはじめて､deGennes型自由エネルギー汎関数の正当化が可能である

ことを示している｡そしてこれが､deGennesの行ったRPAレベルでの議論を超えて､厳密に､

deGennes型自由エネルギー汎関数を導出することがこれまで困難であったことの理由でもある

と思われる[28,30]｡

2.4.4 形式phのまとめ

以上より､Homopolymer溶液のグランドポテンシャル0に関する､新しい密度汎関数積分形式

(形式ph)が得られた｡すなわち､形式Phは､(2.48)で与えられるfphを用いて､

E,-ll-Dp expl-Fphtpl]
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と表される｡形式Phの従来形式とは異なる特徴は､今の場合､ハミル トニアンfphが､(2.12,

2.15)のようなpに関するべき級数式ではなく､Lifshitz-deGennesタイプの自由エネルギー汎関

数FL_dGに帰着する点である :

7ph - FL_dG+AFph,

FL-dG - 去/ drdr,p(r)V(r-r′)p(r,)J dr≡p･/ dr£ln£一三+C讐
(2･56)

ここで､△Fphは､(2.50)や (2.53)の第2行目で与えられ､FL_dGへの補正項を表している｡

また､係数Cは､Debye関数の近似の仕方で､1/24と1/36のどちらかが選ばれる12｡ちなみに､

補正項については､LifshitzスクールのSemenovによっても導出されており[32]､この見積もり

との比較が､今後の課題であろう13｡

2.5 Diblockcopolymer溶液への適用 (形式Pd)

形式Phの導出手法を､A,Bの2種類のモノマーから成るdiblockcopolymer系に拡張適用する｡

形式phの利点の1つとしては､ハミルトニアンが高分子の並進エントロピーを顕に含んでいると

いう点がある｡この利点が生かされるのは､溶融体よりはむしろ溶液系の場合であろう｡そこで

本章では､特に､溶媒がAモノマーと同種分子である場合を考える｡このとき､溶媒はモノマー

選択性を有するため､diblockcopolymerは溶液中で高分子ミセルを形成する｡このミセルの安定

条件には､高分子の並進エントロピーが必要不可欠である｡

2.5.1 "出発式"の変更

簡単のため､A,Bのモノマー数比が 1:1の場合を考える｡このとき､溶媒分子 ･A,Bモノマー

の密度演算子 (PAs,βAm,j3Bm)は､それぞれ､

i)As(r)

PAm(r)-

ββm(r)-

凡

∑
出
梅∑出

場

∑
出

i
n/2

/n72

ds6lr-Ri(S)i,

ds6lr-Ri(S)]･

と定義される.また､ハミルトニアンは､PA-βAs+βAmや xパラメータを用いて､

HN(j3A,βBm)-drxβA(r)i)Bm(r)

(2･57)

(2.58)

12強偏析域で､係数を1/36から1/24に変更すべきかどうかという問題は､これまで議論の対象となってきた【30,31】｡
門外漢には､墳未な事柄だが｡

13我々の計算法が汎関数積分法であるのに対し､Lifshitz流の独自手法は､演算子法である【11,32]｡このように､高
分子鎖の計算法にも､量子場と同様に (汎関数法と演算子法の)2手法ある｡この量子場の場合との類似は､両者とも

ガウスプロパゲータで記述されることに由来しており､不思議ではない｡
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と表されるものとする｡本系では､低分子も顕に考慮するので､(2.1)にさらにTrclを加えたも

のが､出発式となる :

e-O - TtclTrcl一｡eXpトHN(PA,PBm)+psNs+FLpNp],

Trcl - Ni.a/drl･･･drNs,
00

Ttc1-｡ - ∑
Np-0

1

Np･f /
ijRl(S)-15RNp(S)･ (2.59)

ここで､溶媒分子と高分子の化学ポテンシャルと総数を､(ps,Ns,pp,Np)と置いた｡

2.5.2 "方針 "の修正

高分子に関して､C-数として置くと便利なのは､高分子濃度に比例したA,Bモノマー密度の相

加平均pm-pAm+pBm､および､A,Bモノマーの密度差11-PAm-PBmである｡従って､先ほ

どと同様､第 1章の最初の手続きを踏襲して (2.59)を書き直すと､

e-0 - TrclTr cl-peps"S'pp"p/ DpsDp-Dn/ 瑚 - 瑚

×eXp口drxpAPBm+i4,S･(ps-PAs)

+i4,m･(pm-(j3Am+j3Bm))+勅 ･trl-(βAm-i)Bm))

となる｡ここで､更に導入されたC一数pA,ββmは､

pA - Ps+0.5(pm+77),

pBm - 0.5(pm-ll)

] (2･60)

(2.61)

のように､pmとrlで表される変数である｡

まず､低分子系の補助ポテンシャル場車Sに関しては､1章の形式Bで行った見積もり法を採用

する｡また､高分子寄与分に関しても､(2.18)と同様に､

Qd(4,m,砺)-
/

ijR(S)expl-i4,m･p̂m 一勅 ･利

と置く｡このとき､(2.60)はさらに､(2.17)に類似した表現へと読み替えられる :

e-0 - /DpsDp-Dn/- 瑚 exp卜去/drxpAPB-

辛/drpslnps-ps+peps+i4,m･pm+砺 ･rl+ePpQdくせm,布)

(2.62)

]･ (2･63)

さらに簡単化して､密度汎関数積分表示に帰着させるためには､homopolymer系 (形式ph)と

同様に､ポテンシャル場を停留解で置き換えれば良い :

e-0 - /
fpd-/

DpsDpmDrTeXpトfpd〈pm,11日

drxpAPBm+pslnps-ps-FLsPs

-i4,読･pm一明 ･r7-ePpQd(鶴 ,弔)･

1609-
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ここで､耽,4,;は､下記の方程式を満たすpm,りの汎関数である :

p-(r)-epp/BR(S)p--(r)expl-鳩 ･み 一骨 拓

殖 )-epp/BR(S)紳 )exp上場 ･β信 明 ･*]

そういうわけで､残された問題は､homopolymer系の場合と同じで､方程式 (2.65,2.66)の解

法である｡この手続きに､homopolymer系との相違点が見られる｡

まず､2.4.1節と同様に､ポテンシャル場をTaylor展開しよう｡このとき¢mは､先ほどの (2.28)

と同様に､pmに近い任意の濃度伽mで,

坐 -Oom=土ln些聖n n n

と表されるオフセット分4,0mを分離しておく :

砿 (r)-4,0m+△4,m(r)･

すると (2.65)は､(2.29,2.34)と同タイプの式に書き換えられる :

p-(r)-po-+慧 [/dr′/dsdt Go(r-r′;S-i)(-△･-(r′))

I;/ dr'dr"/

(2･67)

(2･68)

dsdtdu Go(r-r′;S-i)(-△4,m(r)′)

･Go(r′-r";i-u)ト△4,m(r"))+-･]･ (2･69)

ここで､理想鎖に関する平均値 (-･)014に関して､

(i)(r)*(r′))0-(P(r)や(r′)や(r"))o･I･-0

が成立することを利用した｡

一方､(2.66)も､

(*(r))0- (i)(r)P(r′))0- (i)(r)j3(r′)P(r"))0-･･･-0

なので,Taylor展開すると,

* )-慧 [/dr′(紳 )" r,))o(瑚 (r′))+･･･]

と簡単になる｡

(2･70)

(2･71)

(2･72)

まず､△4,mに関する方程式 (2.69)を､(2.29)と比較してみよう｡すると､(2.69)は､実は､

homopolymer溶液の停留方程式に他ならないことがわかる.従って､棺 については､前節の形

式phの結果 (2.47)をそのまま用いれば良いのである｡すると (2.64)は､さらに､

Fpd - /drxpAPB- + pslnpsIPs-peps-拷 +慧 ln慧

･/d誹 禦 一酢 り-ePpQ鵡 描 ) (C-1/24orl/36)･ (2･73)

14 (2.8)と同様の記法である｡
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となる.ここで､(2.56)で言うところの補正項△fphは､簡単のため､省略した｡

つまり､diblockcopolymer溶液系 (形式pd)に固有の計算は､方程式 (2･69,2･72)から､明
の解を見つける部分だけである｡これが､次節の主題である｡その結果､diblockcopolymer系の

ハミルトニアンfpdが与えられる.

2.5.3 fpdの汎関数形

(2.72)を､任意の濃度 pomに依存しない形にしたい｡そのために､rl(r)/pm(r)を取ることと

しよう｡すると､(2.69,2.72)より､

逆_rl
pm(r)-tJL

dr′摘(r)*(r′))o(-弼 (r))+ 0

が得られる.これより､4,Vの最低次解は､

/dr ′(*(r)*(r'))orS2)(r′,r")-n6(r-r")

pm(r)一伽m

Pom

で与えられるri2)を用いて､

一砕 )-/dr,rL2'(r,r,)空論

と書けることがわかる｡

そこで､rS2)の具体的表現を与えよう｡(2.75)より､フーリエ変換したp-空間上では､

ri2)(p)-
rL

(吟(p)や(-p))o

(2･74)

(2･75)

(2･76)

(2･77)

と与えられるので､(巧(p)や(-p))Oがわかれば良い.章末に示した計算によれば､パラメータ付き

のDebye関数D(I,I)､

D(I,I)-芸(fx･e-fT-1),I-np2/6

を用いて,

(軸 椎 p))0-4n2 [D(0･5,I)一芸D(1,I)]

と与えられる｡従って､(2.77)より､

rs2,(p,-去 lD(0･5,I,一差D(i,I,]Ll

(2･78)

(2･79)

(2.80)

が得られる｡

このままでは扱いづらいので､Ohta-Kawasakiにより最 初に提 唱された近 似式 [2 4]を用 いよう｡

すなわち､長波長 ･短波長の両極限にお いて､

[D (0･5,I,- iD (1 ,I , ] I 1 1 224x/" p二ou,

- 6 1 1 -
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なので､(2.80)で与えられるrL2)を､これらの和で与えられるものとして､

rs2'(p,TP,- 芸 p-2+去 p2

と近似する｡上式の実空間表現は､

∇2Q(r-r′)ニー6(r-r′)

を満たすグリーン関数Q(r-r′)を用いて､

rs2'(r,r′)-芸 g(r-r′)一志∇26(r-r′)

である｡

(2･82)

(2･83)

(2･84)

以上より､停留解明は､(2･76,2･84)で表されることがわかったo次に､この明 を､(2･73)に

代入するわけだが､そのためには､(2.73)の最後2項を更に書き直す必要がある｡まず､最終項

を以下のように展開しよう :

eppQd(孤 ,弔) - epp/15R(S)expl-i砿 ･p̂m]

一芸epp/ drdr′/BR(S)"r)" r')榊 )*;(r')e一伽 ,

/dr慧+去/dr砕 )慧 [/dr′ (砕 )"r,))o(砕 ′))] . ･･･

-/dr慧一芸弼･り･

これと (2.74)を合わせると､

一明･り-e仲Q掘 仰 ニー/ dr慧寸桝
となる｡ここで右辺最終項は､停留解 (2.76,2.84)より､

寸 鯨 り-S / drdr′府 )Q(r-r,蘭 +去 / dr.∇ 刷 ･･I∇豊

である｡

(2.73,2.86,2.87)の結果を集めると､fpdの最終表現が得られる :

fpd -/ drxpAPB- ･pslnps-ps-psps-pp慧+慧ln慧一慧

･/drC豊 里 +去 L∇ 刷 l･

- 6 12-
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2.5.4 形式Pdのまとめ

以上の様に､homopolymer系と同様の方針で､補助ポテンシャル場の停留解を見積もった結果､

diblockcopolymer溶液のグランドポテンシャルに関する､新しい密度汎関数積分形式 (形式pd)

が得られた｡すなわち､形式pdは､上式 (2.88)で与えられるハミル トニアンfpdを用いて､

e-0-/Dp expLFpd(p)] (2･89)

と表される｡

形式Pdのハミル トニアンfpdが､従来形式と異なる点は､以下の2点である :

｡高分子濃度 (∝pr,J に関する汎関数形が､homopolymer系と同様に､Flory-Huggins-de

Gennes(OrLifshit2:)タイプに帰着することが示されている･,モデル関数として､先験的

に導入することは従来も行われてきているが､第 1原理的正当化はこれまでなされてなかっ

た15｡

･異種モノマー間の濃度差申こ関する汎関数形は､一見すると従来と同タイプである｡すなわ

ち､勾配項 [(2･88)の最後から2番目の項]として表されるA,B-blockそれぞれの形態エント

ロピーによる寄与､および､長距離相互作用項 [(2.88)の最終項]として表されるA,B-block

の連結に起因したエントロピー弾性の寄与16の､総和として与えられている17｡しかしなが

ら､よく見ると､各項の係数は1/pm(r)に比例しており､位置依存性を持っている｡すなわ

ち､我々の結果は､濃度差rlに由来する寄与 [(2･88)の右辺最後の2項]は､高分子濃度

pm/nに依存することを示している｡この結果は､従来法では決して得られない｡ところが､

このようなpmとrlの密接な相関は､溶液系､とりわけ高分子ミセル系などにおいては､本

質的に重要な効果である｡なぜなら､溶液系では､ミセルあるいは高分子凝集体を形成し､

ある局在した空間にしか高分子が存在しない､という状況がしばしば出現するからである｡

このような場合､溶融体のように系全体にわたって77が空間変調するのではないため､rlの

空間変調は高分子局所濃度pm(r)/nに強く依存すべきなのであるO形式Pdの汎関数形は､

そのような効果を考慮した表現になっている｡

15しかしながら､本節の冒頭でも述べたように､Flory-Huggins-deGennesが提唱したような対数形式で表される高
分子の並進エントロピーは､溶液系､とりわけ高分子ミセル系などにおいては､本質的に重要である｡

16stoichiometryから理解する立場もあるが 【33ト ここでは､deGennes流の解釈 (ゲルの分極項)【341に従った｡

17良く知られているように､この2つの寄与の短距離的 ･長距離的という相反する性質が､TTの空間変調 (すなわち､

A,Bモノマーのミクロ相分離)をもたらす原動力である 【24]｡

ー 6 13 -
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計算の詳細

(2.29)の詳細表現

(2.44)の導出には､ (2.29)の詳細表現が不可欠である｡まず､ (2.22)のポテンシャル場を

(2.28)のように分離したときの式を､展開せずに書いておこう:

p - ep-i(n血)Lndsq～(r,S)q～f(r,S),

q～(r,S)- /bR(i,6lr-R(S)]exp[-iJs d- (R(i))]
(2･90)

この右辺を展開するということは､すなわち､6,q～Iを下記のように表すということである :

q～(r,S)- 1+/dr′LsdtGo(r-r,;S-i)ト瑚 (r′))

･;/
dr/dr"Ls

dtduGo(r-r′;S-i)(-iA4,(r′))Go(r′-r";i-u)(-iA4,(r"))

q～f(r,S)- 1+/dr'/ n dtGo(r,-r上 s)(一瑚 (r′))

･去/dr/dr"/n
dtduGo(r′-r;i-S)仁 iA4,(r′))Go(r"-r′;u-i)ト iA4,(r"))

これらを (2.90)に代入すると､以下の通りになる｡△¢2の項が､より詳しく書かれている｡rの

位置に注意されたい :

p(r)- nep~i(n4,0)+ep-i(n4,0)

･/dr′dr"r dsLsdtL t

･/dr′dr"LndtL tdsLs

･/dr′dr"/.ndu/ou dtlt

[/dr,Ln
dsdtGo(r-r′;S-i)(-i△4,(r/))

duGo(r-r′;S-i)仁i△4,(r'))Go(r′-r";i--iu)(-i△4,(r"))

duGo(r′-r;i- S)(-iA4,(r′))Go(r-r";S-u)(-iA4,(r"))

dsGo(r"-r′;u-i)(-i△4,(r′))Go(r'-r,･t-S)仁i△ゆ(r"))

(2･91)

(2.44)の導出

(2.42)の右辺の第2, 3項をフーリエ変換表示しよう｡まず､第2項である｡1np/nのフーリ

エ変換をf(pi),(i-1,2,3)と置くと､

慧H∑eipl.r2So(pl)r(3)(pl,P2,P3)I(p2)I(p3)6lpl.p2+p3]
i-1-3 pt

と書き直される｡

(2･92)

一方､(2.42)の右辺第3項は､(2.91)の詳細表示 (右辺最後の3行)に対応して､さらに3分
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割される｡上から､I,II,ⅠⅠⅠと置くと､これらのフーリエ変換表示は下記のようになる :

Ⅰ-慧Il∑eipl.rSS3'(pl,P2)r(p3)r(p2)I(p2)I(p3)6(pl･p2+p3)
i-1-3pi

･I- 慧 Il ∑ eipl.rSS3'(p2,P3)r(p2)r(p3)I(p2)I(p3)6(pl十 p2十 p3)
i-1-3pi

III-慧口∑eipl'rSS3'(p2,Pl)r(p3)r(p2)f(p2)I(p3)6(pl･p2+p3)･
i-i-3pi

(2･93)

ここで､r(p2),r(p3)の自由度に起因した数因子 2が表れないのは､Si3)の変数がFの変数を規

定するためである｡

本文で述べたように､r(3)の関数形は､(2.91)の第 2項以降が消えるという条件から決まる｡

この条件は､言い換えれば､(2.92)と (2.93)で表されるⅠ,ⅠⅠ,ⅠⅠⅠの総和が等しいという条件で

ある｡従って､eipl●rf(p2)I(p3)に比例する項を拾い出せば､

2So(pl)[F'3'(pl,P2,P3)IF'3'(pl,P3,P2)]

-lsi3'(pl,P2)+Sis)(pl,P3)]r(p3)r(p2)6(pl･p2+p3)

･lsi3'(p2,P3)+SL3'(p3,P2)]r(p2)r(p3)6(pl･p2+p3)

･lsS3'(p2,Pl)+Si3'(p3,Pl)]r(p2)r(p3)6(pl+p2+p3) (2･94)

となる｡右辺を三分割したが､これらはそれぞれ､上式のⅠ,ⅠⅠ,ⅠⅠⅠに対応している｡

(2.94)から､問題の (2.44)式を導くためには､さらに､以下の2点に留意する必要がある｡

すなわち､まず第 1点は､次節で見るように､S53)がS占3)(pi,PJ)-S占3)(pJ,pi)という対称性を有

する点である.さらに､後で逆フーリエ変換する際には､r(3)の変数の順序が違っても､同じ結

果を与えることを考慮すると､(2.94)は､結局､下記のように簡単化される :

4So(pl)r(3)(pl,P2,P3)

-2r(p2)r(p3)lsi3'(pl,P2)+Si3'(p2,P3)+SL3'(p3,Pl)]6(pl+p2+p3)

これと (2.38)より､(2.44)が得られる｡

(2･95)

(2.46)の導出

S.tま､(2.40)で与えられることがわかっているOつまり､Si3)の計算さえすれば良いOこれは､

以下のように簡単に実行される :(2.45)より､

S占3)(pi,PJ) 了上州.■
ナし.α

r

州ハ∂
-α川-右二

と書けるので､積分すると､

｡(3)′u山､ n3D(xJlト D(xt)
si3'(pi,Pj)-‡ Xi~ Xj

due-Pi(S-i)/6eqq(i-u)/6

となる｡最後に､(2.40)と (2.97)を (2.44)に代入すれば､(2.46)が得られる｡

- 6 15 -

(2･96)

(2.97)



古沢 浩

(2.47)の導出

(2.31)をr,r(3)のフーリエ変換表示を用いて表そう :

と-iV,～(p(r))n

-三吉/dr′r̀2'(p)e-tp.̀r-r''ln禦

･去｡呂3/dr′dr"r̀3)(pl,P2,P3)e-i'pl'r'p21r''p3'r"'ln禦 ln禦

×∂(pl+p2+p3)

∑ r(2'(p)I(p)e-ip･r･去∑ r(3)(pl,P2,P3)I(-p2)I(-p3)eip2･r'ip3･r (2･98)
p p2,p3

r,r(3)のフーリエ変換の具体的表式 (2.41,2.46)を代入すると､さらに､

と-i4,･(p(r))n

-三∑ e-ip･rDl1(R2p2)I(p)一去∑ eip2･r'ip3･r
p

D ~1〈R2(p2+ p3)2〉

p2)p3

D-1(R2p…)-D-1(R2p…)

+D-1(R2p…)

R2p…-R2p喜

D-1(R2p三上 D-1(R2(p2+p3)2)

+D-1(R2p…)

R2p23-R2(p2+p3)2

D-1(R2(p2+p3)2)-D-1(R2p…)

R 2(p 2 + p3)2I R2p…
I(-p2)I(-p3)(2･99)

となる.ここで､R2-n/6と与えられるガウス鎖の慣性半径 Rを導入したO

次に､実空間表現に持っていきたい｡まず､

p2f(p)e-ip･r = -∇21n些n

(p2+p3)2f(p2)侮 )eip2lr･ip3･r ニ ーlneT (守+∇)21n禦 (2･100)

等となることを確認しておこう｡これと､Debye関数がp2のべき級数式になることに留意すると､

結局､(2.99)は (2.47)と読み替えられる｡

(2.50)の導出

(2.49)の展開式を用いると､(2.47)より下記が得られる :

p(r)ど-ip(r)4,～(p(r))n

-三(11吉R2V2)1n慧 一去(11去R2V2)[ln慧(去)ln響 ]

_ ln吐11

2n n
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p∇2In卓
n

plnと∇2lnとn n

さらに､

∇2p_空壁 ,
〟

∇2plnと一理 lnと
n P n

(∇β)2

- ∇･(∇pln£)｢ ｢-一理 lne

pv2lln:(;)ln:] - pV･lln:許 讐 +ppln£vn2ln£

- ∇･(∇pln三上 壁 Inと,P n

等の式変形に留意すると､(2.101)は､

p(r)≡-ip(r)m p(r))

-三ln£+雲讐 一芸 (ln£)2-空 理軋 n旦2n p n

と書きかえられる｡これを (2.48)に代入すると (2.50)が得られる｡

(2.102)

(2.103)

(2.53)の導出

(2.49)の展開式を用いると､(2.47)より下記が得られる｡ただし､0[∇21までを記す :

p(r)三一ip(r)m p(r))
1

n(1一言R2∇2)ln豊
1

2n (1-;R2V2)[
E""ⅣllHu
2∇+2｢∇

畝

融
l
13

i控
l

-:(I-;R2V2)

巨｡ユ ニ

蛋((打 ∇)2+∇2)]ln響 (2･104)
(2 .102) と

; ln :(守+∇ )21n£-pV 2 [ln£ (去) ln: ]

に留意すると､(2.104)は､

p(r)≡-ip(r)n p(r))

-三ln£+芸讐 -去 (ln£)2-空 理 lnと3n p n

と書きかえられる｡これを (2.48)に代入すると (2.53)が得られる｡
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(2.79)の導出

(柄)Oを､βAm,ββmを用いて､

(柄)0-(βAmβAm)0+(j3BmPBm)0-2(βAmβBm)0

と書き直す｡ここで､あからさまな表現は､それぞれ､

(βAmβAの)0

(PBmi)Bm)0

(βAmj3Bm)0

2可

m

βoS1

.

--州′-ん
/ん

･ナL

el

♂

れ

2

♪′

ムrん

CrJ
d

ゐ
･ナ
レ

.α
れ

声

√
⊥ハ∂

.α

dtexp(-p2Ls-tl/6),

exp(-p2ls-tl/6),

exp(-p2Is-tl/6),

である｡上式の積分を行うと､(2.78)を用いて､

(j3AmβAm)0-(j3BmβBm)0- n2D(0.5,x)

(βAmj3Bm).- 0.5n2D(1,I)-n2D(0.5,x)

と書けるので､これらを (2.107)に代入すると (2.79)が得られる｡
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第ⅠⅠ部 具体的諸問題への適用

第ⅠⅠ部の概要

裸のポテンシャル表現 (形式B)を非対称性電解質溶液に､直接相関関数による表現 (形式D)

を剛体球ガラスに､それぞれ適用した｡以下では､これらの適用理由･成果概要について述べる｡

形式B→ 非対称クーロン系

(i)強結合描像の紹介

ここで言う非対称クーロン系とは､球､棒､平面状の高分子イオン (多電荷担体)と低分子イオ

ン (解離したカウンターイオン･添加塩)の混合溶液系を指す｡特徴は､帯電量やサイズが非対称

な点にある｡本系では､近年次々と､種々の新奇な物性が見出されている｡それらの現象は､大き

く分けて二つに分類される[36,37]:高分子イオン実効電荷の大きい符号反転 (giantinversion)､

および､ 同符号高分子イオン間に働く長距離引力である｡

最近､この種の現象を説明しようとする理論的試みが､精力的に行われている｡ その結果､こ

こ数年､とりわけ物理コミュニティーの理論家の間で共有され始めている認識は､下記の通りで

ある【36,38,39日

●poisson-Boltzmannアプローチの非有効性; 弱結合 (高温)近似解であるPoisson-Boltzmann

方程式解に､Oosawa流の補正項 [35]を加えていったとしても､例えば､同符号間長距離引

力は導出されない｡

･室温におけるエネルギー支配的 (低温的)現象; 多価カウンターイオン (価数Z>2)の場

合､室温 ･水中でも､高分子イオン表面への全吸着が基底状態である｡Poisson-Boltzmann

アプローチの立場から見ると､このことは､遮蔽長が 1分子オーダであることに相当してい

る｡すなわち､全吸着によるenergygainが､局在によるentropycostを凌駕しているので

ある｡

●吸着カウンターイオン間相関の重要性 ; 吸着カウンターイオン達は､荷電表面上を自由に

動く2次元プラズマを形成する｡このとき更に生じる､プラズマの相関エネルギー得が､新

奇物性の起源であると考えられている｡

第 3章で取り上げる"強結合描像 "とは､上記立場の理論を総称したものである｡
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令z価のカウンターイオン 多電荷担体表面に

00
00oee○○
poisson-Boltzmann描像

･::::≡.Ill;-;-I-:--I:-=郡 =--:;

2次元プラズマを形成
J
i

○

裸の引力

図 Ⅰト1:強結合括像

(ii)問題設定､および､第3章の成果

上述のような遮蔽長をキーワードにした説明は､強結合描像の自然さを理解するのには適して

いる｡しかしこのままでは､Poisson-Boltzmannアプローチとの違いが見えにくい.

強結合描像のユニークさは､実は､上記前提に基づいて展開される理論の詳細にある｡この描

像では､極めて直観的な議論を経由して､以下のような､Poisson-Boltzmann描像とは全く異な

る取り扱いを正当化している【36,38]:

高分子イオン表面近傍での非遮蔽性 ;表面近傍の低分子イオン達は､高分子イオンの持つ

反対符号の電荷が作る､遮蔽されていない裸の引力ポテンシャル下にあると仮定している｡

もちろん､この非遮蔽性の主張だけならば､強結合描像の図をしばらく眺めていると､妥当な議

論のようにも思えてくる｡しかし､かなりの直観的考察が必要であることも事実である｡

第 3章では､強結合描像のこのような直観的議論の詳細が､形式Bを用いることにより､数式

的に正当化できることを示す｡その際の本質的な新奇性は､密度汎関数積分形式Bから出発した

点にある.強結合領域の取り扱いは､これにより､ポテンシャル場表現のsine-Gordon形式経由

よりも､はるかに見通しが良くなる｡その結果､強結合展開が可能となる｡さらに､この摂動展

開法を用いると､強結合極限における､同符号荷電体 (板､棒)間の長距離引力式も導出される｡

形式D → 剛体球ガラス

(i)第 4章の関心事

次ページの図II-2は､1成分 ･剛体球系の圧力(P)-体積分率 (4,)平面に示した相図である[40]｡

ここで､点線は準安定線である｡本章で関心のある剛体球ガラスは､この準安定線上に存在する｡

すなわち､結晶化の進行度よりも速く圧縮していくと､点線に沿って､過冷却状態からガラスへ

と変化していく｡
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圧力(P)

ガラスの特質は､凍結された密度不均一性にある【41】｡これが､平均密度場tp)を変数とする理

論が有効であると思われる理由である｡従来の密度汎関数理論では､剛体球ガラスの圧力は､下

記のように表されてきた【42,43日

- Po+APRY,

-/ drlp(r)ln2 -(p(r)-pl)]12/drdr'lp(r)-pl]C(2)(r-r'･,pl)lp(r')-Pl].

ここで､Poは一様体積分率plでの液体の圧力を､また､△PRYは不均一性に起因した付加項を表

している 1.この表現は､密度場 (p)が既知の結晶相の研究では､圧倒的な成功を収めてきてい

る｡しかし､ガラスのような密度場が非周期な系では､数あるアプローチ法の一つでしかない (具

体的に､この先どう取り扱っているかは､4-3節を参照)｡何より､以下で述べるような､本質的

な問題を抱えている｡

それは､randomclosepacking(これ以上圧縮できない､非結晶状態)の問題である｡この状態

は､相図で言えば､体積分率 4,R -0.64における準安定線の圧力発散に相当している｡このよう

な剛体球ガラスの圧力発散を､式 (2.110)から出発して示すことは難しい｡さらに､もし発散を

示せたとしても､その物理的機構は依然不透明なままである｡

しかし､もし密度汎関数理論が剛体球ガラスを記述する枠組みとして有効であるのならば､random

closepackingが示唆する､下記のような問いに答えられなくてはならない :

｡なぜ､剛体球ガラスは､最密充填よりもはるか手前で圧力発散するのか?

1添え字 RYは､この表式の近似名 Ramakrishnan-Yossou庁を示している｡
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｡剛体球ガラスの圧力発散点は､なぜ､履歴に依存するのであろうか?

密度汎関数理論の経路積分形式 (形式D)は､従来形式よりも､この点で優れている｡

(ii)第 4章の成果

"序論"で述べたように､従来の汎関数積分形式では､剛体球系の揺らぎ効果の取り扱いができ

なかった｡一方､形式Dを用いればそれが可能となる｡これが､形式Dの最初の適用例として､

剛体球系を取り上げる理由である｡

形式Dにより､ガラス系の密度揺らぎを計算する｡その結果､密度揺らぎから求まる等温圧縮

率xをは､ガラスの不均一凍結密度の相関長Eoが発散することより消滅することがわかる :

雄 一 o; Eo-∞･

因みに､等温圧縮率と圧力は

i:一一:_:-

(=

のように関連付けられるため､上の圧縮率消滅は圧力発散と等価である｡

上の結論式 (1)が､前述の問いに答えを与えてくれる :

｡圧力発散機構 : 圧力は､最密充填されなくても､凍結密度の相関長がシステムサイズ程度

に大きくなると発散する｡このことから､randomclosepackingとは､密度不均一性が

系全体に広がった状態であることが示唆されるのである｡

｡履歴依存性 : 上記機構に従えば､圧力発散点の履歴依存性は当然のように思われる ;不均

一密度の広がり方は､履歴に依存するはずである｡
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第3章 非対称クーロン系の強結合理論

一 形式B経由で (ⅠⅠ部前半)

3.1 非対称クーロン系

電解質系の術語として､"asymmetricelectrolytes"という言葉がある.これを ｢非対称性電解

質｣などと訳しても､今一つピントこないので､｢非対称クーロン系｣と名づけた｡実際多くの場

合､溶媒を誘電率Eの均一媒体と見なしているため､クーロン一般系にはない電解質固有の問題

は捨象されている｡具体例は､以下の通り:荷電コロイド分散系 (球 ･回転楕円体)､DNAなど

の高分子電解質溶液 (棒 ･紐)､荷電膜系 (面 ･円筒 ･中空球)｡1

マクロイオン(多屯荷担体)

帯電丑･サイズ非対称性

カウンターイオン

･､､.ふさ
-Ze

図 3.1:非対称ク∵ロン系

本稿の非対称クーロン系とは､上記のようなメゾスケールの荷電体 (マクロイオン)とそれか

ら解離した逆符号のミクロイオン (カウンターイオン)から成る系を指す｡この系は､以下に詳

述するように､帯電量とサイズに関する符号反転対称性が大きく破れている (図3.1も参照):

･chargeAsymmetry: まず何より､帯電量の非対称性である｡マクロイオン (多電荷担

体) 1個当たりの荷電数IZlが､IZト 103であるのに対して､解離した低分子イオン (カ

ウンターイオン)の価数Zは､普通はせいぜい､2価とか3価である :IZt>>lzl｡従って

本体近傍には､lZ/zl(>>1)個ものカウンターイオンが集まらなくては､電気的中性条件が

成立しない｡この簡単な議論からもわかるように非対称クーロン系と､NaClのような正負

の電荷の価数が等しいsimpleelectrolytes(orプラズマ)とは､峻別すべきである｡

｡sizeAsymmetry: もう一つ､従来見落とされがちだったが､サイズの非対称性も存在

する｡例えばコロイドの場合､本体の直径Aが､1/Jmにも及ぶ場合があるのに対して､カ

1 ()内はマクロイオンの形状｡
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ウンタ-イオンのそれαは､水などの溶媒分子と同程度である :A>>α｡この排除体積の

非対称性は､カウンターイオンは侵入できるが､本体はできない枯渇領域を作り出す｡その

結果､枯渇ゾーンでは､正負の電荷数のアンバランスが強制されてしまう｡このような､静

電的枯渇効果もまた､非対称クーロン系の特質である｡

3.2 最近の動向

非対称クーロン系の､従来の対称クーロン系 (代表例 :食塩､プラズマ)にはない上述のような

特質に関する理論的検討は､これまで不充分であった2｡しかし最近､本系の新奇な振る舞いが､

化学 ･バイオの分野で次々と見出されたのをきっかけに､これらの現象解明に向けた精力的研究

が､物理分野においても行われている｡

そこで以下では､まず､その現象の具体例を紹介する｡その後､最近の新しい理論的動向につ

いて概観する｡ここ数年受け入れられ始めている主張として､｢非対称クーロン系の特異性を理解

するには､クーロン相関の極めて強い領域 (強結合領域)を記述する新しい理論的枠組みの創出

が必要である｡｣-というものがある｡理論概観の主眼は､現在提唱されているこの強結合描像を

紹介することにある｡

3･2.1 実験 [36,37】

有機物を水に溶かす最も簡単な方法は､イオン化することである｡実際､冒頭で例示したよう

に､水溶性ソフトマターの多くが非対称クーロン系である｡他にも､機能性材料として注目されて

いるDNA一脂質複合系なども､非対称クーロン系としての特質が顕在化している一例である｡こ

れらの系において近年次々と見出されている､種々の新奇な物性は､大きく分けて二つに分類さ

れる｡すなわち､マクロイオン実効電荷の符号反転､および､同符号マクロイオン間に働く引力

である｡以下では順に､それぞれについて紹介する｡

マクロイオンの実効電荷の符号反転一 生体系における代表例としては､ヒストンと呼ばれるタン

パク質とDNAの複合系 (ヌクレオソーム)がある｡この場合､低分子イオンとマクロイオンの間

だけでなく､負イオンである長いDNAと直径が5nm程度の正イオンのヒストンの間にも､荷電

度非対称性が存在する｡詳細な構造解析により､ヒス トンの周りには､電気的中性を越えて過剰

なDNAが巻き付いていることがわかっている｡言い換えれば､正電荷のヒストンは､DNAが巻

きつくことで負に帯電しているのである｡このような符号反転は､実験系においても､幅広く見

られる現象である｡現在知られている例としては､DNAを含む線状高分子電解質溶液と逆符号の

種々のマクロイオン (ミセル､コロイド､デンドリマ一､等)との複合系がある[36,44】｡実験系

においては､電気泳動移動度を測ることで､実効電荷の符号反転が容易に確認される｡

上述のようなマクロイオンの符号反転は､遺伝子治療においても本質的な役割を果たしている｡

2ここでいう不充分とは､Poisson-Boltzmann方程式を超えた議論がほとんど無かった､という意味である｡Poisson_

Boltzmann解周りの揺らぎに関する系統的計算が行われたのすら､ごく最近のことである 【6】｡
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この話題にも､少し触れておこう【45】｡

遺伝子治療では､目的に適ったDNAを､損傷なく細胞内に注入しなくてはならない｡従って､

より良い細胞内注入法の開発は､治療法発展の要である｡現在､克服すべき課題の一つとして､負

イオンのDNAを､いかにして同じ負に帯電した細胞膜に近づけ､通過させるかという問題があ

る｡これを解決する､有用な注入法として盛んに検討が行われているのが､DNA+カチオン性ミ

セルcomplexの利用である3｡このとき､コンプレックス全体の符号が反転して､正に帯電すると

いう性質を用いている｡その結果､細胞膜に容易に付着し､細胞内注入が実現されるのである｡

同符号マクロイオン間引カー この現象では､日本人研究者が､実験 ･理論の両方においてパイオ

ニア的役割を果たしてきた｡理論については､次節の脚注で触れている｡一方､実験的にこの現

象の存在を最初に示唆したのは､伊勢､等である｡彼等は20年以上前に､低イオン強度のコロ

イド溶液の不均一構造を見出し､その濃厚相では同符号コロイド間に引力が働いているはずであ

ると論じた囲 ｡ただし､この現象の解釈に関しては､未だに精力的議論が行われており､決着は

ついていない[47】｡いずれにせよ､このような多体系現象だけでは､2体間引力の存在は直接的に

帰結され得ないという難点がある｡

同符号電荷間引力に関するより直接的な実験的証拠が提示されたのは､2体間力の測定技術が

進歩した90年代に入ってからである｡まず､荷電したマイカ板間の力測定において､従来の実験

とは異なる結果が示された[48]｡すなわち､表面間力測定の精度向上やAFMの導入の結果､2価

の電解質溶液で満たしたとき､同符号荷電板間に長距離引力が働くことが､明かにされた｡これ

は､Israelachvili等の先駆的研究においては見出されなかった事実である｡その後､荷電コロイド

においても､ガラス板に閉じ込めると､同符号荷電球間に長距離引力が働く場合のあることが示

された4【491｡このときの2体間力は､蛍光色素を付着した荷電コロイド希薄溶液のダイナミック

ス観察により求められている｡

以上の最近の成果を踏まえて､これまで知られている種々の現象についても､同符号電荷問引

力に起因するもの考えられるようになっている｡その代表例が､多価塩添加に伴う､DNA鎖の凝

縮 (バンドル ･トロイド化､等)である[37]｡また､ラメラ相における塩添加による層間距離の減

少も､同様の機構が関わっているものと考えられている[39]｡

3.2.2 理論

これまで様々な立場から､前節で述べた非対称クーロン系の新奇な振る舞いを説明しようとす

る理論的試みがなされてきた [36,47,50]｡しかし､見解が収束するには程遠いのが現状である｡

そんな中で､最近注目を集めているのが､以下に述べるような新しいパラダイムである :｢室温の

現象ではあるが､起きている物理の本質は､低温 (強結合)描像にあるはずである｡｣-というも

のである｡ここ数年の間に広がり始めている､この理論的潮流 [36,38,39]の自然さを理解するた

めに､まず､従来のPoisson-Boltzmannアプローチに関する簡単な復習をしておこう｡

3この方法は､従来のウイルスをキャリアとして用いる場合よりも､副作用が少ないという利点を持っている｡

4この引力の起源が､静電的なものであるかどうかについては､異論もある【501｡
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Poisson-Bolt2;mann近似の妥当性一 図3.2の設定で､議論を進める.ただし､カウンターイオ

ンの価数は､ Zとする｡このとき､荷電板の電荷密度をo･と置くと､系の静電ポテンシャルQ,は､

Poisson-Boltzmann近似において､

-- ZePoeXP

x=0

47T d中

一Tg, 盲
=0 (3･1)

と書ける｡ここでpoは､甘-0のときのカウンターイオン濃度である｡荷電板に働く圧力pは､

このポテンシャルQ,を用いて､

p-kBTp(xo上 蓋(芸)2

と与えられる｡圧力は場所に依らないので､I-0,∞ で表現すると､

p-kBTp(0)一芸 -kBTp(-)

となる｡上式は､接触値定理として良く知られた関係である【5110

カウンターイオン

多電荷担体表面

(3･2)

(3･3)

図 3.2:荷電板 +カウンターイオン系

ここで注意したいのは､上述のPoisson-Boltzmannアプローチの妥当性は､カウンターイオン

の価数を上げていくと自明でなくなるという点である｡このことを見るために､まず (3.1)の解

を書き下しておこう:

p(x)-元気 毒 ･ (3･4)

ここで､電気2重層の特性長であるGouy-Chapman長大-ze/(27TZ2lBO-)､および､Bjerrum長

IB-C2/ekBTを導入した｡Bjerrum長は､kBT-e2/elBと表すとわかるように､素電荷のクーロ

ンエネルギーが熱エネルギー程度まで小さくなる距離を表している.例えば､I-3､0--1e/nm2

において､室温 ･水中で､入-0.08nm,lB-0.78nmとなる｡とりわけ､Gouy-Chapman長が1

分子の大きさよりも小さくなっていることに注目したい｡この見積もりが示唆しているのは､''高

荷電板存在下の3価カウンターイオン溶液では､ほとんどのカウンターイオンが､荷電板からの

距離が1分子程度のスケールまでの間に凝縮している｡=-ということである｡

上の見積もりから､以下のような疑問が､当然生じてくる :
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●そもそも､Poisson-Boltzmann方程式 (3.1)は､ほとんど全てのカウンターイオンが荷電板

表面に凝縮するような､強結合 (低温)領域にも適用可能なのであろうか?;後の場の理論

的議論からわかるように､Poisson-Boltzmann近似は弱結合 (高温)近似と等価である｡

｡荷電板表面にカウンターイオンが凝縮した濃厚系では､荷電板と平行な (Ⅹ軸と垂直な)方

向でのカウンターイオン間相関が､無視できなくなるはずである｡ところが､Ⅹ軸にのみ依

存する濃度分布式 (3.4)からわかるように､Poisson-Boltzmann近似では､そのような低分

子イオン間相関は考慮されていない｡

このことは､Poisson-Boltzmann近似は､多価イオン系には適さない取り扱い法であることを

示唆している｡一方､前節で述べた新奇な振る舞いは､多価の低分子イオンの場合にこそ､顕著に

観測される現象なのである｡事実､poisson-Boltzmann近似から出発する理論計算の多くが､同

符号電荷間引力を説明することに成功していない囲 5｡補正項による引力的寄与を加えていって

も､多くの場合､総和としては斥力になってしまうのである6[54]｡

以上のことから､非対称クーロン系の新奇な振る舞いを理解するためには､Poisson-Boltzmann

アプローチとは異なる､強結合領域の記述が可能な新しい枠組みの創出が必要であることが､強

く示唆されるのである7｡そこで以下では､現在提唱されている強結合描像について､まず最初に

簡単に紹介する【36,38]｡

強結合描像一 強結合極限の基底状態ではエネルギーが支配的なため､荷電板上に全てのカウン

ターイオンが凝縮し､しかも､2次元Wignercrystalが形成される｡このことから､有限温度の

強結合系では､若干の流動性をもったカウンターイオンが､2次元強相関プラズマ的振舞いを示

すものと予想される｡事実､プラズマ形成によるenergygainを見積もると､多価イオン (Z>1)

の場合､室温においてすら､局在によるentropycostよりも十分大きい[36,381｡

以上の議論からわかるように､強結合領域でのカウンターイオン溶液の出発描像 (図ⅠⅠ-1を参

照)としては､電荷を中和するバッ′クグラウンド荷電板上の"強相関2次元プラズマ"が適切であ

る｡最近の強結合描像の理論計算によれば､このプラズマの平面上での揺らぎ (プラズモン)に

より､荷電板の符号反転や同符号板間の長距離引力も導出される【38,39]｡

強結合描像は､荷電板表面から逃げ出したカウンターイオンの濃度分布についても､Poisson-

Boltzmann近似とは全く異なる予言をしている｡特に､荷電板から十分近い領域で､その違いが顕

著である｡この領域でカウンターイオンの感じるポテンシャルは､逃げ出すことによって露わになっ

た､裸の板電荷によるポテンシャルは可入であると考えるのである｡その結果､Poisson-Boltzmann

の結果 (3.4)とは全く異なる､下記のような指数減衰分布が得られる【36,38日

p(x)-芸exp(一芸) (3･5)

5poisson-Botamann近似のみからは､コロイ ド間引力は決して導出されないことが数学的に証明されている【52]｡

6このような高温近似計算を30年以上前に最初に示したのが､大沢である[35,37】｡近年提出されている､Poisson-
Boltzmann的計算の多くが､この仕事の修正版である｡

7この事情は､高温超伝導機構の論争を紡裸とさせる｡
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ここで､J/(2lA)は､荷電板表面に全吸着したカウンターイオンの3次元密度に相当している｡上

式は､強結合条件でのシミュレーションによっても､その正当性が確かめられている【55,56,57】｡

しかし以上の議論からわかるように､この強結合描像は､現在のところ極めて直観的な議論に

依拠したモデル理論である｡数式的根拠を示していくことが､今後の課題として残されている｡そ

こで本節の最後では､従来のsine-Gordon形式を用いた定式化の試み【54,55,56]を紹介し､さら

に､その問題点を指摘する｡

Sine-Gordon形式による試み- まず､図3.2の設定において､カノニカル分配関数ZNを書き

下す :

zN - 去tB/driO(xi,el″,

〟 - Z2lB吉V'ri-rJ･'･zJIB/dr6'x'写 V'r-ri'･
(3･6)

ここで0(x)はHeavyside関数で､x>0で0(I)-1､それ以外では0である｡また､V(r)-1/lrl

で､xは､図3.2の座標系における､r-(l,m,I)のx座標である｡(3.6)は､荷電板上の積分を

行うと､密度演算子 p̂(r)-∑i♂(r-ri)を用いて､さらに､

乃-響 / drdr,p-(r)V(r-r′)p-(r,)･2打ZJIB / dr,xp-(r,) (3･7)

と表される ｡ここで､カウンターイオンが荷電板表面に全て付着した基底状態エネルギーは､定

数なので省略している｡すなわち､上記エネルギーは､カウンターイオン分布の基底状態とのエ

ネルギー差を示している｡

強結合の特質は､Gouy-Chapman長人を用いて､チエr/人と規格化して書き直すと､よりはっ

きりする :

〟 - 妄/dFdF'5(qv(ト F')5(F')+/dF'i'5(F)

上式より､ハミルトニアンが結合定数､

r‥:i.fIlt
入 '

(3.8)

(3･9)

のみに依存していることがわかる｡rが大きくなるのは､以下のような場合である :カウンター

イオン価数が大きい､あるいは､Bjerrum長が大きい (溶媒の温度 ･誘電率が低い)場合である｡

これよりrが､この系におけるクーロン相互作用の強弱を表す指標パラメータとなることがわか

る｡しかも､特筆すべきなのは､｢この指標rの影響があるのは､もっぱら､カウンターイオン間

の相互作用に対してのみである｡｣- という点である｡

式 (3.8)で表されるハミル トニアンの第2項を､いったん､積分表示に戻す :

〟 - 三 戸 d F/[p-(i )V (i-i,)p-(i,)+誓 V(i-子′)p- (i , ) ]
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これを用いて､(3.6)で与えられる分配関数 zN をHubbard-Stratonovich変換すると､対応する

大分配関数≡- ∑ N eNpzN は､

･-/蓋e一瑚},
f(4) - 志 /dFllV"r)l2-4i6(I)挿)-4AO(x)e-il(-1/r) (3･11)

となる｡ここで､A-27T入3IlePと置いた｡ハミルトニアンが1/Fに比例している点が､今後の議

論に重要である｡

上式は､鞍点方程式がPoisson-Boltzmann方程式を与えることから､sine-Gordon形式と呼ば

れている｡ただし､三に鞍点近似を適用できるのは､(3.ll)が明かに示唆するように､87Tr<<1

を満たす弱結合領域である｡このとき､鞍点方程式67(¢)/6¢-0を実在ポテンシャル4,≡iQに

ついて書き下すと､Poisson-Boltzmann方程式が得られる :

△4,(i)-126(蒼)4,(子ト 2Aeサ (3.12)

位置座標を (3.8)で規格化しているため､係数部分まで､式 (3.1)と一致しているかがわかりに

くいが､方程式 (3.12)の解は､事実､正しい濃度分布 (3.4)を与える｡

一万､8Tr>>1を満たす強結合領域では､接点近似は有効でない｡大分配関数Eを計算するた

めの､何らかの新しい処方等が必要である｡ごく最近､Netz等が提唱した方法では､(3.ll)の最

終項の係数A/rが十分小さくなることに注目している｡すなわち､古典液体論における逃散能展

開と同様に､(3.ll)におけるF(¢)の右辺最終項を､A/Fで展開するのである｡これにより､彼

等は､強結合描像の提唱する荷電板近傍の密度分布式 (3.5)を再導出することに成功している｡

しかしながら､この計算処方等は､物理的透明さという点では､はなはだ不満足である｡ここ

では､以下の点を指摘しよう :

●強結合展開ではない ;強結合領域87Tr>>1では､(3.ll)のハミル トニアンの全項が小さ

くなる｡にもかかわらず､Netz等の提唱するstrongcouplingtheoryでは､ハミルトニアン

の最終項のみを取り出して摂動展開している｡従って､この展開の妥当性は､自明でない｡

事実､得られた式は､結局のところ､virial展開に帰着してしまうOしかし､Netz自らが述

べているように､virial展開が強結合領域で妥当な近似であることを支持する第一原理的根

拠は､見かけ上無い｡すなわち､virial展開は強結合展開にはなっていないのである【54】｡

●新たな物理的知見を与えない;Netz等は､virial展開を用いて式 (3.5)を導出している｡し

かし､よく考えれげ､低濃度域で妥当な近似 (すなわち､カウンターイオン相関無視)が､

非遮蔽性 (すなわち､､カウンターイオン相関が効かない)という強結合描像の前提に基づい

て導いた式 (3.5)車再現するのは当然である｡すなわち､予定調和の処方等である｡新た

な物理的知見を得るには､｢なぜ､カウンターイオン相関が強いはずの領域で､第 1近似的

には､カウンターイオン相関が効かないのか?｣- という逆説に答える必要がある｡
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3.3 本章の目的

以上の長いレビューから､強結合理論は､可能性を秘めているものの未完成であることがわか

る｡そこで本章では､次節で詳述するような従来のsine-Gordon形式にはない利点を有する密度

汎関数積分形式Bから出発することで､下記の問題を定式化することを目指す :

●非遮蔽性- (3.5)のところで述べた議論を拡張すると､強結合領域では一般に､マクロイ

オン近傍のクーロンポテンシャルが､低分子イオンにより遮蔽されないということになる｡

すなわち､カウンターイオン密度p(x)が､マクロイオンが作る裸のクーロンポテンシャル

4,mを用いて､

p(x)αe~4'm (3･13)

のように書けることが示唆されるのである｡そこで本章では､まず初めに､マクロイオンの

形状に依らず上式が成立することを示す｡さらにこの定式化を通して､この''非遮蔽性日に

関する物理的考察を行う｡

●強結合極限での同符号マクロイオン間引カー非遮蔽性が､2枚の同符号荷電板を岸巨離dだけ

離しておいた場合にも成立するとする｡このとき､カウンターイオン密度は､その裸のクー

ロンポテンシャルが定数なので､一様である.このとき､カウンターイオン間相互作用エネ

ルギーを無視して､カウンターイオンの並進エントロピー､および､荷電板間･カウンターイ

オンー荷電板間のクーロン相互作用エネルギーのみカウントして圧力Pを求めると[54,55ト

P

27TIBCr2 ; -1 (3･14)

となる｡上式が示唆しているのは､強結合極限では､プラズモンなど考えなくても同符号板

間に引力が生じてしまうー ということである｡しかも驚くべきことに､次ページの図3.3か

らわかるように､上式の妥当性は計算機実験からも支持されているのである[55]｡そこで本

章の後半では､形式Bから､上式が導かれることを示す8｡ これだけではしかし､既発表の

成果の再導出に過ぎない｡そこでさらに､強結合極限における同符号棒間相互作用もまた､

板の場合と同様に､長距離引力となることを示す｡

3.4 形式Bの利点

ハミルトニアン式 (3.8)からわかるように､r>>1の強結合領域では､カウンターイオン間

の相互作用エネルギー 【(3.8)の右辺第 1項 ]が､荷電板とカウンターイオン間の相互作用エネ

ルギー (右辺第2項 )を､嘉の広い範囲で凌駕することがわかる｡強結合描像の定式化は､この

特質を反映しているべきである｡

8もちろん Netzが主張するように､接触値定理を用いれば､カウンターイオン分布さえわかれば､板の場合の上式

(3.14)は導出される【55】｡しかしそのレベルの定式化では､棒の相互作用は計算できない｡
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図 3.3: 荷電板2枚+カウンターイオン系の圧力lP′-P/(27TIBq2)]の厚さ(d/A)依存性｡デー

タ点は､Netz等によるモンテカルロ計算の結果である【55]｡また､実線がPoisson-Boltzmann解､

点線が (3.14)式に相当している｡強結合になるに従って､斥力から引力へと移り変わっているの

がわかる｡

形式Bは､この目的に合った出発表現である｡なぜなら､下記のように､ハミル トニアンの位

置座標表現 (3.8)が保存されたままで､汎関数積分形式に移行できるからである｡すなわち､1

章で行った形式B導出の議論を踏襲することにより､(3.6)に対応する大分配関数Eは､

11

FB(p)

′
Jr
一

2

Dpexpi-fB(p)],

/dFdF'p(i)V(ト F)p(F')+/drip(町 p(r)lnp(P-P(q-pp(i)･
(3･15)

と書き換えられるO

また､塩の無い本系では､系全体の電気的中性条件は､重要な拘束条件である9｡ところが､virial

展開法では､中性条件を､グランドカノニカル系のまま平均粒子数に対する条件として課さなく

てはならない｡このことも､Netzによる強結合理論の見通しの悪さの一因である｡よりクリアに

考慮するには､カノニカル系での定式化が不可欠である｡

この点でも､形式Bは優れている｡以下に示すように､カノニカル系への移行により､粒子数

固定条件をあからさまに付与できるからである :カノニカル分配関数 zNへの逆変換は､LJ- eP

を複素数と見なして､

z N-封 du蒜 ,

と書ける｡ これに､(3.15)を代入すると､

ZN -
/

DpexpトFB(p)-Il･P]

となる｡コ-シーの積分定理より､

a f du u -1llNIIdxp(i,,- 冒

diJLJ-1-[N-IFp(子)】

ifldfp(i)-N
otherwise,

9例えばNet2:等は､virial展開に伴うクーロン系の赤外発散を､この拘束条件を用いて除去している｡
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なので､(3.17)は､形式的に､

zN - /DpexpトFBc(p)]6[/句- N],
FBC(p) - 芸 /dFdF'p(qv(ト F,)p(f′)+/dFx～p(i)･p(i- i)-p(i) (3･19)

と表される｡

この表現は､強結合領域 (r>>1)における問題の所在を､明示してくれている｡すなわち､

残された問題は､fBcの第 1項をどう取り扱うかという点にある｡システマティックに扱うには､

強結合 (or1/r)展開法の導入が必要であろう｡そのために次節では､Hubbard-Stratonovich変換

を用いて双対なポテンシャル場中を導入する｡

3.5 強結合領域でのマクロ周りのカウンターイオン分布

3.5.1 ハミル トニアン再論 :マクロイオン形状に依らない議論

Netz等が行った荷電板 ･カウンターイオン系の規格化表現 (3.8)は､強結合の特異性を抽出す

る上で､本質的な役割を果たした｡ここでは､彼等の表現変換は､マクロイオン一般に可能であ

ることを示す｡

カウンターイオン間相互作用は不変なので､注目すべきなのは､カウンターイオンとマクロイ

オンの相互作用エネルギーEcm だけである｡図3.4のような状況において､Ecm は

Em1- -ZIBCTif

dSv(ri-R), (3.20)

と表される｡ここで､ec,はマクロイオン表面の電荷密度､idSはその表面積分である｡荷電板の

規格化に用いたGouy-Chapman長入-1/(27T2:0-lB)に倣って､規格化長として､

L -去 (3･21)

を採用しよう｡すると､表面積分測度のdS～-dS/L2というスケーリングのお陰で､Ecm の外部

環境変数依存性は消えてしまう :

Ecm -±≠dSv(fi-R)･

しかもこのとき､カウンターイオン間相互作用エネルギーEccは､先程と同様で､

Ecc-一芸皇V(fi-fj)も,3-1
となる｡その結果､荷電板の場合 (3.9)とは数因子分だけ異なる結合定数が得られる :

I,-Z312BJ･
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repu一sion
counlerion

counlerion

図 3.4:正電荷のマクロイオンと負電荷 ･価数Zのカウンターイオンから成る系｡ uccは一対のカ

ウンターイオン間エネルギーを､ ucm は､カウンターイオン一個とマクロイオン表面素dSとの相

互作用エネルギーを表している｡

以上より､高価数 ･高電荷密度､および､低温 ･低誘電率においては､カウンターイオン相互作

用の圧倒的優勢 (Ecc>>Ecm)が､マクロイオンの形状に依らず成立することがわかる｡このエ

ネルギーアンバランスが､まさに､先に紹介した強結合理論が､｢強結合領域｣とか ｢強結合カウ

ンターイオン｣と命名してきたものの実体である｡

それでは､この魔法の長さL(先述のGouy-Chapman長人に比例した長さ)には､どんな物理的

な意味があるのだろうか?これを考えるために､特定形状 (球､棒､平面)のマクロイオンについて

見てみよう｡球面､円筒､そして一次元座標系において､Em がEcm-∑tN=14,m(fi)のように書け

るとする｡このときマクロイオンポテンシャル4,mは､それぞれ､4,m(rs)-47Ta冨zIBC,(1/as-1/rs)
(球)､4,m(rc)-47TacZIBgln(rc/ac)(棒)､4,m(x)-27TZIBJX(面)のように表される.ここで､

αβとα｡はそれぞれ､球と棒の半径である｡これらは､規格化すると､

4,m(Fs)- 47T言S(1/-as/rs) lsphere1

4,m(fTc)- 47T言cln(rc/ac) 【rod】

4,m(h) - 27T～h lplate]. (3･25)

となる｡一見すると､球と棒の場合には､未だに外部パラメータ言-zo-lBaに依存した表現であ

るが､実際には､これらは有効でない｡それは､マクロイオン表面からの距離∬で上式を再表現
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すると良くわかる :

00

4,m(Fs)- 47TX～∑(-I/as)n lsphere]
n=0

㌻(-I/ac)n
4,m(Fc) - 4q言∑

n=0
n+i

4,m(h)- 27TX～lplate]･

【rod]

(3.26)

ここでは､対数や逆関数のTaylor展開を行った｡上式からわかるように､板だけでなく球や棒の

場合にも､マクロイオンポテンシャルは､4,m～x/Lのように書ける｡従って､規格化長Lは､マ

クロイオンの影響が及ぶ範囲を表す指標パラメータであり､環境変数 (価数 ･電荷密度 ･温度 ･誘

電率)で変化する量であることがわかる｡

3.5.2 強結合展開

任意の形状のマクロイオンポテンシャル4,mを

4,m(r)--ZIBCridS v(r-R) (3.27)

と置くと､形式Bのカノニカル分配関数は､

zN - /DpexpトfBc(p)]6[/dip(隼 N],

FBc(p) - 芸 /dFdF'p(qv(ト F')p(f′)+/ df･-(- )･p(qlnp- 捕 (3･28)

と表される｡前節･最終式 (3.28)のfBcでは､ipとなっている項が､もっと一般的に4,m(i)p(i)
となっている｡

一般化されても､fBcの右辺第一項が特異項であることに変わりはない｡そこで､Hubbard-

Stratonovich変換を用いて､結合定数rを逆数1/r<<1にする :

zN - /DpDせ expトfBc(p,0)-p･J]6(/dip(q-N),

FBc(p,q) - /dF志 FVg(i)l2･ip(i)叩 +･-(i)〟- - np(qA f)･(3･29)

容易に確認できるように､ポテンシャル場に関してガウス積分すれば､元の式に戻る｡また､後の議

論の都合上､再び外源Jを加えている｡因みに､弱結合領域1/r,Ⅳ >>1では､ポテンシャル場に

関しても鞍経路が優勢となる｡その結果､従来形式と同様に､その停留方程式がPoisson-Boltzmann

方程式に帰着する｡

本形式の第 1の利点は､この変数分離のお陰で､密度場積分が自明となる点である :カノニカ

ル条件のフ-リエ変換表現

zN-/d-/DpDgexpl-Bc-ip･O -p･J･i-(/dip(町N)] (3･30)
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は､2次以上の相互作用項がないため､較点解が厳密で､

zN - /D申 exp[一志 /- (q L2-i-spig)N+ N]

imsp(叫 - 1n (3･31)

と簡単化される｡このimspは､グランドカノニカル系の化学ポテンシャルに対応しており､体積

Vの理想系でimsp- ln(N/V)に帰着する｡

そして本形式の最も重要な長所は､強結合領域1/r<<1においては､MayerのJ関数流に､

exp仁& /- (那)- 1･f

I-e-1/(8Tr)IdFl∇叫2-1. (3.32)

という摂動展開 (強結合展開)が有効となる点である｡

上記の強結合近似は､精確に言えば､カットオフ長に依存する｡このことは､下記のようなクー

ロンエネルギーのフーリエ変換表示からわかる :

志 /岬 'q L2-∑ 蓋 轄 (3･33)k

これより､1/r展開が有効であるためには､カットオフ長天C-27T/IkclがヌC>>｢ 1/2を満たす

必要があることがわかる｡ところが､この条件は､実質上成立していると見なして差し支えない｡

なぜなら､本議論の要である子-r/Lというハミルトニアンの規格化操作は､Kadanoff構築の精

神に則れば､L以下のスケールの粗視化を示唆しているからである｡すなわち今の場合､カット

オフ長が､強結合域r>>1では､自動的に天C-入C/L-1>>｢ 1/2を満たしているのである｡

3.5.3 第 1近似

上式 (3.32)のJを無視すると,結局,分配関数は,

Z可 Dgexpl-i-sp･V}N･N･-eN/Dg (/de-igW )" ･ (3･34,

となる｡この第 1近似を､以下では強結合近似と呼ぶことにする｡上式の汎関数積分部分を抜き

出すと､

(eJ沖)r→∞ ≡rlimu
IDせe-ig'F'exp(-IdF 皆 )

IDせe-Idfl∇VI2/8Tr
(3･35)

と書けるOこの極限平均は､非局所項I∇叫 2/87Trが無視できるため､場所に依らない一定値を与

える｡従って分配関数は､結局､

zN -(eN-- )rー∞ (否 e- J ) "
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と簡単になる｡このとき､外源 J-0の平均密度 (p)は､

(p(i))
6(lnZN)

〟
(eN-NiO)rー∞eXpト4,m(r)]

(eN-Nig)rー∞L3IdFexpト4,m(r)]

と書け､補助ポテンシャル申項が分母と分子で相殺されてしまうことがわかる.その結果､

(〟(r))-〟
expト4,m(r)]

Idrexpト4,m(r)]

が得られる｡上式では､Idr-L3IdFを利用したo

特に荷電板の場合には､板面積をAとして､

N - JA/I

/
drexpト4,m(r)]

- AL∞dxe-I/入=A入

(3･37)

(3.38)

(3.39)

であることに気をつけると､(3.38)式が､強結合描像により提唱されてきた (3.5)式に帰着する

ことがわかる｡

本稿では詳述しないが､荷電板のような一次元系では､更に､補正項 Jがこの第一近似分布に

どのような修正を与えるか､解析的に見積もることも可能である｡その結果､Poisson-Boltzmann

的補正が､荷電板よりも充分離れたカウンターイオン濃度が低い領域で重要になることが示され

る｡このことは､最近のモンテカルロシミュレ-ショからも支持されている[571｡

3.5.4 物理的考察

以上の議論を踏まえて､下記の問題設定を行う:

Ql.マクロイオンのどのような性質が､強結合クーロン系において本質的役割を果たしているの

だろうか?例えば､マクロイオンの形状は重要なのだろうか?

Q2.カウンターイオン間相互作用が弱いときですら､カウンターイオン分布は､この相互作用の

影響を下式のように直接的に受ける (Poisson-Boltzmann近似):

(〟(r))-〟
expト4,CPB(r)-4,m(r)]

Idrexpト4,CPB(rト 4,m(r)]
(3.40)

ここで4,cPBは､Poisson-Boltzmann方程式により自己無撞着的に決定されるカウンターイオ

ンポテンシャルであるoにもかかわらず､カウンターイオン間相互作用が非常に強いとき､

(3.38)式に示されるように､カウンターイオン分布がそれの影響を受けないというのは､一

見すると逆説的である｡この背後には､どのような物理的機構があるのだろうか?

前者に対しては1.5.1節が､後者には1.5.3節の (3.37)式が､その解答を示唆している :
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Al.カウンターイオンとマクロイオン上の固定電荷とでは､電荷分布の次元性が違うことが重要

である ;カウンターイオンが3次元空間中を自由に分布できるのに対して､マクロイオン

の荷電基は表面上に2次元的に分布しているCこの分布の次元性の違いが､エネルギーの規

格化の際に､重要となってくる｡すなわち､(3.22)式からわかるように､マクロイオンと

カウンターイオンの相互作用エネルギーが規格化により外部変数に依存しない形式へと変換

される際に本質的役割を果たしているのは､表面積分測度のdS～-dS/L2というスケーリン

グ関係式である｡従って､特定形状のマクロイオンについて再確認するまでもなく､マクロ

イオンの形状は､本節の議論に全く影響を与えない｡そして､この次元性の違いの結果､強

結合状態の特質である､カウンターイオン間相互作用とカウンターイオン･マクロイオン間

相互作用エネルギーとの間の極端なエネルギーアンバランスが引き起こされるのである｡

A2.強結合域では､Poisson-Boltzmannポテンシャルが不安定解のため､カウンターイオンポテ

ンシャルの揺らぎが非常に大きくなってしまっている; 強結合領域では､(3.33)で表され

るようなクーロンエネルギーが無視される｡これは大雑把に言えば､ポテンシャル場の安定

化を促す復元力が無視できるような状態である｡その結果､カウンターイオンポテンシャル

はあらゆる値をとれる｡しかし､そのような揺らぎの大きい場は､熱力学的平均をとってし

まえば均されてしまい､場所に依らない一定値になってしまう;(3.35)式｡その結果､第一

近似的には表に現れない｡(3.37)式は､このFluctuatingPotential描像を直接的に反映

した表現となっている｡この場合､"均されて効かない日ということが､｢積分すると分母と

分子が相殺される｣ として表現されている｡図3.5は､このことを外部変数マップとしてま

とめたものである｡

3.6 同符号マクロイオン間の長距離引力

3.6.1 2体系相互作用の強結合近似 :板 ･棒の場合

2体系と前節の一体系で違う点は､マクロイオン間の相互作用エネルギーEmmの有無だけであ

る｡板 ･棒の場合には､カウンタイオン総数N を用いてEmm -NEmmのようにスケールすると､

e---i ::nZIJBlfnd(R/a, E:iadT (3･41)

と書ける｡ここで､dとRはそれぞれ板間距離と棒間距離を､また､e小ま棒の線電荷密度を表し

ている｡棒に関しては､座標系の導入も兼ねて図3.6にその概要も示してある｡

先程と同様に､特性長L-1/(zcrlB)で規格化すると､

e-- - ( 霊 lnX だ3adT (3･42)

となる.ここで､X-R/aと置いた｡また棒の表面電荷密度eO-が､r1-27TaC'と与えられること

も用いている｡
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IemperQIure (T)

dieleclricconsIQnlofsolvenI(亡)

counlerionsvQlence (I)
surfc]cechqrgedensity(eq)

図 3.5:見取り図 :どんな実験条件のとき､poisson-BoltzmannとFluctuatingPotential描像が

それぞれ､適用可能かを示している｡ 結合定数の定義r≡23(C2/47TekBT)2C,を思い出せば､それ

ぞれの領域が､弱結合r<<1と強結合r>>1に対応していることがわかるだろう｡

図 3.6:同符号棒間相互作用の円筒座標系を用いた記述｡
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一体系の場合の出発式 (3.31)にEmm -Nemm を加えたのが､2体系のそれである :

zN - /D甘exp[-a / dflVg(i)･2- Neが i-sptg )N･N]

imsp(g) - 1n
〟

ここでマクロイオンポテンシャル4,m は､2体板 ･棒の場合には､

4,m(蒼)- 27T(i+(d-x～)) -27Td～ lplate]

4,m(x)- 47T言ln(xx′) [rod]

(3･43)

(3･44)

と与えられる｡ただし棒の場合には､図3.6からわかるように､x-r/a､及び､I/- x2+x2-2xXcosO

と置いているので､規格化には依らない.(3.43)式の第-行右辺の指数の肩は､N >> 1と

1/r<<1のとき､一体系の場合と同様の強結合近似が正当化され､

zN - /D甘expトNEmm-imsp(叫N+N]

- (expトN(emm+iQr-1)])rー∞ e-imsp(0)N

と簡単になる｡ここで､ e~imsp(0)-Idfe-4,-である｡

さて､マクロイオン間相互作用允Cは､

fsc-(
L-1alnZN/ad lplate]

a一l(∂lnZN/∂X) [rod],

より求まることを思い出そう｡この式は､ (3.45) という近似表現の下では､

･sc-i

27TC'2lBA-Na(imsp(0))/ad lplate]

2r12(lB/a)X~1-a~1Na(imspt0))/∂X lrod】,

(3･45)

(3･46)

(3.47)

のように書き直される｡ここで､Aは荷電板一枚の面積である｡上式より､具体的表現を得るに

は､あとIdre~4,mの計算が必要なだけであることがわかる｡

3.6.2 同符号板間の圧力式

2枚板系の場合のマクロイオンポテンシャルは､(3.44)のように場所に依らない一定値である｡

従って､積分I-Idre-4,mは自明である :

I-dAexp(-27Td(zcrlB)).

これと (3.47)より､

f- 建 一2m2lBAzd

(3.48)

(3.49)

が得られる｡ここで､カウンターイオン総数NがN-2JA/Zと与えられることを用いた.上式

より､単位面積当たりの相互作用力､すなわち､圧力p -I/Aが､(3.14)で与えられることが

確認される｡この我々の枠組みにより再導出された力は､先述のとおり､図3.3のようなプロファ

イルを示す長距離引力である｡
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3.6.3 同符号棒間に働く単位長さあたりの力

Manning凝縮点での解析式- (3.44)式のマクロイオンポテンシャル4,mを､線電荷密度 77を

用いて再表現すると､

4,m(i)-22:T7lBln(xx′)

のように与えられるので､積分I-Idre~4,m は

∫=/dr(xx′)-2叩IB

(3･50)

(3.51)

と書ける｡これからわかるように､計算遂行上の煩雑さは､線電荷密度 7日こ直接依存する｡そこ

でここでは､最も簡単な

1
11M = -

～･lB
(3･52)

を採用することにする｡この線電荷密度は､いわゆるManning凝縮のはじまる臨界値に相当して

おり､無限希釈系の孤立荷電棒の場合には､カウンターイオンが棒表面に吸着するか否かの境界条

件である｡すなわち､本節で示す引力は､凝縮カウンターイオンの棒に沿った揺らぎの作るvan

derWaals的引力 【59]とは全く異なる起源のものである｡

このとき､積分範囲を顕に書くと､

∫ - α2(叫 A/αト 2埴 1])

廟 ]- Lq(2打X)dx/dog (x2+x2-2xXcosO)
(3･53)

となる (A:システムサイズ)｡ここで､棒の占有体積分を積分から排除する際､反転対称性 (左

右どちらの棒に原点を置くかに結果は依らない)を利用している｡上式右辺は､x=Oとx=X

で発散点を持っているが､これは今の場合､下記のような手続きにより正則化可能である :

il0,A/a]- elLm.ilo,A/a]-ilX-E,X+E]-ilo,e]

il0,1]- EILm.ilo,1ト il0,e]･

ただし､システムサイズよりは棒間距離が充分短いことA/R>>1は用いた.以上より､

I-誓ln(告王)
となる｡

(3.55)式を用いて､(3.47)で与えられる相互作用 fscを計算すると､

辛ィ
川｢
一l卜∬u

+
-
一
g

■■■■■■■■l

型

α
二

I.,
I:.:･l
.

lnO･5(x2-1)

(3･54)

(3･55)

(3･56)

と与えられる｡この式のプロファイルを図3.7に示す｡板の場合には､図3.3のように､長距離引

力といっても無限遠でも相互作用がOにならない極限式しか得られなかった｡一方棒の場合には､

下図からわかるように､引力的極小値をもつLennard-Jones型プロファイルを示している｡
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fsc/LlkBT･7122]

3

2

1
0
1

0 10 20 30 40 50 60

X-R/a

図 3･7: 同符号の平行荷電棒2本+カウンターイオン系の単位長さ当たりの力 [fsc/L]の距離

(X-R/a)依存性｡ただし､線電荷密度はr7-1/(ZIB)(Manningthreshold)である｡棒間剛体

斥力は考慮しておらず､相互作用のうちの静電的寄与を抽出した部分の図示である｡

式 (3.56)と図3.7を照らし合わせながら､もう少し詳しく､いくつかの特徴について見ていく

ことにしよう :

1.接触時のクーロン斥力が､記述できている : 棒間の剛体斥力を本式 (3.56)は考慮してい

ない｡それでも､正しい理論であれば､接触時のクーロン斥力が再現されるべきである｡例

えば､poisson-Boltzmann近似の下では､相互作用はfpB/Lr12-lB/(aX)と書け､裸の斥力

の半分となる【581｡しかし､上述のカウンターイオンの棒に沿った揺らぎを考慮したⅦnder

WaalS的引力理論の場合には､従来､この接触時斥力が導出できなかった [59]｡一方､本式

(3･56)の場合､接触力は､fsc/(LT7i4)lx=2宍ゴ2･3(lB/a)となり､裸のときの値とほぼ等しく

なるのである｡

2.無限遠でfsc- 0である : 直観的に自明であるが､板の場合には､これが再現できなかっ

た｡一方､棒系の場合､図3･7からも示唆されるように､fsc- 0は式(3･56)から確認できる｡

3.長距離引力である : 引力的極小値は､Xmin.-7.6付近にある.これが､vanderWaals的

引力理論の短距離性 (2≦Xmin.≦3)と最も対照的な特徴である｡

極小値のスケーリング関係式- (3.56)式は､極小値が

fsman/Lr72-lB/a (3.57)

のようなスケーリング関係式を持つことを示唆しているO実際以下で見るように､強結合条件下

では､この関係が一般の線電荷密度でも成立することを示すことができる｡そのために､マクロ

イオン間相互作用式 (3.47)を､もう一度表示してみよう :

fsc - -a-TN孟(em+i-sp(0))･
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N-L77/Zを思い出すと､上式より､(3.57)式が成立するためには､

∂emm/∂X～aimsp(0)/∂X～zT71B

であれば良いことがわかる｡この確認は容易で､荷電密度に依らず､実際､

aemm ,alnX
-zTTlBaX

aimsp(0)
aX

aX

∂1nIdr(xx′)12叩IB

-2zr7lB

aX

Idr(xx′)~2叩IB~1∂x′/∂x

Idr(xx′)~2叩IB

(3･59)

(3･60)

と与えられる (Q.E.D.)｡

下図からわかるように､このスケーリング関係式 (3.57)は､最近の分子動力学シミュレーショ

ンの結果 【60]からも支持される｡

Ifsmcinl/i lkBT･T12]

0.1

4

2

8

6

4

2

8

6

4

2

0.1
2 4 6 8 2 4 6 8

1

lB/a

10
2 4

図 3.8‥ 極小値のBjerrum長依存性Oシミュレーションデータ[60]のマーカの違いは､棒の半径

によるもの｡IB/aの減少と共に結合定数が小さくなると､fsmjn/LT72-lB/aから逸れ始めること

がわかる｡強結合域での､直線とデータの傾きの一致に注目したい｡点線は上述のManning凝縮

点での計算結果を用いているため､シミュレーションデータとの定量的一致に関しては､今のと

ころ自明でない｡
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第4章 剛体球ガラスへの形式Dの適用

圧力発散機構の考察 (ⅠⅠ部後半)

4.1 剛体球系に関する最近の話題

粒子間のポテンシャルとして､剛体ポテンシャルしか存在しない系 (剛体球系)の利点は､温

度パラメータを無視できるという単純さにある｡この非熱性は､例えば､以下のような考察から

も予期できる :剛体ポテンシャル強度Uが､U-∞,oなので､2体相互作用のボルツマン因子

e-U/kBTは､温度に依らず2倍 (0,1)しか取らないのである｡事実､剛体球系の相図は､温度に

依存しない｡

剛体球系に有効なパラメータは､体積分率¢である｡本論文では､¢を¢-47rα3β/3と定義す

る 1｡ここで､αとβは､それぞれ､剛体球の半径および数密度である｡¢の変化により､種々の

相変化が生じるのである｡このことから､体積分率が､いわば､温度の役割を果たしていること

がわかる｡以下では､具体的に､どのような相変化が最近注目を集めているか､ 1成分系と2成

分系に分けて､それぞれ紹介する｡

1成分系

本系に関する研究の歴史は､古い｡そのseminalworkは､AlderとWainwrightによる1957年

の仕事にまで遡る[2,40]｡彼等は､計算機実験により､純粋に剛体斥力しかない系においてすら､

固液 1次相転移が起きることを示した｡引力のない系でも､相転移が存在することを示唆するこ

の仕事は､耳目を引いた｡その後の､単純液体論 -あるいは､流体のvanderWaals描像 2- が

隆盛となる背景でもある｡

P(圧力)-4,相図は､すでに､"第ⅠⅠ部の概要"の図ⅠⅠ-2に示してある[40]｡最近の関心は､もっ

ぱら､点線の準安定線に集まっている｡充分にゆっくりと体積分率を上げていく場合には､ 3凍結

点¢-0.494で結晶相へと1次相転移する｡しかし､そうでない場合には､過冷却液体からガラス

へと変化していき､最後には､最密充填の体積分率¢-0.74に達する手前で､圧力が発散して､

それ以上の系変化が不可能となる｡この準安定線に沿った圧力発散状態は､randomclosepacking

1文献によって､数因子の定義が異なる｡

2いわゆる､熱力学的摂動論 【2]の立場｡1960年代に得られた Orstein-Zernike方程式解の成果を踏まえて､1970年
代に精力的な研究が行われた｡その結果､液体の熱力学量､相転移挙動は､referencesystemである剛体球系により決
定付けられており､引力相互作用の詳細には依らないということが示された｡例えば､熱力学的摂動論の創設者等によ

る､近年の解説記事 【61,62】を見られたいC

3計算機実験では､これを､剛体球の半径を増大させることで実現している｡
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(結晶化を経由しないランダム充填状態)と呼ばれている｡

上述の準安定線に関連して､近年､Tbrquato等によって､明示された論点は2つある｡1つは､

ガラス熱力学的転移の実在性 【40,63]について｡そしてもう1つが､random closepackingの

普遍性 [641についてである｡

まず､前者について述べよう｡ガラス熱力学的転移が実在するという意味は､以下の通りであ

る【41】:この立場では､実験で観測されるガラス転移とは､Kauzmann温度におけるガラス状態

への熱力学的2次相転移4が､動力学的な理由でマスクされた現象であると考える｡すなわち､理

想的には､過冷却液体のエントロピーが結晶のそれと等しくなるKauzmann温度において､ガラ

ス状態へと2次転移するはずである｡

しかし､このような転移存在の有無の判定は難しい｡なぜなら､2次相転移であるかどうか判

定するには､圧力Pの体積分率¢に関する1階微分に不連続性が出るかどうか見極めなくてはな

らないからである｡これは､p-4,曲線の滑らかさを云々しなくてはならないことを意味している｡

実際､決着はなかなかつかなかった｡ところが最近､熱力学的転移の立場に打撃を与えるシミュ

レーション結果が示された【63]｡それは､剛体球の半径が多分散で､予め､結晶化が回避された系

の計算機実験である｡その結果によれば､pの4･に関する1階微分は､どのような過程を経てガ

ラス化しても､何ら特異性を示さなかった｡もちろん､この結果のみから､ガラス熱力学的転移

の実在性を否定することは難しい｡今なお､活発な論争が続いている｡

一方､randomclosepacking(これ以上圧縮できない非結晶状態)については､その"random"と

いう言葉の暖味さにもかかわらず､一意に定義できる普遍状態であると､長い間信じられてきた｡

確かに､実験･シミュレーションの両方面から､¢-0.64付近でrandomclosepackingになることが

示唆されてきている｡だが厳密に言えば､計算機実験のプロトコルにより､め-0.6,0.65,0.68,-

と､その値は変化する｡この状況を､Tbrquato等が､2秩序変数描像を用いて整理し直した[叫 ｡

その詳細を､以下で見てみよう｡

彼等は､まず､圧縮速度rにより､0.64(r大)から0.68(r小)までの異なる体積分率のrandom

closepackingが得られることを示した｡次に､これら種々のrandomclosepackingを､2秩序変

数マッピング (図4.1)を用いることで整理した｡図4.1は､random closepacking状態が､あ

る特定の体積分率における特異状態ではなく､流体と結晶の中間的な秩序状態群であることを明

示している｡ここで､横軸Qは､ボンド秩序変数と呼ばれるものに相当し､縦軸のrが､並進秩

序変数である｡このボンドとは､系の回転対称性を記述するのに導入された変数ベクトルで､最

近接粒子との間の重心変位ベクトルを指している｡そしてボンド秩序変数Qは､ボンドベクトル

の球面調和関数に関する平均として定義されている｡また､並進秩序変数Tは､数密度の一様密

度からのズレの平均量である｡Qや Tの詳細な定義は､参考文献 [64]を参照されたい｡

2秩序変数マッピング (図4.1)は､さらに､4,R Ft;0.64のrandom closepackingが､凍結点

(¢-0.494)の流体と大差ない秩序状態であることを示唆している｡このことは､ゲル化 ･ガラ

4ただし､オーダーパラメータも不連続変化する､エキゾティックな相転移である｡

-644-



ソフトマターのための密度汎関数積分法

ス化､等を統一的に理解するキーワードとして最近注目を集めている"jammingHという用語 【65】

を用いると､より明瞭に表現できる :Torquato等の表現に依れば【64ト 従来､4,R ;t30.64で起き

ると考えられてきたrandom closepackingは､jammedstructureのうち､最も秩序化され

ていない状態に相当しているのである｡

0.8

r O･6

0.4

0.2

0

J
J

Crystal ∫
J
J
J
/

= ･,I/++/RandomClosePackings

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Q

図4.1:RandomClosePackingsの2秩序変数表示 (一番左の黒点が､¢R ㌶0.64に相当している.)

2成分系

ここで言う2成分系とは､半径の異なる2種類の剛体球の混合系を指している｡積分方程式を

用いた古典的仕事以来､長い間､この系は､どのような半径比でも相溶すると考えられてきた｡と

ころが､1990年代に入って､半径比の大きい非対称性混合系の場合には､スピノーダル点にアク

セス可能であることが､相次いで示唆された[3]｡

この非対称性混合系の非相溶性は､M枯渇効果"と呼ばれる､純粋にエントロピー起源の現象で

あると考えられている｡この効果の最も単純な説明は､大きい粒子が凝集した方が､小さい粒子

が自由に動ける空間が大きくなり､エントロピー項が得をする､といったものである｡ただし､こ

の枯渇描像を具体的に式表現するには､剛体ポテンシャルの詳細な取り扱いが要求される｡単純

ではない｡

以上のようなことから､=枯渇効果"という､古くから知られた問題の理論的見直しが､最近盛

んである｡現在､イギリス ･ドイツ等の主にヨーロッパのグループにより､"枯渇ポテンシャル''

の精密な導出や､それを用いた2成分系の相図構築､等が､精力的に行われている[3,62,6610

それらの仕事の出発点として常に引用されるのが､日本人のAsakura-Oosawaによる1954年の

論文であるt67]｡彼等は､コロイドー高分子混合系の相分離を説明するために､枯渇ポテンシャル

を導出した｡Asakura-Oosawaポテンシャルと呼ばれる式表現の修正は､現在行われている､密度
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汎関数理論を用いた枯渇ポテンシャルの精密計算の主眼の1つでもある[66]｡

枯渇ポテンシャルを含む系 (今の文脈における､実効 1成分系)では､上述のvanderWaals描

像の範暗には納まらない､多様な相図が得られている｡ポテンシャル形のわずかな変化により､相

図ががらりと変わるのである[62]｡例えば､非相溶状態でしばしば見出される､固体一液体相分離

が安定で液一液相分離は準安定な相図構造は､タンパク質溶液のそれと類似しており､その観点か

らも注目されている【62】｡5

4.2 本章の目的

本章では､ 1成分系におけるrandomclosepacking問題に注目しよう｡上述のように､剛体球

ガラスの終着点 (あるいは､圧力発散点)は､圧縮速度で変化する｡すなわち､結晶の最密充填

に伴う圧力発散のように､系の構造と発散挙動が 1対 1対応ではない｡

従って､以下のような事項を明らかにする必要がある :

･圧力発散機構-とりわけ､4,R ,YO.64付近での発散を問題にしたい｡図4.1より明らかなよ

うに､このとき､秩序状態は液体とほとんど変わりがない｡それにもかかわらず､なぜ､圧

力発散するのであろうか?少なくとも､従来の剛体球流体を記述するPercus-Yevick等の著

名な状態方程式群は､このような発散を予言しない｡剛体球ガラスを記述する新しい枠組み

と､それに基づく､圧力発散を説明する新しい物理的描像の創出が要求されているのである｡

●ガラス極限の履歴依存性-ガラスとして存在できる極限 (圧力発散点)は､履歴により変化

する｡従って､上記の圧力発散機構は､圧縮速度により､発散点が変化することを説明する

ものでなくてはならない｡

本章の主目的は､前者の問題を明らかにすることにある｡剛体球ガラスを記述する新たな枠組

みとして形式Dを用いることにより､このことが可能となる｡後者の問題についても､最後に考

察する｡

4.3 問題設定 ･形式Dの有効性

図ⅠⅠ-2を再覧するとわかるように､問題の圧力発散は､下記のような微係数発散で言い換える

ことも可能である :

(4･1)

ここでpRは､randomclosepacking数密度であるOそこで､圧力ではなく微係数と

(Z)N,T-志 (4.2)

5現在のバイオ研究の要であるタンパク質の構造解析にとって､タンパク質の結晶化実現の迅速化は必須の課題であ

る｡そういった意味でも､タンパク質溶液からの結晶生成メカニズムを知ることは､極めて重要である｡
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のように関係付けられる等温圧縮率に注目することにする (戸は､系全体に均した密度)｡このと

き (4.1)式は､

xTIp_pR - 0 (4･3)

を与える｡これより､圧力発散機構を考えるにあたって､以下のような問題設定が可能であるこ

とがわかる :

ガラスのような不均一凍結系の圧縮率が消滅するための必要条件は何か?

上記問いに答えるためには､不均一凍結系の圧縮率表式を新たに導出しなくてはならない｡

そこでまず､圧縮率に関する基本関係式を復習しておこう[21｡一つは､系の粒子数揺らぎとの

関係式

戸kBTxT-
<Ⅳ2>-<Ⅳ>2

<Ⅳ>
(4･4)

である｡ここで<- >は､グランドカノニカル系での平均値を表している｡上式は､以下の関

係式

/

/ dld2

に注意すると､

dlp̂(1)> - <N>

< p̂(1)p̂(2)> - <N2>

pkBTxT-読 /
dld2<p̂(1)p̂(2)>-<p̂(1)><p̂(2)>

のように書き直される｡今､密度演算子のフーリエ変換表示として

p-k-読 / are-ik･r

を採用し､さらに6pk-P̂k-<p̂k>と置くと､結局

戸2kBTxT-1im<l6pkI2>k-)0

(4･5)

(4･6)

(4･7)

(4･8)

が得られる｡上式が､液相では通常の表式戸2kBTxT -<lp̂kl2>に帰着する6ことを了解するに

は､液相での平均密度が<p̂k>-戸となることを思い出せば良い｡

本章では､上式 (4.8)の平均操作<- >を､先験的に

i2kBT賭 - lim<l6pgkI2>t≦Tak-+0

6pgk - Pk-Pgk
Ei:!

(4.9)

と置き換えることが可能なものと仮定する｡ここで､下添え字t≦ Taは､異なる準安定状態への

ホッピング時間よりも短いタイムスケールでの時間平均操作を表している7.次ページの図4.2は､

その図説である｡

6教科書によって､フーリエ変換の規格化の相違に起因した微妙な表現のプレがある｡

7さらに言えば､ Tαのαは､ガラス用語であるα一緩和のつもり｡
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自由エネルギー

図 4.2: 自由エネルギーランドスケ-フ:

これを見るとより一層明らかなように､(4.9)式が示唆しているのは､ガラスの等温圧縮率は､自

由エネルギー多谷構造 (ランドスケープ)中の任意のベースン (ミニマム)にトラップされている

ときの､そのベースン周りでの密度揺らぎと関連付けられるという仮説である｡この仮定は､実

質上､妥当であるように思われる｡なぜなら､実際の圧縮率 (ないしは､圧力)などの静的測定

において､ガラス化後の非常に遅い緩和時間よりも充分に長く測定時間を取っていることなどは､

ほとんど無いからである｡

(4.9)式のような物理量を計算するのに､下に再掲した形式Dは有効である｡

e-0-/Dpe-FHK(p)-Q(pトp･J-

理由は以下の通り:

●剛体系を含むいかなる相互作用系にも適用可能な一般形式である0

･準安定密度pgkが停留解として表現可能である :

6(FHK+Q')
ニーJ+〟

(4･10)

(4･11)

｡密度汎関数積分表示なので､停留解周りでの揺らぎの計算も直ぐできる｡

次節で見るように､実際､ガラス系の等温圧縮率の単純な表式が一般的議論により得られる｡

4.4 不均一凍結系の密度揺らぎ

本節の結論式を最初に与えておこう｡形式Dを用いると､ベースン周りの密度揺らぎは

<l6pgkF2>t≦TQ-
序SkI2

戸ASk+l△p～gkl2
(4.12)

と与えられるOここで､戸Aや △p～gkの具体的表式に関しては､後はど特定することにする｡また

Skは､均した濃度が戸A となる系の構造因子である :

1

sk≡S(k;戸A)-言前 `5(1)p̂(2)>･
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本表現の考察は次節に譲るとして､ここではその導出の詳細を示す｡ガウス近似レベルでの計算

結果なので､焦点は､｢形式Dのハミル トニアンの2階微分が､停留解上でどのように書けるの

か?｣にある｡

第 1章で導出したように､甘くp)は第 1近似 (ガウス近似)の下で､

Qr - -1nw(p)

u(p)-/D(AQ)exp(一芸/d120'2'tOsp(p｡△"1)△"2))

LJ

(4･14)

と表される [0(n)≡6nO/64,(1)･･･64,(n)]｡このとき､外源ゼロJ-0の停留方程式 (4.ll)は

FL轟 -牢 l +p (4.15)
pg

と書き直される｡これ以後､'や "は密度汎関数の1階および2階微分を示すものとする｡一方､

形式Dのハミルトニアンの2階微分は

FHK"+せ"-FHK"+(誓)2一芸 (4･16,

である｡4体以上の密度相関関数は考えないものとすると､上式右辺の最終項が無視できるため8､

停留解 (4.15)上では､

(FHK"+申")lp s -

(WHA･

6p(1) i p] (- 7,

となる｡

さらに進むには､ある一様密度の周りでの展開表現が便利である.今の場合､簡単のため

FkKl戸A -Fk晶 9-P (4･18)

を満たす値を採用することにする｡ただし融点よりも大きい体積分率を考えているので､この値

戸Aは､単純に均した密度戸とは異なるはずである｡そこで､通常の密度ムラと区別するため～を

付けることにする :

△p～g(1)-pg(1)一戸A. (4･19)

ここでようやく､(4･12)に現れた戸Aや p～gkの精確な表式が明らかとなったo(4･18)を満たす一

様密度の周りで展開すると､(4.17)は

(FHK"+せ")lp g(1-2) -
∂β(1)∂β(2)

I/ d3d4

8㌦ は､4体密度相関関数に等しい 0(4)で表される｡

6p(1)6p(3)
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のように簡単になる｡構造因子との関係式

FHK"(k)(戸A- ≡
~l" ＼~~'rfJA 戸ASk

に留意すると,さらに,

fD"≡(FHK"･g")fpg(k)-読 +農

というフーリエ変換表示が得られる｡

(4･21)

(4･22)

以上で､(4.12)式の導出は基本的には終りである｡念のため確認すると､以下の通り:鞍点pg

の周りでの密度揺らぎの平均値は､

<l6矧2>-
ID6pgk e-1/2∑kFD"I6pgkl2/D6pgkL6pg･2exp(幸 FD".6矧 2) (4･23)

と与えられるので､結局､(4.22)の逆数が得られる｡これは､(4.12)に他ならない｡

4.5 圧力発散機構 :圧縮率消滅条件からの考察

不均一凍結系の圧縮率渚 は､(4･9)と (4･12)より

戸Skl2

kAro戸ASk+I△p～gkl2
戸2kBT賭 -lim (4･24)

と与えられる｡ここで､右辺の添え字 Aに注意されたい｡戸が系全体に均した濃度であるのに対

し､戸Aは､条件 (4.18)より求まる量である｡ただ液相では､戸A 一 戸や △絹 -戸A一万- 0と

なるため､上式は良く知られた構造因子との関係式

戸2kBTxT-Lilm.戸S(k;育)

へと帰着する｡

(4.25)

(4.24)式より､最密充填密度戸｡より手前で圧縮率が消滅する可能性が見えてくる:それは､圧

縮率を測定している間トラップされているベースン (準安定極小)自体の密度⊥密度相関関数 lpgkl2
が､

!ilm.Ipgkl2-∞

という条件を満たす場合である｡このとき､(4.24)の分母が大きくなり

戸2kBTxq.- 0; 戸<戸C

となる｡今､ガラスの非晶性を､種々の周期kiと相関長Eiの重ね合わせとして､

EpgkE2- ≡1 (k-kt)2+(1/Ei)2
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のように表現するt68】と､

Lip.Ipgkl2-Eo2' (4･29)

と書けるので､条件 (4.26)は密度相関長Eo- ∞がを満たすとき実現されることがわかる｡

問題は､Mガラス系において､E｡- ∞ のような系全体に広がった不均一構造が存在するのか?''

という点である｡過冷却液体に関するFischer等の散乱実験に依れば､実在ガラスにおいては､そ

のような巨大クラスターの存在が示唆されている[69]｡我々の関心のある剛体球系においても､本

章冒頭で述べたように､randomclosepackingがjammednetworkの出現と等価であると理解す

るならば､randomclosepackingにおけるEo- ∞ はもっともらしい｡

本章の締めくくりとして､以上の議論をまとめる :

･圧力発散機構:結論式 (4.24)から､凍結密度pgの不均一性が系全体に広がったとき (Eo-

∞)､圧縮率が消滅 (すなわち､圧力発散 ;(4.1)を参照)することがわかる｡ただし､剛

体球系のjammedstructureの密度相関関数を計算した例が今のところ無いので､random

closepackingが本機構によるものかどうか､断定はできない｡

･履歴依存性 :もし､randomclosepackingにおける圧力発散が､上記のような密度不均一

性に起因しているのならば､発散点が動力学的に変動するのは自明のように思われる｡これ

は､自由エネルギーランドスケープ描像の立場で言えば､｢どのベースンにトラップされるか

は､kineticpathwayに依存する｡｣という良く知られた事実の言換えに過ぎないのである｡

･Fischerクラスター 【69】との関連 :過冷却液体では､非常に大きな静的不均一性 (いわゆ

る､Fischerクラスター)の存在が､光散乱実験により報告されている｡ただし､本質的現

象であるか否かについては､議論も多い｡その一因が､圧縮率と構造因子の間の良く知られ

た関係式 (4.25)の破綻である｡冷却に伴い圧縮率が減少しているにも関わらず､低角の散

乱光強度が増大するのである.一方､圧縮率は不均一性が増大するほど減少することを示唆

している我々の結論式 (4.24)に従えば､この実験結果は異常でもなんでもない｡極く自然

に説明されるのである｡
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今後の展望

最後に再び､本稿で行ってきたことを概観してみよう｡これにより､今後の展望が見えてくる｡

まとめ

第Ⅰ部で開発された形式の特色は､以下の通りである :

｡密度場一 変数として､流体系にとって最も基本的な物理量の一つである密度を選んでいる｡

従って､密度場の揺らぎを顕に考慮できる｡

●平均場一 鞍点経路が､精確に平均場方程式を再現する｡高分子系においてすら､それが可

能である｡すなわち､我々の形式から得られる鞍点方程式は､高分子系の高次構造の予測な

どで華々しい成果を収めている､Edwardsタイプの自己無撞着場方程式を完全に再現するの

である｡

●近距離相関一 ハミルトニアンが､例えば､Lennard-Jonesポテンシャルを顕に含んでいると

しよう｡さらに計算を遂行するには､計算機の助けが必要である｡しかし､その種の短距離

ポテンシャルの詳細な取り扱いは､単純液体論と呼ばれる分野で膨大に行われてきた事柄で

ある｡その結果､一様密度周りでの密度一密度相関がどうなるかは､良くわかっている｡従っ

て､ハミルトニアンが相関関数で表されるのならば､近距離相関に関する過去の知見をイン

プットした上で､揺らぎ効果を考慮できる｡我々の形式は､それが可能である｡しかも､熱

力学的摂動論の精神を踏襲して､相互作用ポテンシャルを斥力部分と引力部分に手で分割す

る必要が無い｡我々の形式Dは､(例えば､Lennard-Jones系の相関関数を)直接､インプッ

トできる｡

｡内部自由度一 本稿では､内部自由度を持つ系の代表例として､高分子を取り上げ､従来法

とは異なる手続きにより､密度汎関数積分形式を求めている｡その結果､上述のように､平

均場方程式を精確に包含した形式が得られている｡

さらに第ⅠⅠ部では､第Ⅰ部で得られた形式を具体的問題に適用することで､上記特色の有用性を

示すことを目指した｡取り上げた系は､非対称性電解質溶液と剛体球ガラスである｡この2系を

取り上げた理由､および､得られた成果は､以下の通りである :

●非対称クーロン系 :高分子イオンのような多電荷担体と､それから解離した低分子イオンの

混合溶液系を考えよう｡このとき､ある条件下では､ほとんどの低分子イオンが､高分子イ
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オン表面に吸着した状態が出現する｡このような強結合状態を､揺らぎを含めて統一的に記

述するのには､従来のポテンシャル場によるsine-Gordon形式は向いていない｡むしろ､双

対な密度場で記述した方が､強結合状態の特異性を抽出しやすい｡すなわち､密度場形式な

らではの成果が得られるのである｡実際､第3章では､密度場形式から出発することにより､

強結合領域で有効な摂動展開法 (強結合展開法)を開発することに成功している｡さらに､

この方法を用いることにより､最近提唱されている強結合描像の数式的記述も可能とT3:った｡

●剛体球ガラス :今回第 1章で得られた形式Dの特色は､上述のように､短距離相関を直接

インプットできる点にある｡そこで､形式Dの最初の適用例として､引力成分が無いため従

来形式では取り扱いが不可能であった､剛体ポテンシャル系を取り上げた｡その結果､従来

の密度汎関数理論では得られなかった､圧力への密度一密度相関の寄与を見積もることがで

きた｡すなわち､我々の結果は､動的 ･静的に関わらず一様密度からのずれが生じていると

き､系全体の圧力の増大がもたらされることを示している｡その結果､密度不均一性が系全

体に広がると圧力は発散するのである｡本稿では､randomclosepackingと呼ばれる剛体球

ガラスの圧力発散と､上述の不均一性機構との関連可能性を指摘した｡

将来の課題

方向性としては､2つある:(i)さらに有効な形式を開発していくこと､および､(ii)今回得られ

た形式をさらに種々の問題に適用していくこと- である｡

(i)形式的拡充

現形式のわずかな拡張により､すぐできることが2つある :

｡形式B+D:例えば､相互作用ポテンシャルが､剛体ポテンシャルとクーロンポテンシャル

の和で与えられるような場合を考えよう｡この場合､相互作用に関する情報を全てハミルト

ニアンにインプットしていたら､液体論におけるmeansphericalapproximation(MSA)を

超えるのは難しい｡しかもクーロンポテンシャルは､その裸のポテンシャル形自体､良く調

べられている｡従って､このような系の場合､クーロンに関しては裸のポテンシャルで表現

され､剛体ポテンシャルに関しては相関関数で表現されているようなハミル トニアンを用い

たい｡すなわち､第 1章で導出した形式Bと形式Dのハイブリッド形式が欲しいのである｡

このような拡張は､簡単に行える｡

●他の内部自由度を持つ系に関する形式 :ひも (高分子)を､棒 (液晶､等)や平面 (膜)に

置き換えて同様の形式を作ることも可能である｡あるいは､等方球の場合ですら､球表面に

座標系を設定することで､内部自由度を持つ系と見なすことも可能である｡ただし､これら

の場合､密度場のみの記述が有効でない場合もあることに留意すべきであろう｡例えば､液

晶にとってより重要な変数は､配向場である｡
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液晶のように異方性のない等方系でも､必ずしも密度場が有効な変数とは限らない｡問題に応じ

て､より有効な変数の取り方はないか?-という検討が重要である｡例えば､2体分布汎関数理

論の可能性も視座に入れるべきである｡理由は､以下の通り:

●2体分布汎関数積分形式 :密度場形式の無力さは､短距離相関に関するアウトプットが難し

いという点にある｡すなわち､密度場形式では､前節Mまとめ日でも指摘したように､ハミ

ルトニアンに従来の液体論の蓄積をインプットしなくてはならない｡しかし､このことは逆

に､本稿の密度汎関数積分形式では､短距離相関の取り扱いに関して､本質的に従来の枠組

みを超えられないことを意味している｡一方､変数として､密度 (1体分布関数)ではなく､

2体分布関数を採用したらどうなるだろうか?この場合､第 1章と同様の手続きを経て､平

均場条件がHNC近似 [2】に相当するような､2分布汎関数積分形式を構成することが可能

である｡これにより､少なくとも枠組み上､従来の液体論と同様な結果を､自ら導出するこ

とができる[70]｡ただし､このような形式が真に有用性を持ち得るかどうかは､具体的問題

への適用結果により判断されるべきであろう｡

(ii)他系への適用

第ⅠⅠ部の適用例だけでは､もちろん物足りない｡何より欠けているのが､高分子系への適用で

ある :

●高分子系 :高分子系に関しては､枠組みは作ったものの､その有用性は示せていない｡まず､

homopolymer系については､少し先述したように､Lifshitz-deGennes自由エネルギ弓 こ対

する補正項の評価が必要である｡我々の結果は､鎖の3次相関を考慮することにより､高分

子の並進エントロピーすら､(密度揺らぎの2次のオーダで)抑制されることを示唆してい

る｡もしこれが正しければ､(浸透圧､等)何らかの実験結果にそれが反映されているはず

である｡これについて､今後検討したい｡一方､blockcopolymer系については､急峻な界

面をもつ強偏析構造にも適用できる点が魅力である｡とりわけ､理論的取り扱いの難しかっ

た､高分子ミセル系に適用したいと考えている｡

さらに､上記のハイブリッド形式 (形式B+D)が構成できれば､実在の電解質系が格段に扱い

やすくなる :

●電解質系 :実在系の難しさは､電荷担体のサイズ効果である｡例えば､コロイ ド系の場合､

制約条件として､"重心間距離が粒径以下ではクーロン相互作用は0である｡"-が課され

る｡この効果による実効的クーロン相互作用の空間変調は､単純液体論による解析 (MSA)

からも明かにされている｡さらに､異なるサイズの混合系では､静電的枯渇効果と呼ばれる

クーロンと排除体積の複雑なカップリングを考慮しなければならなくなる[71]｡もちろん､

揺らぎによる遮蔽効果も無視できない｡以上のように､クーロン､排除体積､そして揺らぎ

が相互相関する実在系のシステマティックな取り扱いが､形式B+Dを導入することで､可

能になるものと期待される｡それは､言わば､Fisher等の提唱する"一般化されたデバイー
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ヒュッケル法"[17]の汎関数積分版に相当している[18,721｡今後､この枠組みを用いること

により､近年リバイバルしている話題 一荷電コロイド系の不均一 (void)構造の理解- へ

と迫りたい[46,47】｡

本稿では､静的物性のみ取り扱っている｡しかし､今回得られた密度汎関数積分法は､実は､ダ

イナミックスの観点からも支持されているのである9【73].すなわち､我々の枠組みの､動的拡張

性を忘れてはならない :

●ダイナミックス :動的密度汎関数理論 (DDFT)の魅力は､近年過冷却液体の記述の成功で

再び脚光を浴びている､モード結合理論 (MCT)を包含している点にある【74,75]｡しかし､

川崎 (提唱者の1人)による射影演算子を用いた議論 閏 のままでは､DDFTの拡張性が

見えにくい｡その一つの例としては､せっかくMCTを包含した枠組みであるにもかかわら

ず､MCTを超えるシステマティックな処方等が提示できていない､という点が挙げられる｡

一方､最近我々は､より簡潔な議論により､相互作用する粒子のLangevin方程式が動的密

度汎関数方程式に帰着することを示すことに成功している【73】｡ただし､このとき出てくる

動的自由エネルギーは､裸のポテンシャル表現のままである｡川崎が提唱するように､直接

相関関数で表現するためには､どのような仮定が必要か､明かにすることが今後の課題とし

て残されている[73]｡しかしこの間題は､良く見ると気がつくように､本稿で述べた形式B

(裸のポテンシャル表現)から形式D(直接相関関数による表現)への読み換えに､類似し

た問題である｡実際､Langevin方程式を超場表現 【76】することにより､ダイナミックスに

関しても､第 1章形式Dの導出と同様な議論を行うことは可能である｡今後､この方向性

で､MCTを平均場解として包含した､動的密度場理論の構成を目指したい｡

9動的密度汎関数方程式の定常解は､我々の形式 Bと一致する結果を与える｡
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