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ひねり演算子を用いたスピンβ-1/2,1梯子系での相転移の解析
東京理科大学 理学部 中村 正明, 山本 貴博

東京大学 工学部 藤堂 真治

量子スピン系のvalencebondsolid(VBS)状態を特徴づける量として提案された､ひねり演算

子の基底状態の期待値zLのスピン梯子系への応用を考える｡また､string秩序変数やレベルクロ

スの方法との関連をZ2×Z2対称性の破れという観点から考察する｡

1 はじめに

量子スピン鎖におけるHaldaneギャップ状態に対する秩序変数としてはdenNijsとRommelse

によるstring秩序変数が良く知られているが､我々はstring秩序変数よりも合理的かつ実用的と

考えられる秩序変数zLを提唱した[1]｡これはサイズLの系に対するひねり演算子の基底状態で
の期待値

zLI (goLexp(i;,ilj車 , (1,

として与えられ､境界をまたぐvalencebond(VB)の本数の偶奇に応じて符号を変える性質をも

つ｡この秩序変数が ｢合理的｣である理由は､主に次の3点である｡(1)隠れた反強磁性秩序状態と

いう複雑な概念を経由せずに直接vBS状態を検出でき､物理的描象が捉えやすくなる｡(2)string

秩序変数のような2点相関関数ではなく､1つのスカラー量であるため､計算と解析が非常に容

易になる｡(3)VBS状態の変化に応じて秩序変数の符号が変わるため､zL-0より相転移点の検

出に用いることができる｡

ただし､zLの性質についてはまだいくつか疑問点が残されている｡S-1スピン鎖における

Haldane状態とは､string秩序変数に対する非局所的ユニタリ変換により､Z2×Z2対称性の破れ

た状態として特徴づけられることが知られているが､zLにはZ2×Z2対称性の破れはどう反映さ

れるのであろうか?またzL,はレベルクロスの方法と同様な転移点を与えるが､これら3つの方法

は互いにどのように関係しているのか?本稿では､以上の疑問について､zLをスピン梯子系に応

用することを通じて明らかにしていく｡

2 フラストレートしたS-1/2梯子系

まず､フラストレーションのあるS-1/2スピン梯子模型

L

71-∑ [J(Sj･Sj'1+Tj･Tj'1)+J′sj･Tj+Jx(Sj･Tj'1+Tj･Sj'1)]
hJeu

をJ>0において考える【2].この系ではJx≪ J′の領域においては通常のS-1/2梯子系
の性質を示し､rungdimer相が出現する｡ただし､隣接する2つのrungdimerが局所的に90

度回転しているような配置も同種の状態とみなし､これらをまとめてresonatingvalencebond

(RVB)状態と呼ぶ｡一方､J'≪ Jx≦Jの領域では､系はS-1スピン鎖の性質を帯び､一種の

Haldane状態が出現するoこの状態はAmeckKenedyLiebTasaki(AKLT)の模型の基底状態に
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類似していることから､AKIJ状態と呼ぶ｡この

2状態の競合において､両相の特定のためには､

複合スピンSozdd,,A≡S,?+T,?,Sezven,,･≡S,?十
T,P+1を導入し､通常のstring秩序変数のS-1
のスピン演算子を置き換えることで､2種類の異

なるstring秩序変数Oozd d,Oezvenを定義す る必 晋0.2
要があると指摘されていた[3]｡実際､このstring

秩序変数を厳密対角化法でL-8,10,12,14につ

いて計算すると､図1(a)に示すように､J′/J-
1においてJx/J～0･6付近で0.zdd,Oezvenの入
れ替わりが起きる｡ただし､このように複数の

string秩序変数の交点から転移点を特定できる

のは梯子系のみで､スピン鎖では行えない｡

~方､(1)式において､S,?ぅS.zdd,,･として
zL定義すると､図1(b)に示すように､string秩 NJO･0

序変数の入れ替わりが起こるのとほぼ同じ点で

zL,-0となって､符号が逆転することが分か

るoまた､同様にS,71Sezven,JとしてzLを定
義することもできるが､この場合は前者と比較 -1･0

して常に逆の符号を持ち､どちらの定義でも同 2･0

じ点でzL-0となる[2】｡このことから､ILは
1種類でstring秩序変数2種類分の情報を持つ 1･5

ことが分かる｡

また､1次元スピン鎖におけるVBの組変え 笥 1･0

による相転移点は､ひねった境界条件下でのパ

リティーの異なる最低励起スペクトルの入れ替 0･5

わりでも特定できることが指摘されている【4]｡
この場合､パリティーの偶奇は境界をまたぐvB 0.0

の本数の偶奇に対応しているため､レベル交差

は本質的にzLの符号の入れ替わりと同じ物理的

意味を持つ｡図1(C)に示す数値対角化の結果か

らも前述の2つの方法と同じ転移点を与えるこ

とがわかる｡このように､3つの異なる方法が

同じ転移点を与えることが数値的に示された｡
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図 1:S-1/2梯子系(L-8,10,12,14,
J′/∫-1)における､(a)string秩序変数､
(b)ひねり演算子の期待値zL.(C)ひねった
境界条件下での励起スペクトルの交差｡

さて､以上の3つの異なる方法の関連をZ2×

Z2対称性の破れという視点から考えたい｡S-1/2スピン梯子系の臨界的性質はボゾン化法を通

じて2次元Ising模型のそれと関連づけられることが知られている｡つまり､4つのMajoranaフェ

ルミオンを用いて書くことができ､このうち3つは等価な質量m1- m2- m3-(T-Tc)/Tcを持
ち､他の1つは異なる質量m4-3mlを持つことから､全体としてSU(2)×Z2の対称性を持つこ

とがわかる｡これはスピンのSU(2)対称性と2本の足を持つことに対応している｡いま､Ising模型

のorder場をO-i､disorder場をpiで表せば､ボゾン場との対応関係はexp【iヽ句･S]JpIIL2+iJlq2
であることから､string秩序変数は

oozdd - .x豊 ∞(cos[V% (x)]cosl淘 S(y)])う (pl)2(p2)2
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oezven lx豊 ∞(sinl布 (I)]sinl布 (y)])1 (Jl)2(62)2 (3)

と表される｡つまり､2つのstring秩序変数はそれぞれ､order場とdisorder場に対するZ2×Z2

対称性の破れを検出していることになる｡一方､zL,は

zL∝(coslJ豆¢S])1 (lil)2(IL2)2-(C,1)2(02)2 (4)

となるから､符号の変化を伴うことで､2つのstring秩序変数の情報を同時に持つことがわかる｡ま

た､レベルクロス法で着目する2つの励起スペクトルは演算子coslヽ乃Qs]J PIP2とsin[J豆4･S]1
g102に対応しており､string秩序変数に現れるボゾン化された演算子そのものであることがわか

る｡このように､どの方法を用いても､AKIJ相とRVB相はそれぞれIsing模型のorder場と

disorder場によるZ2×Z2対称性の破れた状態に対応していると結論でき､互いに等価であるこ

とがわかる｡

3 S-1/2ボンド交替梯子系

同様の解析を､鎖内相互作用に逆位相のボンド交替のあるS-1/2梯子系､つまり(1)式において

Jx-0,JIJlト 6(-1)j]とした系に対しても行った｡この系においてもボンド交番6と鎖間相互
作用JIの大小関係により､前節で議論したのと同様なAKLT相とRVB相との競合が起きる｡この
模型の重要性はVBの配置のトポロジカルな違いが､磁化曲線の低磁場領域におけるカスプの有無

と関連づけられる点にある｡つまり､VBを粒子と置き換える描象では､AKLT相ではフラストレー

ションがあり､RVB相ではフラストレーションが消えることから､分散関係の構造に違いが生じ､

それが磁化曲線におけるカスプの有無として反

映されるのである[5】｡

ところが､この模型の相図についてはこれま

で2つの相反する主張がなされてきた｡Martin-

Delgadoら【6】はJ′,♂≪Jの廃城では相境界の

漸近形が6∝(J'/J)3/2となると主張している

のに対し､Cabraら【7]は∂∝(J′/∫)1/2であ
るとしている｡我々はこの系については厳密対

角化法とレベルクロス法を用いて相図を定め､

Martin-Delgadoらの主張を支持する結果を得

た｡さらに､SU(2)×Z2の対称性を持つ通常

のS-1/2スピン梯子系に対し､ボンド交替に

起因ずる摂動u'-6pIFL2P3P4の効果を考える

ことにより､解析的に∂α(J′/∫)3/2の関係を

得た｡同様の解析はWangら【8]により､交替

磁場hのあるS-1/2梯子系についてなされて

おり､交替磁場71'-hJIO･2P3FL4の影響により､

N6el相とAKLT相の間に現れるC= 1の臨界
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図 2:β-1/2ボンド交替梯子模型(エ -

12)の相図｡J′,♂≪ Jの領域では∂∝
(J′/∫)3/2となることが解析的､数値的に
示される｡

線の漸近形がh∝(J'/J)3/2となり､ボンド交替梯子系とほぼ同じ構造の相図が現れることを示

しているO両者の違いはSU(2)×Z2の対称性が有効模型においてあらわに壊れるか否かという
点のみである｡
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4 S=1ボンド交替梯子系

次にS=1梯子系への応用を考える｡まず､

鎖内相互作用Jが一様な場合の基底状態は鎖間

相互作用J′の大きさによらずplaquettesinglet

solid(PSS)状態で与えられることが既に解明さ

れている[91｡これに対し､山本らは鎖内相互作

用に逆位相のボンド交替∂APが加わった場合の

相図を議論し､snakeHaldane(SH)相とantト

paralleldiner(APD)相の存在を指摘した【10]｡
PSS､SH､APDの各相は梯子を垂直に切った

際のVBの本数がそれぞれ偶数､奇数､偶数で

あることを踏まえ､量子モンテカルロ法による

zLの計算により､0.20<6AP<0.26の範囲で
リエントラント転移が見られること､PSS相と

APD相との問には､J′/J>0では直接転移が
ないこと【11]などをより高い精度で示すことが

できた｡さらに､ 同位相のボンド交替∂pが加
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図3･.S-1ボンド交替梯子模型(L-112)
の相図｡

わった場合にはPSS相以外の相は存在しないという予想の確認も行った｡

このようにzLは基底状態の情報のみで得られるため､多くの数値計算手法に対応でき､S-1

梯子系のようなHilbert空間の大きな系の解析には特に有効である｡
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