
研究会報告

複素相空間カオスによるトンネリング機構

東京都立大学 理学研究科 大西孝明 1

トンネリングの機構を半古典的観点から理解するさいの,複素相空間カオスの果たす重要な役

割について報告する.モデルとして,エネルギー障壁 トンネリングを実現する散乱系を考え,波

動関数をトンネル軌道 (複素古典軌道)を用いて再現した.波動関数を再現するにあたり,実効的

に機能する記号力学を複素相空間において構成した.そして各トンネル軌道の波動関数への寄与

の大きさを,軌道に割り振られた記号列から見積もった.その結果,膨大な数のトンネル軌道の

個々が複素相空間で示す挙動が明らかとなり,またその中から重要な軌道を系統的に選び出すこ

とが可能となった.

1 Introduction

量子力学を特徴付ける,古典力学にはない性質として粒子 ･波動の二重性がある.とくに後者

がその機構を担う現象としてトンネリングがある.逆説的ではあるがこの現象を古典力学の粒子

描像に基づいて理解すること-特に系の古典力学が非可積分な場合に-が本稿の目的である.

化学反応では興味ある反応過程に対して,その始状態と終状態を結ぶ古典力学的過程が必ずし

も存在するとは限らない.このような反応過程はトンネリングにより記述される.トンネリング

が関与する場合でも,インスタントン軌道に代表されるように物理量を複素数にまで拡張した古

典力学を考えれば,始状態と終状態を結ぶ古典軌道を見出すことが再び可能となり,波動関数(あ

るいはS行列)への各古典軌道の寄与の大きさは～exp(-ImS/h)(ここにImSは軌道の作用

虚部)で見積もられる.この複素化された古典力学を用いることにより,実効的な自由度が低い

場合(1自由度)のトンネリングは精度よく説明されている[1】.ここに述べた方法は複素半古典

法と呼ばれるものであり,系の実効的な自由度が上がって古典力学にカオスが現れた状況下にお

いても有効に機能することが,様々なモデルへの適用例からわかってきた[2,3,4ト しかしそれ

と同時に,複素半古典法を遂行する上において現れる,非可積分系ゆえの困難もまた浮き彫りに

なってきた.それは指数関数的に増加するトンネル軌道 (複素古典軌道)を選別することである.

以下の §2ではまず非可積分系のトンネリングに関して,半古典的解析からこれまでに得られ

ている結果をおおまかに振り返る.そして非可積分系において必ず現れる難題一膨大な数のト

ンネル軌道の中で最も重要なものをいかに選び出すか一 について考える.§3で,その難題を

解決すべくあるモデルに関して我々のおこなった半古典的解析の結果について報告する.最後に

§4でまとめを述べる.なお,本稿では実数の相空間,複素数の相空間という言葉の代わりにそれ

ぞれ実領域,複素領域という言葉を使うこともある.
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2 非可積分系におけるトンネリング

実数の相空間において,古典力学では遷移不可能な2つの領域間の大部分がカオス的運動に

よって占められている場合,その領域間の tunIlelingrateは系が可積分である場合に比べて極

めて大きくなることが知られている.この現象は,カオス的運動の領域に確率密度の大部分を持

つような基底がトンネル輸送を仲介することにより説明されるので,chaos-assistedtunlleliIlg

と呼ばれている[5]･

しかしたとえわずかな摂動によって非可積分系となった場合でも,すなわちカオス的運動の領

域が規則的運動の領域 (トーラス領域)に比べて十分小さい場合でも,tunIleliIlgrateが格段に増

幅されることがある[6]･この場合,摂動前のトーラスの回転周期と摂動周期との共鳴によって出

現する共鳴トーラスがその増幅の機構を担っていることが古典 ･量子の両摂動論を組み合わせる

ことで説明されている【6】･これらの研究は,古典軌道の概念をトンネリングの計算に直接用いる

ことはしないものの,古典力学の非可積分性がトンネリングに大きな影響を及ぼすことを明らか

にしている.

一方,複素半古典法の立場からは,非可積分系のトンネリング機構については以下のことが明

らかになっている[2,3,41･時間発展する波動関数に対して寄与するトンネル軌道の数は,系が

非可積分であることを反映して,時間と共に指数関数的に増大する.また,各軌道が担う半古典

的成分波の干渉により,波動関数には極めて複雑な構造が現れる.そしてトンネル軌道および波

動関数の持つこれらの性質は,トンネリングを実現する障壁の種類 (エネルギー的障壁または勤

的障壁)によらない.

しかし上述のトンネル軌道の指数関数的増加は,複素半古典法を一般の非可積分系で遂行する

際の非常に大きな制約となる･どのようなトンネル軌道が重要な寄与をもたらすか(lhl司が小

さくなるか)を,系のもつ特徴,例えばポテンシャルの形状から特定できる場合もある[71･しか

しその様な特定の仕方が可能であるとは一般には期待できない.従って全てのトンネル軌道の中

から重要なものを系統的に見出す一般的な手段をいかに提供するかが重要な問題となってくる.

最近,複素古典力学の研究が盛んな H6noIl写像を用いることにより,トンネル軌道の集合 (よ

り正確には無限時間有界にとどまり続ける複素軌道でかつ無限時間にわたる作用積分の虚部が絶

対収束するものの集合)が Julia集合と呼ばれる,複素相空間内のカオス軌道全体の集合の中に

極めて "豊富に"存在することが示された酢 この結果はその一般性を信じるならば,個別のト

ンネル軌道を指定することは,まさに個別のカオス軌道を指定することに他ならないことを示し

ている.従って トンネル軌道の指数関数的増加の背景が明らかにされたとともに,全てのトンネ

ル軌道の中から重要なものを系統的に見出すことの困難さもまた浮き彫りになったわけである.

以下ではあるモデルを立て,この間題の解決を試みる.我々は,カオス的な運動を記述するた

めの一般的な方法である記号力学を用いることによって,トンネル軌道を記述することを考える.

その結果として,各トンネル軌道に割り振られた記号列から作用の虚部を見積もり,重要なトン

ネル軌道であるかどうかを記号列のみから判断できるようにする.ただし頁数の都合上,議読の

詳細については文献[91に譲らせていただく･
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3 実効的な記号力学の構成と作用虚部の見積もり

以下のハミルトニアンで記述される散乱系を考える.ただしk,Tは正実数パラメータである.
十∞

71(q,p,i)-T(p)十V(q)∑坤 -n),
'TL,= -Oく)

T(p)-p2/2,V(q)-k･exp(17q2),

上記の系では,どのような k,7の値に対しても,実数の相空間にはカオスが現れないことがわ

かっている(例えば実数値の周期点は常に不動点 (q,p)-(O,O)のみである).それにも関わら

ず,図 1(a)に見るように波動関数は複雑な形状を持つ･このことは系(1)の複素相空間にカオス

が存在していることの反映であることが,以下の記号力学を通した解析から明らかとなった.
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図 1‥q<Oから入射した波束の1Oステップ後の波動関数を(a)量子力学 および (b)複素半
古典法により計算したもの.波束の重心(q,I-120)はすでに原点付近の障壁で反射している.

まず軌道の振る舞いを記号化する.記号化のためには通常,相空間を複数の領域に分割し,各

領域に対して 1つの記号を割り振る.こうすることで各軌道の相空間における遍歴が記号列で表

されるわけである.任意の記号列に対して高々1つのカオス軌道が対応するような相空間の分割

は生成分割と呼ばれる[10ト系(1)に対して我々が定義した実効的な生成分割を図2(左)に示す.

分割された各領域の境界は以下のように与えられる.ただしV'(q)≡∂V(q)/aqである.

((q,p)∈C2larg(-V/(q))-(-2L/Xy+(3x+1)y/2)7T) (I,y∈(1,-1),L/∈N).(3)

分割の各領域は整数の組(I,y,U)によってU(I,y,I,)と指定される.この分割により,各トンネ
ル軌道は以下の記号列によって指定される :

aoala2a3･･. (aj- (xj,yj.,I/j･), j≧O)･ (4)

ただしaJ･は jステップ目に軌道が領域 U(a,)を通ることを表し,aJ-(O,O,O)の場合は軌道

が図2(左)のU(O,O,O)を通ることを表す･記号列とトンネル軌道との対応を図2(右)に示す.

次に記号列から,対応するトンネル軌道の作用虚部を見積もる･記号列として (4)が与えられ

たとき,対応するトンネル軌道が得る作用虚部は以下のように見積もられる :

十(x) +oo

∑lmlT'p,-1'-V(qj'] -苦言 扉 ′2-I,･-1U,'[21''yjU,l'2-yj-1Uil21'･'5'E=u
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ただしqj,Pjは jステップ目の位置と運動量である･式(5)から,次のような記号列がもっとも

小さい作用虚部を与える,すなわちもっとも重要な トンネル軌道を与えることが導かれる.

0000- , または bb- bOOOO･･･ (6)

ここに 0 ≡(0,O,O)であり,b-(1,1,1)または (-1,-1,1)である.図1(b)の波動関数は記号

列 (6)に対応するトンネル軌道のみを用いて再現したものである.以上より,重要なトンネル軌

道を記号列から選び出すことができた.我々のアプローチを他の非可積分系に適用する場合,そ

の成否は実効的な記号力学の構成にかかっており,複素相空間構造の深い理解が不可欠となる.

(-1,1,2) 生すU(-I,1,1) E3a:U(1,1,2)U(i,I,1)

Ⅳ(0,0,0)

U(-I,1,1) U(1,1,1)

-40 Req 40
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図 2:(左)相空間の分割の q平面による断面. 曲線 a,b,C,dは分割の境界であり,各々

(I,y,U)- (1,1,1),(1,1,2),(1,1,3),(1,-1,1)で指定される･ U(I,y,I/)は分割の各領域を

表す･I,yは各々 Req,Imqの符号に対応し,i/は原点からの距離に対応する.(右)トンネル軌

道と記号列との対応･実線,破線は各々 Req,Imqを表す･記号 (I,y,L/)は (I,y)〝で,I,yの
値 +1,-1は +,- で表してある.各記号列は,以降に続く 000-･の部分を省略してある.

図(C)は記号列 (6)に対応するトンネル軌道の典型的な運動一実領域へ直行する運動- を表す.

最後に,系(1)のカオスの発生機構について考察することで,複素領域の理解の必要性を強調

しておく.数値計算の限りでは,我々の系はどのような k,7>0に対しても,複素領域にカオス

が存在している･我々の系のように実領域での力場の大きさEV'(q)1に上限がある場合,複素領

域では Liouvilleの定理から,V′(q)は q平面上で特異点を持つか,でなければ無限遠方で発散

する(我々の系は後者).すなわち,実領域で微小な力場は逆に複素領域では極めて大きくならな

ければならない.このことは,たとえ実領域にカオスが現れなくとも,十分深い複素領域では軌

道が不安定となってカオス的に振る舞う可能性があることを示している.

また離散時間系を,可積分な連続時間系を差分化したものと考える場合,我々の系ではカオス

軌道 (原点に関するホモクリニック軌道)が連続時間系のある特徴的な軌道一有限時間で IImqE

が発散する軌道- の近傍に発生していることが観察される[91･この特徴的な軌道の近傍に初期

値をもつ離散時間系の軌道は短時間で複素領域深くに到達し,そこでの極めて大きな力場によっ

て軌道の不安定性が増大し,あるものはカオス的に振る舞うことが観察される.1変数の複素力

学系では,カオスの発生原因として類似のメカニズムがあることが知られており[12】,我々の系

をはじめとする多変数の力学系への拡張は重要な課題である.
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4 まとめ

エネルギー障壁 トンネリングのモデルについて,実効的な記号力学を用いた半古典的解析から,

波動関数に重要な トンネル軌道を系統的に選び出すことが可能となった. また相空間をどのよ

うに運動するトンネル軌道が重要であるのかが明らかとなった.カオス軌道の集合 (Julia集合)

とトンネル軌道の集合との密接な関係はH6non写像 [8]だけでなく我々の系でも確認され,他の

非可積分系でも広く見られるものと期待される.よって両集合の密接な関係に基づく我々のアプ

ローチ,すなわち実効的な記号力学によるトンネル軌道の記述,および記号列からの作用虚部の

評価,は他の非可積分系のトンネリングの解析に対しても一つの有用な手段となるだろう.そし

てその適用に際しては,複素相空間構造の深い理解が欠かせない.Chaos-assistedtunnelingに

代表される,実領域のカオスに完全に立脚した トンネリング機構の解釈をも包括するような半古

典的理論の構築が望まれる.

なお本稿は首藤啓氏 (都立大理),池田研介氏 (立命館理工),高橋公也氏 (九工大情報)との共同

研究をもとに書かれたものであることを付記します.
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