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は し が き

その 1では群論と群論的分岐理論の基礎を群C｡に不変な多変数関数の変分間題に即して解説し

た.群Goの既約表現と,その表現空間における固定部分群の考察により,群Goに不変な関数の極

値問題の解法が簡単化される事を示した.

その2では電荷密度波,反強磁性等の磁性状態から超伝導状態までを統一的に扱えるHartree-

Fock-Bogoljubov(HFB)近似を群論的分岐理論の観点から解説する.

第6章でHFB近似が系の持つ対称性の群Goに不変な関数の極値問題として定式化できること

を示す.したがって第4章で述べた群論的分岐理論がHFB近似に適用出来ることになる.平均場

ハミルトニアンへの群Coの作用と,それによる平均場ハミルトニアンの固定部分群を定義する.

平均場ハミルトニアンの固定部分群が密度行列,オーダーパラメーター,準粒子等の対称性を定め

ることを示す.

上記の手法の有効性を例示すため,第7章では群論的にも比較的理解しやすい正方対称性D4h

を有する2次元正方格子上の拡張Hubbard模型を取り上げる.2次元正方格子上の拡張Hubbard

模型の対称性の群G｡と対称性の破れの解析に必要な範囲のG｡の既約表現について解説する.平

均場ハミルトニアンの空間でのG｡の既約表現の基底を求める.

第8章で2次元正方格子上の拡張Hubbard模型の超伝導以外の対称性の破れた状態を2電子相

互作用の既約分解,Goの既約表現とその固定部分群に基づいて求める.その中で電荷密度波,電流

密度波,スピン密度波,スピン流密度波等が系統的に求められることが示される.

最も一般的な平均場近似の入門と同時に,物性理論における対称性の破れの理解のための,最短

で必要最小限の群論の入門コースとなっていると考える.登場する群とその既約表現について,塞

礎的なところから懇切丁寧に説明しているので,その 1とあわせて読んでもらえれば,群論の知識

が無くても理解可能であると思う.

その3(掲載号未定)では第9章以降を掲載する.

1本稿は､編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である.

2第 1部でその1,その2の2回に分けて掲載する予定としていたが,都合により3回に分けて掲載する.その 1は
物性研究 78(2002),511に掲載
3E-mail:kk.ozaki@f2.dion.nejp
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物性理論における群論的分岐理論入門 (その2)

第6章 変分間題として甲

Hartree-Fock-Bogoliubov方程式とそ

の解の対称性

第 1部の冒頭で述べた1次元電子系の対称性の破れた状態の平均場ハミルトニアン(meanfield

Hamiltonian)‰ は

H霊-HB1-∑∑ e(k)alksaksks

HSDW-HSL+U∑ ∑ alk.q)saks
k s

HAow-HEL+iC∑∑ sinkark.q)saksks
HAM-HSL+U∑ (a主TakT一元lakl)

k

HSPw-HBl十U∑(aEk.q)TakT-ark.n)lakl)k

(6･1)

の形であらわされる.1ここでNは正常状態,cDWは電荷密度波,BOWはボンドオーダー波,FM

は強磁性,SDWはスピン密度波状態を示す･kは電子の運動量,和∑kは1次元第1ブリルアン域
(Brillouinzone)‥(-7T≦k≦7T)に関する和を意味する.第 1章では取り上げなかったシングレッ

トBCS超伝導状態の平均場ハミルトニアンは

HEcs-HSl+C∑〈ahaLk)i-aとlaLk)T)+C∑〈a(-A)lak†-a(-k)†aki) (6･2)k k
の形で表される.このように対称性の破れた状態の平均場ハミルトニアン‰ は

Hm -HBt+HL (6･3)

の形に書くことが出来る.鶴 は歴史的には,平均的スピン配列を仮定する等の,それぞれの研究

現場での物理的洞察によって導入された.鶴 はそれぞれの仕方で,系およびHSlの持っていた元

の対称性を破っている.

この解説では逆に,系の正常状態の対称性の群Goの部分群G,⊂Goを群論的分岐理論を用い

て系統的に求め,G,に対応する平均場ハミルトニアンHS,-鳩 十鶴 を求める方法を示す･

この観点から第6章では正常状態から,磁性状態,超伝導状態までを統一的に扱うことが出来る,

平均場近似のもっとも一般的な理論であるHartree-Fock-Bogoljubov(HFB)近似を変分法の立場

1これらの平均場ハミルトニアン 〃m に親しんでいない読者は,詳しい説明は第 8章で行うので,ここでは詮索せず

に,状態に対応して多様な 〝m が存在することだけを認識されたい.
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から取り上げる.14,15)HFB理論が系の対称性の群C｡に不変な関数の極値問題として定式化でき

ることを示す.

第6.1節ではHFB近似とHFBハミルトニアンを,第6.2節ではボゴリュウボフ変換によるHFB

ハミルトニアンの対角化を述べる.第6.3節ではHFB自由エネルギーの表式を求め,その極値条

件から平均場の自己無撞着 (SCF)条件が導かれることを示す.第6.4節では系のハミルトニアン

の対称性の群C｡を導入する.第6.5節ではHFBハミルトニアンの固定部分群を定義する.その固

定部分群が密度行列の対称性を定めることを示す.

6.1 HFB近似とHFBハミルトニアン

様々な場合への応用を考慮して,次のような一般的なフェルミオン(Fermion)系のハミルトニア

ンを考察する.

･-∑(Ti,I-P6ij)alaj+三豊 (inLVlj-)afahamaj (6･4)

Ⅳ

i,∫-1 も,J,m,n-1

ここでaI(ai)は1粒子状凱 (スピン等の内部自由度を含む)のフェルミオンの生成 (消滅)演算

子であり,次の交換関係を満たす.

[ai,a,t]十 -6i,･, lai,a,.]. -0, laf,a,t]十 -0 (6･5)

ここで [A,B]. ≡-AB+BAは反交換子で,再ま化学ポテンシャルである･71がエルミート演算子

であること,および (6.5)より

T;,･-Tji

(inlVLjm)'-(jmIVlin)

(nilVljm)--(inlVIjm)

(inlVLmj)--(inlVljm)

(nilVlmj)-(inlVLjm)

が成り立つ.

熱平衡状態における物理量Aの平均値(A)は

(A)-Tr(WoA)

で与えられる.ここでWoは

Wo-
e-β71

Tr(e - 671)

(6･6)

(6･7)

(6･8)

で定義され,統計演算子(statisticaloperator)と呼ばれる･ここでβ-志 でTは絶対温度,kB

はBoltzmann定数である.W.を使うと系の厳密な自由エネルギーE.は次式で与えられる.

Fo-Tt[wo71]+kBTTr[wologWo]

-208-
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ここで第2項は系のエントロピー項を表す,このことはWoを対角的にする表示を取ると確かめら

れる.71の固有値をEl(l-1,2,･-)とすると

Tr(e-P7{)-∑ e-PEE
J

(Wo)ij-
e-PEi

E le-PEE
6ij-Pi6ij

(6･10)

となる･ここでpi-(Wo)iiは系が状態打にある確率を表す･したがって

TrlwologWo]-∑ (Wo)Li(logWo)ii-∑ (Wo)iilog(Wo)ii-∑ pilogpi (6111)
I

となる.系のエントロピーSoは

で与えられるので,(6.9)のFoは

soニーkB∑ pilogpi
l

Eo-(71)-TSo

(6･12)

(6･13)

と書けて,なじみの自由エネルギーの表式を与える.(6･7)の(A)や(6･9)のFoを求めることは特

別の場合を除いては不可能で,何らかの近似をする必要がある.

そのための最も一般性を有する近似がHartree-Fock-Bogoljubov(HFB)近似である･そこ

では次のような変分変数行列x,yで定まるHFBハミルトニアン(平均場ハミルトニアン)を準備

する.

･ヽ∴ . . i I
H(Z)- ∑((x :i -P 6ij)atTa,Iiyija局 十三 (y T)ijaiaj)

I,3'-1

-去(A†zA)+ 三豊 xiiR一一一

AI-(aTl,aT2,-,atN,al,a2,- ,aN)
xi,I-転 IP6i,I,XI-x,ytニーy

z-(-xy*yd )

こ こ で

(6･14)

(6･15)

ここでx,yはNxNの行列でx‖まxのエルミート共役行列を表し,ytはyの転置行列を表す.し

たがってZはエルミート行列である.

Hartree-Fock-Bogoljubov(HFB)近似とは物理量Aの平均を取るとき,(6.8)の統計演算子Woの

替わりに(6.14)のH(Z)を用いた

W(Z)-
e-PH(Z)

Tr(e-PH(Z))
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を使用することである.物理量Aの期待値は

(A)Z-Tr(W(Z)A) (6･17)

で近似される･平均を取る場合 (6･14)の最後の項去∑tN=lXiitま(6･16)の右辺の分母と分子に共通
に現れて打ち消し合って,結果に寄与しないので,以下特に断らない限り,この項を省略すること

にする.

HFB近似では近似的自由エネルギー (HFB自由エネルギーという)として (6.9)のFoの代わ

りに

F(Z)-叫 W(Z)71]+kBTTr[W(Z)logW(Z)] (6･18)

を用い,ZはHFB自由エネルギーが最小になるように定める.この裏式では確率分布を定めるも

のとして,W(Z)を代用したもので,エネルギーの期待値は7-tのW(Z)(確率分布を定める)による

平均を取り,H(Z)のW(Z)による平均ではないことに注意されたい.

Q(Z)-Tr(e-βH(Z))

とおくと

Trlw(Z,logW(Z)]-Trl芸 log芸 ]

-叫 芸 {-βH(Zト logQ(Z)}]

- -p(H(Z))zIlogo(Z)

を得て,HFB自由エネルギーF(Z)は

F(Z)-(71)Z-(H(Z))Z-kBTlogQ(Z)

となる.

ここで以下よく使用する関係式(6.22)を証明しておく.

命題 6.1.月を任意の演算子とするとき,次の関係式が成り立つ.

(BT)Z-(B);

証明･け),lh)を二つの状態としたとき,BIの定義から

(flBIh)-(BIfEh)-(hIBIf)'-(fLBtlf)*

が得られ,Ef)-回 のとき

(flBlf)-(flBIlf)*
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となる.H(Z)を対角的にする状態をFr)とし,

H(Z)fr)-E,lr)

とすれば,

(B†)Z-n(芸 B†)-写 蒜 (r刺 r)

-写蒜 (r- )*-(B);

を得る･ここでE,,Q(Z)-∑,e~βErが実数であることを使った･

H(Z)に対応するHFB密度行列R(Z)を次式で定義する･

R(Z)ij-(AiAi)z l≦i,j<_2N

(6･25)

(6･27)

ここでAIは (6.15)で定 義されているものである.また右辺の添え字の順序 がjiと左辺の添え字
順序ijと逆 になってい る ことに注意されたい.あらわに書くと 1≦i,j≦N に対して

R (Z )i,j- (a5ai)Z≡P(Z)ij
R(Z )i,N+i- (ajai)Z= A(Z )ij
R(Z )N'i,i- (a,TatT)Z- ((aiaj)†)Z-(aiaj)*-入言古(Z)- 一 入*(Z)ij
R(Z)N 十i,N十j- (ajaI)Z- (6ij-alaj)Z-6ij-P(Z)ji-6ij-P*(Z)ij

ここでⅣ×Ⅳ行列β(Z)と入(Z)は

p(Z)i,･-(ai･ai)Z-((afaj)千)Z-(atTaj)'Z-P(Z),ti

入(Z)ij-(ajai)Z--(aiaj)Z-一入ji

で,p(Z)はエルミート行列,A(Z)は反対称行列であることが分かる.(6･28)はまとめて

R(Z,-(_PA'(Zz',～ lNA_':('Z,･)

と書くことが出来る.ここで1〃はⅣ×Ⅳの単位行列である.

(6･28)

(6･29)

(6･30)

6.2 Bogoljubov変換とHFBハミルトニアンの対角化

HFB自由エネルギーF(Z)やHFB密度行列R(Z)はHFBハミルトニアンH(Z)を対角化する

ことによって求められる.(6_15)のZはエルミート行列であるので,ユニタリー変換 Uで対角化

される.

U･zUl言B,)-i
-211-
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ここでβ,β′はそれぞれⅣ×Ⅳの対角行列である.(6.31)より

ZU=UE

2Nx2Nのユニタリー行列Uを

U-(設琵)
と置き,(6.32)を(6.15)および賂33)を使って書き直せば,

(6.32)

(6･33)

(-xy*-yx･)(描)-(描)(言B′) (6･34)

を得る.最初のⅣ個の列と第Ⅳ +1列から第2ⅣまでのⅣ個の列を分けて書くと

( jy* _yx* ) (Z : ) - ( 紳

( -xy* -rx* ) (絆 (Z i ) E/

を得る.(6.35)より

xUl+yU2-UIE

-y*Ul-X*U2-U2E

(6.35)

(6･36)

を得る.(6.38)の複素共役を取ってト1)を掛け,(6.37)の複素共役を取って(-1)を掛けると

xU2*+yUl*-U2'(-E)

-y*U2'-X*Ul'-Ul*(-E)

これは次のように書き換えられる.

(-xy* -yx*購)-(鉦E)
これは

( 読 )

がEを固有値行列とするZのN個の固有ベクトルとすると

こ7..

- 212-
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-E2
i-(言:E)-

EN

-El

と書ける.Uのユニタリ-悼

U.U - ( UU;T UU 享 ) (設 絆 ( 1.N ION )

より

UllUl+U2tU2-lN

U2tUl+UltU2-0

を得る･このUを使うとH(Z)は次のように対角化される.

H(Z)-iAfzA-!ATUUtzUUTA2

-去ATUEU†A-土BtEB2

ここで

BI-AIU) AI-BtUI

B-UTA, A-UB

l≦i≦Nなるiに対して

I_)1V N ;V

(Bl)i-∑ AltUli-∑ alt(Ul)li+∑ al(U2)li
～-1 J=1 g=1
LjJV N N

(BT)N.i - ∑ AIUIN'i-∑ at(U2)l'i+∑ at(Ul)I+i
J-1 J=l J=1

となり

(BI)8-((BI)N+iP

- 213 -
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が成り立つ.したがってBIを

BI- ( b Tl,b主,･･･風 ,b l,b2,･･･ ,bN )

と書くことが出来る.ここで 1≦i≦Nに対して

ノV

bI-∑ 〈alT(Ul)li+al(U2)lt)
臼,._H
〟

bt-∑ 〈al(Ul)I+i+alf(U2)lei)
指,_il

(6.50)

(6･51)

である.blf,bt(i-1,･･･,N)が Fermionの反交換関係を満たすことは次のようにして確かめら
れる.

N

btTb,I+b,･blT-=∑ 〈(alt(Ul)li+al(U2)li)(am(Ul)㌫j+aL(U2)㌫j)
～,m-1

+(am(Ul)Lj+aL(U2)㌫j)(alT(Ul)li+al(U2)li)チ
N

-=∑ i(alTaL+aLal)(Ul)li(U2)㌫j+(alam+anal)(U2)lt(Ul)Lj
～,帆-1
+(altam+amalT)(Ul)li(Ul)Lj+(alaL+a霊al)(U2)li(U,)㌫J〉
〟

-=∑ i(Ul)li(Ul)l'j+(U2)li(U2)l*j)
i,m-1

-=(UllUl)ji+(U21U2)ji-(UIUl+U2TU2),i-6ij

(6･52)

ここで最後の等式は(6･45)を使った･bib,t+b,t･blT-0,btbj+b,bi-0も同様に証明できる･このよ

うなFermionAIからFermionB十への変換

BT-(bll,b!,･･･,btN,bl,b2,･･･,bN)-AIU

-(al.,a去,- ,aL,al,a2,･･･,aN)
(

UI

U2 琵 ) (6'53'

をBogoljubov変換 (Bogoljubovtransformation)という.βIを使うとHFBハミルトニアン

H(Z)は

H(Z)-妄B†EB -去(bfl,･- ,bL ,bl,･･･ ,bN)

- 2 1 4 -

EN
-El

-EN

bl

bN

Wu

症
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-三三 (ElblTbl-Elblbl.)
biiii,il

-三豊〈Elblbl-El'1-blTbl))J=1
〟

-∑ Elblbl一言皇 El
l=l l=1

(6.54)

と表される.f拍 ～)は準粒子(quasiparticle)またはボゴロン(bogolon)の生成(消滅)演算子と呼

ばれる･blI0)B-0なる状態l0)BをBogoljubov真空と呼ぶことにする･blH0)BがH(Z)の

固有関数であることはつぎのようにして分かる.

〟

H'細 o)B-〈∑Ejb5･b,一三三E,)bl■o)B3'-1 i-1

-〈Elbl･bl一三豊 E,･)bltI0)B
E=‖

-(El一三三E,)bl･MBj-1 (6･55)

従ってblTI0)BはH(Z)の固有値 (El一書∑,y=1Ej)の固有関数である･Bogoljubov変換を使うと
次の命題を証明できる.

命題 6.2.HFB密度行列R(Z)はZを使って次式で表される.

R(Z)-(12N+ ePZ)ll

証明.(6.54)を使うと

〟

Q(Z)-Tr(e-βH'Z')-Trlexp(-β∑(Elbltbl一言El))]
N

-n Tr[ex,(W lbl･bl)]ex｡(去β皇El)l=1 l=1

- ex,(誓芸 El)Il(1'e-βEl)
N

J=1 ～=1

(6.56)

(6･57)

これより物理量の平均をとる場合,exp(誓∑lN=1El)が分母分子の両方に存在して打ち消しあう･
したがって

(症 )Z-
Tr(e-β∑ lElbfblblb,)
∧r

∩(1+e~βEl)
ト 1

-∂ij
e-βEi

1+e-βEt
1

=6ijrF諦訂=6ijft

(叫 )Z-((6ij-b壬bi))Z-6ij(- fi)- 6ij
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を得る.ここで

である.これより

を得る.これより

(BIB,I)Z -6ij

(BIBj)Z-6i,

ここでFkl-(BltBk)Zで,

F=

fi-

1+eβ(Et)
1

1

1+ePEi

-6ijfi, 1≦i≦N

1 + eβ(-Ei)-6ij(1-fi),N+1≦i≦2N

R(Z)i,I-(A,TAi)Z-((BTUI),･(UB)i)Z

-((∑ BIUITj)(∑UikBk))Z
l k

-∑UITjUik(BlfBk)Z
lk

- ∑UikiklUlfjkl
-(U斉Ut)ij

JⅣ
llfl

(6･59)

(6･60)

(6･61)

-(12N+ePE)-1 (6･62)

で定義される.したがって

R(Z)-U斉Ul-U(12N+ ePE)~lUI

-(12N+ ePUEU†)~1

-(12N+ePZ)ll

ここで最後の等式はUIzU=Eから導かれるZ=UEUIを使った

6.3 HFB自由エネルギーの極値条件とHFBハミルトニアンの自己無撞

着場条件

HFB自由エネルギーF(Z)に関して次の命題が成り立つ.
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命題 6.3.HFB自由エネルギ-F(Z)はR(Z)を使って

F(Z)-F(R)-∑ (Tij-P6ij)p(Z),i･去∑ FinlVIj･-]p(Z)jtP(Z)- ni3' りmn

･去∑(叫 Vlj-)(A(Z)†)nil(Z)j-りTnn

･&trlR(Z)logR(Z)I(12N -R(Z))log(12N-R(Z))]

で表される.ここで

[叫 Vljm]-(叫 Vh'mト (inlVImj)

であり,tr[坤 ま2Nx2N行列Aのトレース∑i=NIAiiを意味する･

i,3,m,n-1 I,∫,m,n -1

(6 ･6 4)

(6165)

証明･(6･21)より(Tt)Zおよび -(H(Z))Z-kBTlogQ(Z)をR(Z)-〈p(Z),A(Z))で表す必要
がある.Bloch-DeDominicisの定理 16)を4個の演算子の場合に適用した

(a兄ama,I)Z-(alaj)Z(a･たam)Z-(afam)Z(ahaj)Z+(a兄)Z(amaj)Z (6･66)

に注意すると,

〟

(叫 Z-∑ 'Tij-P6ij'(alfaj)Z弓 .皇 (in'V■j-)(a!aLama,)Z
一,∫-1 1,∫,m,n-1
〟

-∑ (Tij-P6ij)(a!aj)Z
I,3-1

+ 去 去 (inJVlj- )くくa!a , )Z(aiam )Z- (alTam)Z(aha,I)Z･ (alah)Z(amaj)Z}
1,3,m,n-1
N

-∑ (Tij-FL6ij)p(Z)ji
I,)-1

十三 三 (叫 V■j-)'p'Z'jiP'Z'mn-p'Z'miP'Z',n+A(Z'£i人(Z',m} (6･67'I,3,帆,n-1
を得る.添え字の交換j ← mを行うと

八/ ∧r

∑(inlVljm)pmiPjn- ∑ (inLVlmj)pjiPm n (6･68)

を得る. これより

N

(71)Z-.≡ (Tij-P6ij)p(Z)ji
I,)-1

+三三 〈linlV'j-]p'Z'jiP'Z'mn' (inlV'j-)A(Z'.たtA'Z),m〉1,1,m,n-1

-2 17-
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を得る.

(H(Z))Zは(6･54)より

となる.また

〟
(H(Z))Z-(∑〈ElblTbl一三El))わ,_1〟
-∑Elfl一芸皇Ell=l l=1

kTlogQ(Z ) - 去logTrle-PH'Z']
l一β
二 ogTrle-β(ElElbtb,弓 ｢J

n
U
n
u
軌a

-去∑El･去写log(1- βEE)～
したがって

-〈H'Z''Z-kTlo g Q (Z '--∑Elfl-右耳log(1+e~PEl)l
ニー∑Elfl･∑El･去写logr花 房

1

I l
-∑ (1Jl'El+吉¥ logT‡市

1

～

-∑書芸 +吉写 logr市
1

I

-方R(Z)-UFufより

% trlR(Z)logR(Z)+(12N-R(Z))log(12N-R(Z))]

-去trlU財 log(UFUT)I(12N-UFUt)log(12N-UFUT)]
-3trlflogF･(12N-i)log(12N-i)]
-基写[fllogfl･'1-fl'log(1-fl｡ (1-fl'log(1-fl｡fllogfl]

-左手[fllogfl･'1-fl'log(1-fl']
1 1 eβEl eβEl

-左手[TT市logT市布+r琵両log汀節 ]

-∑ 漂芸 +去logr 琵 両 ]
1

I

- -(H(Z))Z-kTlogQ(Z)
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こうしてHFB自由エネルギ-F(Z)は次式で与えられる.

F(Z)-F(R)-(叫Z十去trlR(Z)logR(Z)+(12N-R(Z))log(12N-R(Z))日 6･73a)

-∑(Tij-P6ij)p(Z)ji･去∑linIVIj-]p(Z)dip(Z)-a
ij りrTm

･言∑ (叫 VLj項 (Z)I)nil(Z)j-りrnn

I; trlR(Z)logR(Z)I(12N - R(Z))log(12N-R(Z))]

ここで(6.64)のF(R)-F(Z)の極値を求める為に,F(R)のIuこ関する.1次変分を求めよう

命題 6.4.F(R)の別こ関する1次変分6Fは次式で与えられる.

6F-去trl6R(7+吉log[R(1一 軒 1])]

7-(_左*_H

Ei,-Tij-P6ij+∑ [inlV ljm]pmn
mrZ,

△ m -∑ (infVljm)ljm
Jm

証明･(6･64)をRの1次変分を取ると

6F-∑ (Tij-FL6ij)6pjt
ij

･ 喜∑linlVlj-]6pjtp-aり7T711

･喜∑[inlVlj-]pji6p- nりmn

･吉∑ (叫 VLj-)6AiiAj-りrnn

･去∑(inEVIi-)̂･たi6Aj-tJrnn

(6･74)

(6･75a)

(6.75b)

(6･75C)

(6.75d)

(6･75e)

･;trl6RlogR･RL6R-6Rlog(12N-R)I(12N-R)嘉 (-6R)] (6･75f)

ここで(6･75C)は添え字の交換 i← n,j← m および (6･6)を使うと

三∑[inIVIj-]pji6p-n-去∑ linIVJj-]6pjip-n (6･76)りrT7･T7, tJran

を得る.したがって

(6･75a)+(6･75b)+(6･75C)-∑ (Ttj-/･L6tj)6pji+∑ [.t',nIV Ajm]6pjiPmn (6･77)
iJ りm,n

- 2 19 -
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を得る.一方

(6.74)より

喜 tr(6Rq -三 tr〈 L 66Py I66Ap･) ( ふ 三 *) 〉

-三 tr(ape･ 6 p ･e*-6人△*-6人* △ )

tr(6pe)-∑ 6pjietj
iJ

-∑ ap,i((Tij-P6ij)+∑ [inIVIjm]pmn)
ij mn

tr(Sp早)-∑ 6p,ti∈1!j
iJ

-∑6p,ti((T:,･- p6i,I)+∑[inIVIjm]*p㌫n)ij mn
-∑ 6pij((Tji-擁 )+∑ ljmIVlin]pnm)iJ mn

-∑ 6pji((Ti,･-P6ij)+∑ [inIV‖m]pmn)
iJ rTm

(6.78)

(6･79)

(6.80)

ここで式(6.80)3番目の等号は (6.6)を使い,4番目の等号は添え字の交換i← j,m← 両こより

得られた.これより

去tr(6pe･6p･e*)- ∑ 6pji((Tu･-p6i,)+∑ [inlVli-]p-a)ij mn
-(6.75a)+(6･75b)+(6.75C)

が得られる.また

ト6人△*))-一芸∑6人-鶴 -一芸∑6人-j∑ (i-IVlin朕jm jm in
-去∑(inlVIi-)Ahi6Aj--(6･75e)りTTITl

去tr(-6人*△)-(6･75d)

芸tr(吉6Rlog[R(12N -R)-1])

を得る.同様に

を得る.(6.75f)は

(6･81)

(6･83)

(6･84)

となる･(6･81),(6･82),(6･83),(6･84)よりFの1次変分が (6.74)になることが証明された･ ■

1次変分が分かるとHFB自由エネルギーF(Z)-F(R)の極値条件は次の様になる.
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定理 6.1.自由エネルギーF(Z)-F(R)が極値を取るときは

xij-Tij-P6ij+∑ [inIVljm]pmn
TT2.1も

yin-∑(inIVu'･,n)入jm
rnj

が成り立つ.

証明.(6･74)より

6F =0

を用いると

e～･i logR (12N-R )-1-0
を得る.これより

logR(12N-町 1--pE～

R(12N-R)Ll-e-pe-

R-e~βE-(12N-R)

(12N+e-節)R-e~β～

R-(12N+ePeT l

(6･85)

(6･86)

(6.87)

(6･88)

を得る.これと(6.63)とを考慮すると,Fの極値ではZ-E～が成り立つ_したがって(6_85)が成り

立つ. T

Fの極値条件で成り立つ関係式 (6.85)を自己無撞着場 (self-consistentfield)の条件,略して

SCF条件という･(6185)を満たすZ-(.T,y)をHFB方程式の解という.特にy -0,A-0のと

き(6･85)を満たす∬をHartree-Fock(HF)方程式の解という･

一方sCF条件(6･85)はもっと直接的な方法でも導かれる,(6･4)のハミルトニアンの第二項の4

個のフェルミオン演算子の積のうち,あらゆる可能な2個のフェルミオン演算子の積を平均で置き

換え,残りの2個のフェルミオン演算子をそのままにして近似すると

三豊 (叫 V.i-)afatama,･→
I,i,m･,n-I

三三 (in'V'j-)〈a!(aiam)aj-atT(aha,)am-a.a(afam)aj+a.a(ala,I)am1,i,m,n-1
+(ala.i)amaj+a局(a,na,))

三豊 (inIVl刷 (aiam)ala,I(alTaj)aたa･m-(ahaj)aiam-(alam)ahaj1,J,m,Tt-1
+(alai)ama]+(amaJ)a局)

-221-
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を得る.第2項で添え字の入れ替えn- i,1n ← j,第3項でm‥ j,第4項でi← n,第5項で

m - i,i- を行い,(6･6)を考慮すると(6.89)は

∑(∑ [inIVLj-]p-n)afa,･去∑〈∑ (inlVIj-)局 線
り mn tnrnJ

十三(∑(叫 VIi-)*入局aian (6･90)EZm
となり(6.89)の置き換えで

乃→ ∑〈xijalaj･去yija局 +去(yT)ijataj) (6･91)ij

となる.ここで諾,〟はSCF条件(6.85)で与えられる.このように4個のフェルミオン演算子の積

の内,交換関係を考慮しながらあらゆる可能な二個の積を平均値で置き換えることによってもHFB

理論と同一の式を得る.変分法による定式化を行ったのは第4章の群論的分岐理論が直接適用出

来るからである.

SCF条件はZ-(LT,y)を数値的に求める場合に使われる･通常はR(Z)の初期値RoをFM,SDW

状態等に合致するように仮定して(6.85)よりZo-(xo,yo)を求め,これをBogoljubov変換で対角

化して次のRlを求める.以下逐次的にこれを繰り返して,Riが一定の値に収束すれば極値を与え

るRしたがってZが得られたと考える.

簡単なFM,SDW 状態では初期値のRの形を書き下すことが出来るが,より複雑な状態ではそ

の方法は不可能になる.以下の章で可能な初期値Ro-(po,入o)の形を対称性により群論的に定め

る方法を解説する.

6.4 系のハミルトニアンの対称性

ある演算子gがフェルミオンの空FpW l-tatT,ai)C(i-1,･･･.N)に作用するとする･すなわち
gがユニタリー演算子の場合は

g･(caI)-e∑a,Tgjt
i

g･(cai)-C∑ajg,!i
∫

gが時間反転操作を含む反ユニタリー演算子(anti-unitaryoperator)の場合は,

gA(ca三)-C*∑ ai･g"
i

9･(cai)-C*∑ ajg,!i
j

(6.92)

(6.93)

で与えられるものとする･ここで Cは複素数,gi,はgに対応するNxNの行列のij成分である2

＼J

oがJOJ
0

ィ

川ⅦⅧⅧ相川uニー〃
2演算子gとij成分g｡を持つ行列を同じ記号gで表す.
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と定義すると

9･AI-A†e

と書ける.

ハミルトニアン71へのgの作用は次式で定義される.

gI71-∑(Tij一勅 )(*)(∑atT,gi′i)(∑ a,,a,～,,)
ij i' i/

･.≡(inlVIjm)'''(∑ atT,9%,i)(∑ a£,gn,-)(∑ a-砿′-)(∑ aj,g言,,)りmn i/ n′ m' i/

-∑i∑ gi,i(Tij-P6ij)(辛)9,I,,)atT,a,
t'j′ i3'

･∑ (.∑ gi′ign,n(inIV ljm)(*)9,T,,gLm′)atT,a･t,a-,ai′i/]'/m/n/りmn

(6.95)

(6196)

ここで(*)はgが反ユニタリー演算子の場合に複素共役を取ることを意味する,以後の表式で(*)は

この意味を持つものとする.系の対称性の群(groupofsymmetryofthesystem)Coはハミルトニ

アン71を不変にするgの集まり,すなわち

Go-(glg･Tt-71)

で定義される.(6.96)よりg∈Goは

∑ gii,(Ti,j′-P6i,,′)(*)9,I,,･-(Tij-P6i,)
i'j/

∑gil,gnn′(i'n'IV‖′m')(*)gi,武 ′机-(inIVIjm)i'j'm'n'

(6･97)

(6･98)

を意味する.Coの具体的イメージを把握するために1次元格子上の拡張Hubbard模型の例を示す,

例 6.1.1次格子上の拡張Hubbard模型の対称性

1次元格子 (格子定数エリ上の拡張Hubbard模型のハミルトニアンは

71--t∑〈aLsam.ls+aLlsams)-P∑aLsams
rn,S mS

･去U∑0,LsaLs′ams′ams+V∑aLsamsaLIs′am.ls′rnss/ rnss/
(6.99)

で与えられる.ここでaLs(ams)はスピンS-T,1を持つ電子を1次元の格子点m (m -0,土1,j=2･･･)

に生成(消滅)するフェルミオン演算子である.tは隣の格子への飛び移り積分 (transferintegral)

である.Uは2個の電子が同一格子点に来たときに働く相互作用である.Vは2個の電子が最隣

接格子点に来たときに働く相互作用である.

このハミルトニアンは次の対称性の群

Go-PxSxR
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を持つ.ここでPは1次元格子の空間群で

p -L(el)CI (6.101)

で与えられる･L(el)はel-exを基本周期ベクトルとする1次元格子の並進群である･〈aLs,ams)
へのn･elの並進T(n)∈T(el)の作用は次式で与えられる.

T(n)･aLs-aL n)s

T(n)･ams-a(m+n)s

cI-(E,I)でJは空間反転である･Iの 〈aLs,ams)への作用は

I･aLs-aLm)s

I･ams-a(-m)S

(6･102)

(6･103)

Sはスピン回転の群3で,単位ベクトル nの方向の回転軸の周りの角o(nの方向に右ねじが進むよ

うな回転を正の向きに取る)のスピン回転をu(n,0)∈Sとすると

u(n,0)-12COS(0/2)-i(J･n)sin(0/2) (6.104)

の2×2のユニタリー行列で与えられる.10)ここで12は2×2の単位行列であり,J-(JT,Jy,JZ)

はパウリ行列である･u(n,0)の〈aLs,ams)への作用は

u(n,o)･ails-∑ (u(n,o))S,saLs′
s/

u(n,o)･ams-∑ (u(n,o)):′sams′S/

R-申+t申

で与えられる.

Rは

(6･105)

(6･106)

で定義される.ここで中はグローバルゲージ変換 (globalgaugetransformation)で,6∈中の

(ak,ams)への作用は

6 ･aLs-eiiaL s

¢･ams-e-iiams

で定義される.4

tは時間反転で(aL5,amS)への作用は

l･(caLT)--C'aL
t･(caL )-C砿T
tI(ca,nT)ニーC*aml

L･(cam上)-C*amT

3Sの詳しい議論は第7章で行うので,ここでは読み飛ばしてもよい

4〈af硯への作用が el畑こなるように与を導入した･
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で与えられる.ここで Cは複素数である.(6.99)のハミルトニアンγがCoのこれらの元の作用に

対して不変であることは容易に確かめられる.

6.5 HFBハミルトニアンとHFB密度行列への群Goの作用

HFBハミルトニアンH(Z)への群Goの作用はg∈Goに対して

g･H(Z)-∑〈舶 ･a!)(g･a,)･去yt(,''(g･af)(g･ai･)弓(yf)5,''(g･ai)(9･aj)〉 (6･109)ij
で定義される.g･H(Z)は次のように表される.

命題 6.5.

g･H(Z)=H(Zg)

･5

-i
･
0

㌦
3)

打
J
0

＼

ー

ノ

*
タ

帆

-T
･

)

- 5Z(*)b I

(6･110)

(6･111)

とすれば,zgは

x9-gtT(辛)gl

y9-gy(*)gl

で与えられる.

証明.(6･92)または(6･93)を使って

g･H(Z)-∑ 鴎 )(∑ atT,gi,i)(∑ aj,g,i,i)
ij t′ j′

･去yt(,''(∑atT,gi,i)(∑a,I,gj,i)･去(yT)5,''(∑ ai,gtf,i)(∑a,,9,,,i))i' j' i' )/

-∑i(∑ gi′境 )9,tj,)act,ai′
i'j' i3'

･芸(∑gt,tut(,''g与j,)af,air,十三(∑ot,,i(y'* ) ) fj(g･);I,,)ai,a,′〉ij ij

-∑((gx'･'g†)i,a!a,･去(gy'*'gt)tja!ai.+去(gy'･'gt)!,aiaj)ij

-∑i(xg)ijalajI;(yg)i,ala,T+去(yg)tjaiaj)ij
-H(Zg)

を得る.したがって

x9-gX(辛)gl

y9-gy(*)gt
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が成り立つ.故に

zg-(_Xygg･-y;;)-5Z(～,5†

HFBl粒子密度R(Z)への群Goの作用を

9･R(Z)=R(Zg)-Rg-
(-pEい 烏 )

で定義する.すなわち,

(g･p)ij≡(pg)ij-(ai･ai)zg

(9.A)ijI(Ag)ij-(ajai)zg

で定義する.そのとき次の命題が成立する.

命題 6･6･R(Zg)はR(Z)と否を使って

R(Zg)-きR(Z)(*)タI

と表される･すなわち(p9,人9)は

p9-gP(*)gl

A9 -ĝ (+)gt

で与えられる.

証明･Zを対角的にするユニタリー変換をUとする.(6.63)より

R(Z)-UfUf

R(Z)*-U*f(Ul)*

UlzU=E

(U*)IzU *-丘

zg-否Z(辛)タI

が成り立つ.これを使うと

AIzgA-AI否Z(*)タIA

-AIきU(辛)(U(*))†Z(辛)U(辛)(U(辛))TbIA
=cIEc

を得る.ここで

C†-AI否U(*)

C-(U('))t否IA
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である.したがって

(clfcl)zg-FIE

を得る.(6.121)より

AI-cI(U(*))IタI

A-bU(*)c

を得る.これより

R(Zg)ij-(A,f･Ai)zg-((C†(U(辛))†bt),(BU(辛)C)i)Z9

-(∑clt(U(～))挽∑bil,(U(辛))l′k′Ck,)zg1k I/k/
-∑bil,(U (*))l,lRll(U(辛))ltk姑
I/lkj

-∑bil,R(Z)l(,'k)戒j
l/k3'

-(bR(Z)(*)♂)ij

を得る.ここで4番目の等号は(6.119)を使った.したがって

R(Zg)-6R(Z)(*)否I

(6.122)

(6.123)

(6.124)

(6･125)

を 得る.(6 .1 2 5)を書き なをして

( -p; * 1JI ps)- (需 ) L (pA'(*･',,･ 1N _^'(*: ( サ ) (g.tgot) (6･126)

こ れよ り

p9-gp(+)gT

入g-9人(*)gt

を得る.

次の定理が成り立つ.

定理 6.2.F(Z)はGo不変な関数である.すなわち9∈Goに対して

F(Zg)-F(Z)

が成り立つ.

証明.証明は長くなるので,付録Aに記した.

(6･128)

以上よりHFB近似はGo不変な関数 F(Z)の極値問題であることが分かった.したがって第4

章の群論的分岐理論を使うことが出来る.
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定義 6.1.HFBハミルトニアンH(Z)の固定部分群G(H(Z))を

G(H(Z))I(gEGoLg･H(Z)-H(Z))

で定義する.これは

G(H(Z))≡〈g∈GoIZg-Z)

と書くことが出来る.

(6･129)

(6･130)

HFBハミルトニアンH(Z)の固定部分群の構造を使って,密度行列の対称性を決定するうえで

有用な,次の定理が成り立つ.

定理 6･3･g∈G(H(Z))のとき,すなわち

Zg-Z

((gIa,t･)(g･al))2)-(a,tai)Z

((9.a,)(g･al))2)-(ajai)Z

のとき,任意のi,jに対して

が成り立つ.

証明･(6･127)と Zg-Zより

これより

p9-gp(*)gT-p

入9-g人(辛)gtニ ス

gTpg-p(*)

gll(gt)1- A(～)

(6･131)

(6･132)

(6.133)

(6･134)

を得る.これを使うと

((g･a,t･)(g･ai))ど)-((∑ 9,I,,･ai･,)(∑g芸,tai,))2*)
)-r il

-(∑ gtTi,(ai･′ai′)zg,･,,I)(*)
i'j'

-(∑ gtTi,Pi,j′gj,j)(*)
i'j'

-(gtp鵡 )-(p(*))三,7)-pij-(a!･ai) (6･135)

((9Iaj)(g･ai))9*)-((∑ g言,,a,I,)(∑g芸,iai,))望)
j' i'

- (∑ gli,(a,,ai′)Z(gt),T,i)(辛)
i'J'

- i∑ g li,A i,,′(gt),f･,i)(+)- i (g TA(g t)t)t, ) (*)
i'j'

- 棉)～(*)-Aij-(ajai)

-228-
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を得る.

定理6･3はG(H(Z))からp,人の対称性を定める上で非常に重要な役割を果たす･ 簡単な例を

挙げておく.

例 6.2.HFBハミルトニアンH(Z)が時間反転tを含む場合.

例6.1(p.223)の場合を考える.H(Z)の固定部分群が (7.17)で定義される時間反転tを含む場合

を考える.定理6.3より

(aL Tam T)- ((t･aL T)(i .am T))*- ( ( -aL )(-am l))*- (aLam J)*

- (aLam i)

を得る.ここで(****)Zの下付のZは省略した.最後の等号で

(aLaml)-(鶴laml)千)

-(aLaml)辛

を使った.同様に

(aLTaml)-((i･aLT)(i･aml))*

-((-aL)(amT))*
-laLamT)辛

--((aLTamJ)I)辛

ニー砿Taml)

(6 ･137)

(6.138)

(6139)

が成り立ち鶴 Tαml)-0となる･同様に(aLamT)-0を得る･以上をまとめるとt∈G(H(Z))
のとき

(aLtTam†)-(aLaml)

(aLTaml)-鶴 lamT)-0
(6･140)

を得る.計算することなく,H(Z)の固定部分群が tを含むという情報だけで,(6･140)が導かれる

ことに注意されたい.

この例の様にH(Z)の固定部分群の構造だけから,H(Z)を対角化することなく,電荷密度,スピ

ン密度等の対称性を決定することが出来る.定理6.3は第8章のなかでたびたび使われる.

SCF条件(6.85)は(p,A)より(L77,y)が定まる構造になっている.この事をあらわに書いて

(xlp]Lj- Tij- FL6tj十∑ [inIVEjm]pmnTT)t7
(yl̂])m-∑ (inIVIjm)入jm

m}

で行列tTlp],yll]を定義する･そのとき次の命題が成り立つ･
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命題 6.7.任意にg∈Goに対して

.Tlgp(')gI]-g(.Tlp])(*)gl

yl9人(')gt]-g(y[l])(辛)gt
(6･142)

が成り立つ.

証明･まず (6･98)の第2式は (inIVljm)を [inIVJjm]に置き換えても成立することに注意
する.すなわち

∑gii,gnn,li/n'IVIi/m'](辛)9,I,,gLt′m - [inIVIjm]
i'j'm'n'

が成り立つ･(6･143)の両辺にg.£′′ngmm〟を掛けてm,nで和を取ると

∑ gii,[i/n〝EVIj'm"]*9,T,i-∑ 9.1′′nlinIVfjm]9mm′′
i/i/ mn

を得る.

(xlgp(辛)gl])tj-Tij-P6ij+∑[inIVljm](gp(辛)g十)mn
け1n

-Tij-P6ij+∑∑ [叫 VIjm]gmrn′戒,),n"gL′′nranmwn//

-Tij-P6ij+∑ ∑ gL"nlinIVIjm]9mm′,pS,)′n′′
Tanrn//n//

-Tij-P6ij+･∑ ∑ gii,li'n"IVIj'm"](*)9,I,,pE,)′u′′
mHnHi/i/

-∑ (gti,((Ti′,′-〃6i,i,)+∑ [i/n"lVIj'm〝]pm"a′′)(辛))9,I,i
i'j' m"nw
-(g(xlp])(*)gl)iJ

(6･143)

(6･144)

(6･145)

を得る･ここで4番目の等号は (6･144)を,5番目の等号は (6.98)の第 1式を使った.(6.142)の第

2式も同様の手法で証明できる.

命題6.7を使うと次の定理が容易に証明できる.

定理 6.4.(SCF条件における対称性の伝播)5

(p,A)があるg∈Goに対して不変′すなわち

g･p-gP(*)gl-p

g･入-9人(辛)gt-A

のとき,この(p,A)で定まるt77lp],yll]はそのgに対して不変である･すなわち

gI.Tlp]-g(.Tlp])(*)gI-.Tlp]

g･yll]-g(yll])(辛)gt-yll]

が成り立つ.

5Hartree-Fock近似 (yi,-0のとき)の場合の証明はRingandSchuck17)のp201にある
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a .x lp]-g (x lp ])(*)g †-x lgp (*)g I]-.T lp]
9･y ll ]-g(y [入 ])(+)g t-y l9 人 (･)g t]-y ll]

証明.命題6.7より

が成り立つ

(6･148)

この定理よりSCF条件を利用して,逐次的手法で極値を与えるZおよび Rを求めるとき,得ら

れる解 Zの固定部分群は初期値の(〟,A)の固定部分群で定まってしまう.したがって対称性の破

れ方の異なる解を求めるためには,対称性の異なる破れ方をした(p,A)の初期値から出発しなけれ

ばならない.様々な対称性の異なる破れ方をした(p,A)を系統的に見つけていくことが必要にな

る.以下の章でその方法を具体的に解説していく,
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第7章 2次元正方格子上の拡張Hubbard模型の

対称性の群Goとその既約表現

第7章以下では第6章で述べたHFB方程式の群論的解析の方法を,群論的にも理解しやすい2次

元正方格子上の拡張Hubbard模型を例にとり説明する.この模型より,電荷密度波,ボンドオー

ダー波,電流密度波,スピン密度波,スピン流密度波,シングレットd一波超伝導,種々のトリプレッ

トp一波超伝導状態等多様な状態を,HFB方程式の解の群論的分岐理論に基づいて導き出すことが

出来る.

第7章では拡張Hubbard模型のHFB方程式の解の群論的分類のための準備として,2次元正

方格子上の拡張Hubbard模型のハミルトニアンとその対称性の群G｡-PxSxRおよびその

既約表現を考察する.ここでPは2次元正方格子が持つ空間艶 Sはスピン回転の群,Rはゲージ

変換と時間反転からなる群である.

第7.2節で群HとKの直積群HxKの既約表現を,Hの既約表現とKの既約表現とで表わす.

その結果を使うとG｡-PxSxRの既約表現はP,S,Rそれぞれの既約表現から構成される.第

7.3節ではPの,第7.4節ではSの,第7.5節ではRの既約表現について述べる.第7.6節では対

称性の破れた状態を導くのに必要なG｡-PxSxRの既約表現と,その平均場ハミルトニアン

空間における基底を求める.

7.1 ハミルトニアンとその対称性の群G｡

x方向,y方向それぞれL個のサイトからなる全格子点数N-L2(格子定数 -1)なる2次元正

方格子を考える.正方格子上の拡張Hubbard模型のハミルトニアンは

71--i∑ (aLsams+aLsansト p∑aLsans
(n,-)s ns

+U∑aLTanTaLanl
n

+V∑ ∑ aLsansaLs′ams′+J∑ ∑ aLsains,ans′ams
(n,m)ss' (n,-)Ssr

で与えられる.ここでaLs(ans)は格子点

n- (nl,n2)- r7Jlel+r2･2C2

(7･1)

(7.2)

にスピンS-(I,1)を持つ電子を生成(消滅)するフェルミオン演算子である･ここで el,C2は.7;,y

方向の単位ベクトルである･(n,-)は正方格子の最近按の格子点の対を表す･Uは同一格子点に
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電子が2個来たときに働く相互作用,Vは隣接格子点に電子が2個来たときに働く相互作用,Jは

隣接格子点に電子が2個来たときに働く交換相互作用である.波数表示にするために次のR)urier

変換を行う.

aks-去妄exp(ik･n)aLs
aks-&sexp(-ik･n)ans

(7･3)

ここでk-(kl,k｡)は電子の波数を表す･またk･n- (nlkl十n2k2)はkとnの内積を表す･(7･3)

の逆変換は

aLs-去宕 exp(-ik･n)aks

ans-去妄exp(ik･n)aks
となる.ここでkについての和は

(7.4)

第 1ブリユアン域(ThefirstBrillouinzone)ニト 7T≦kl,k2≦7T) (7･5)

についての和である.(7.4)を(7.1)に代入すると波数表示によるハミルトニアンを得る.

71-∑ ト 2t7(k)-～)aksaks
ks

･去∑∑(k･qs,k'S′IVIks,k/･qs/)aと十qsak,S,ak,.qs,aks
kk'qssr

こ こ で

(k+qs,k,S,IvAks,k,･qs′)-妄(U +2V7(q)･2JT(k-k′))
7(k)-coskl+cosk2

である.(7.1)のハミルトニアンγは群

Go-PxSxR

に対して不変である.ここでPは2次元正方格子の空間群で

p-L(el,C2)D4h-LoD4h

(7･6)

(7.7)

(7･8)

(7.9)

で与えられる･lLo-L(el,C2)は(el,C2)を基本周期ベクトルとする格子(格子定数-1)の並進群

である.

12次元系ではD4を考えておけば十分であるが,正方対称性を持つ3次元系への適用も考えD.lh-D4×CIを取
り扱う.
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ベクトルn- nlel+n2C2の並進T(n)∈L(el,C2)の(ains,ams)への作用は次式で与えら
れる.

T(n)･aims-arm+n)s
T(n)･ams-a(m+n)S

(7.10)

D4h-D4×CIでD4は第2章の 例2.2(その1のp.520)で定義した点群であり,その生成元は

C4+I,C2.Tである･D4hの生成元はC4'Z,C2.T,Iで,これらの〈alms,ams)への作用は

C4'Z･aims-atc4･Z.m,s

c4+I･a-S-a(C4+" )s

c2x･a‰s-afc｡‡.m)s

C2x･a-S-a(C2｡･m)s

I･aLs-aLm)s

I･a-S-a(--)S

で与えられる.2m -(m1,m2)の成分をあらわに書くと

C4'ZIaレ l,帆,)S-aLm2,ml)s

C4+I･a(- 1,m2)S-a(--2,ml)s
c2LT.afmlP ,)5-afml,一m2)s

C2x･a(m1,m2)S -a(- 1,-m2)s

I.aEml,m2)S-aLml,_m｡)s

I･a(- 1" 2)S-a(--1,-rn2)S

(7･11)

(7.12)

となる.

SとRは第6章の例6.1(p･223)で定義したものであるが,この例に即して定義しておく.Stま

スピン回転の群で,単位ベクトルn軸周りの角0のスピン回転をu(n,0)∈Sとすると,u(n,0)は

tL･(n,0)-cos(Or2)12-i(J･n)sin(0/2) (7･13)

で与えられ,deも(u(n,0))-1を満たす2×2のユニタリー行列である･31ここで12は2×2の単

位行列であり,q -こ(Jl,J2,013)はパウリ行列である.u(n,0)の〈aLs,ams)への作用は

u(n,a)･aLs-∑ 〈u(n,o))S′sa･ins′s/

u(n,a)･ams-∑ 〈u(C,a)チ:′sams′LLlJ
で与えられる

22次元系ではC2ZとCIの(0,をn,S,amJへの作用は同じになる
3このような行列の集合からなる群をSU(2)呼ぶ
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Rは

R- 申 +婚 (7･15)

で定義される.ここで中はグローバルゲージ変換 (globalgaugetransformation)で,6∈中の

〈ains,ams)への作用は

6･aL s-eiiaL s

¢･ams-e一緩ams

であり,‖ま時間反転で(aims,ams)への作用は

t･(cainT)ニーC*aLl

t･(cainl)-C*aLT
t･(cam†)ニーC*aml

(7･16)

(7･17)

L･(cam上)-C*am†

で与えられる.ここでCは複素数である.ハミルトニアン(7.1)がGoのこれらの元の作用に対して

不変であることは容易に確かめられる.

(aks,aks)に対するnの並進T(n)∈L(el,C2)の作用は (7･10)より次のようになる

･'n'･aks-義 妄 exp(ikI-)(T'n)･･aLts)

去妄exp(ik･-)aE-･n'S

義妄exp(-ik･n)exp(ik･'- +n')ak n'S
-exp(-ik･n)aks

同様に

T(n)･aks-eXP(ik･n)aks

を得る.(7.18),(7.19)はプロッホ(Bloch)の定理である.

D4hの生成元C4'Zの〈aとS,aks)への作用は

C4'Z･aks-孟妄 exp(ik･n)(C4'Z･a‰s)
去妄exp(ik･-)afc4･Z･n,S

去 sexp(ik･"C4-zC4'2'･nHaic4･Z･n,S

義妄exp(ik･(C4-II'C4'Z･nm afc4･Z･n)S

烏sexp(i'C4'Z･k'･'C4'ZIn')atc4･Z.n,S
-alc4･Z･k,S
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で与えられる.5番目の等号は内積のD4の作用の不変性

k･〈(C4lz･n)〉-i(C4+I･k))･〈(C4+zc4-I･n)〉-〈(C4+I.k))･n
を使った.

同様にしてD4hの他の生成元の作用は

C4+IIaks-a(C4+Z･k)s

c2x･aとS-afc2;k,s

C2･TIaks-a(C2｡･k)s

z･aと3-aLk)s

Z･aks-a(-k)S

で与えられる.

スピン回転u(n,0)∈Sの(aとS,aks)への作用は

u(n,a)･aks-∑ u(n,o)S,saks′
s/

u(n,o)･aks-∑ u(n,0):,saks′
β/

で与えられる.

グローバルゲージ変換∂∈中の(aとS,aks)への作用は

6･aTks- eliWks

¢ ･aks-e-iiQaks

で与えられる.

時間反射 の(ak↑,ail)への作用は

t･aL-義妄(exp(ik･n))辛(L･aLT)
義妄exp(-ik･n)(-aL↓)
-ヰ 軌

t･aTkl-去妄(exp(ik･-))*(i･aL↓)
去妄exp(-ik･n)aLT
-aLk)I

を得る.同様に

t･akT- -a(-k)i

t･akl-a(-k)T

- 2 36 -
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これらの作用をまとめると以下のようになる

T(n)･aとS - exp(-ik･n)aとs

c4+I･aks - afc4･Z.k,s

c21T･aとS - a言C2x.k)S

'J,

'/J

I
La
I
,Se

α

α

J

の

.畑..
り

- aLk)S

T(n)･aks - eXP(ik･n)aks

c4+Z･aks - a(C4+Z･k)s

C22･aks - a(C2=･k)s

I･aks - a(-k)S

-∑u(n,a)S,saks′ u (n,a)･aks - ∑u(n,0):,saks′
s/

6･aks - e車 aks

t･(caと ↑ ) ニ ーC*aLk)i

t･(catk l) - C'aLk)T

s/

恒 ′ks - e-硯 ks

t･(cak†) ニ ーC*a(_k)i

t･(cak上) - C*a(-k)T

(7･28)

ここでCは複素数,T(n)∈L(ex,ey),u(n,0)∈S,6∈中である･(7･28)の作用に対して(7.6)のハ

ミルトニアンγが不変であることは容易に確かめられる･例えば(7.6)のハミルトニアンの第1項

はu(n,0)の作用に対して,

u(n,a)･(71の第1項)-u(n,0)･(∑ (-217(kト p)aksaks)
ks

-∑ト2t7(k)-p)(u(n,0)IaとS)(u(n,o)･aks)
ks

-∑ト2tT(kト lL)(∑u(n,0)SISaksl)(∑u(n,0):2Saks2)
ks sI S2

-∑(-2iT(k)-p)∑(∑u(n,0)sISu(n,0)Tss,)akslaks2
k sIS2 S

-∑ (-2tT(kト p)akslakS1
ksl

(7･29)

となり,u(C,0)に対して不変であることが分かる･ここでu(n,0)のユニタリー性

u(n,o)u(n,o)I-12を使った.(7.6)のハミルトニアンの第2項についても同様に,u(C,0)不変性
を示すことが出来る.

7.2 直積群〃×〟の既約表現

第7章では対称性の破れた状態を導くのに必要なG｡-PxSxRの既約表現を求める.群と

既約表現に関連して若干の記号を導入しておく･群Gの位数をIGl,群Gの既約表現および表現行

列をe(')で表す･jは既約表現の種類を表す･既約表現e())の表現次元を匿(i)lまたはdjで表す･

a(i)の基底(ll,-･,ld,)をIe(i))-Ill,･･･,ld,)で表す･したがって基底へのg∈G作用を

d3

I/I,,, ∑I･,,I.i;I,.:,L',Iln=1

- 237 -

(7･30)



尾崎 正明

または

g･le(i))- Ee(i))a(i)(g) (7･31)

と記すことにする.群Hと群Kの直積群G-HxKを考える.a(i)(i-1,-,r)を群Hのdt

次元の既約表現,It(i)(i -1,･･.,S)を群Kのd,･次元の既約表現とする.ここでr,SはH,Kの異

なる既約表現の数である.既約表現 H(i),k(i)の基底を

IH(i))-Idli),･-,¢St?)

lK(i))-lO(1'),･･･鳩 ))

とする.すなわちh∈H,k∈Kに対して

h･¢k)-∑¢崇,鶴2m(h)帆/

k･4,ij)- ∑4,5)Ki','と(k)n/

(7･32)

(7.33)

とする.そのときdid,･個の基底ベクトルpkxnj)-¢u･Lj)(m -1,･-,di,n-1,･ .,d,)8ま直積群
G=HxKのある表現の基底になる.すなわちhk∈Gに対して

(hk)･p霊 ∫)-(h･¢崇)(k･4,ij))

-(∑¢S),鶴ラm(h))(∑ 4,5)鶴と(k))rn/ n/

- ∑ ¢霊妙S)鶴2m(h)kB,'と(k)
m/a/

∑′;,:,:,::II,′∴.,i/,,I(I:,::,I/I,m,/n/

-∑p霊nj,)eS:nj,);mn(hk)m/n/
ここで

(/,..,:,::",,(/,/:) I/;:,;"(/,り＼｣:∴両

である.この表現をH(i)とk(i)のクロネッカー積(Kronecker-product)と呼び,

e(txj)=a(i)㊤ If(i)

と記す.直積群 C -〃×〟の既約表現に対して次の定理が成り立つ.

定理 7.1.群Gを二つの群HとKの直積であるとするI

G=HxK

(7･34)

(7･35)

(7.36)

(7･37)

そのときGの全ての同値でない既約表現は,HとIl,の既約表現 H(I)とk(})のクロネッカー積ノ

a(txJ)=a(i)Ok(3)

- 23 8 -
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証明.まず H(i)01i'(i)が既約であることを示す.a(i)(h)とk(i)(k)の指標をx(i)(h),x(i)(k)と
する:

x(i)(h)-∑kit)m(h)T71

x(i)(k)-∑互恵2(k)'TL
これらの指標は既約表現の条件:定理3.4の(3.29)(その 1p･540)を満たす･すなわち

古 h;HIx'i''h' '2-1

Tt k;K,x̀j)(k' '2-1
Gの表現 H(i)｡K(i)の指標x(ixj)(hk)は

(7･39)

(7･40)

x(ixj)(hk)-∑e霊fLn(hk)-∑現し(h)K崇(k)-x(i)(h)x(i)(k) (7･41)
rn'n ran

で与えられる.したがって

古 hE;Gi冗(txj''hk｡2- HIIK
∑ l冗(i)(h)x(')(k)l2
hk∈G

-〈古 h;HFx'i''h' '2〉〈TiTk;KIx(i)(k' '2)-1 (7･42)

を得る.ここで最後の等号は(7.40)を使った.したがって定理3.4よりe(ixj)は既約表現であるこ

とが示された.定理3.6(その1p.540)より
㍗

∑ (di)2-IHi=1
β

∑(dj)2-IK
i-I

(7･43)

が成り立つ･一方 jI(i)㊤k(i)の表現次元はdidjであるので,表現e(ixj)の次元数の2乗の和は
γβ ㍗ β

∑∑ (didj)2-∑(di)2∑ (dj)2
i-1i-1 i-1 31-1

-lHllKt

-lG‡ (7･44)

したがって定理3.6より,rs個の既約表現 H(i)㊤k(')(i-1,-･,r,j-1,･･･,S)がGの全ての異

なる既約表現を尽していることを示す. 』

定理7.1よりGo-PxSxRの既約表現はP,S,Rそれぞれの既約表現から構成されること

が分かる.すなわちG｡-PxSxRの既約表現は

eti,p,U)- i,(i)㊤ 含(FL)㊤良(V) (7.45)

で表される･ここで(i,IL,L/)はP,S,Rの既約表現のラベルである･以下P,S,Rの既約表現につ

いて述べる.
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7.3 p- L(el,C2)D4hの既約表現

最初に並進群L(el,C2)の既約表現を考察する.任意の二つの元T(n),T(n′)∈L(el,e2)に対

して

(T(n)T(n'))Iaims-T(n)･(T(n')･ains)

-T(n)･aEm十n,)5
-aEm 十n,.n)S

-arm .n十n,)S

-(T(n/)T(n))･aL s (7･46)

が成り立ち,T(n),T(n′)は可換であり,L(el,e2)は可換群であることが分かる.

L(el,e2)にx,y方向にL回の単位並進を行うと元に戻るという周期境界条件(periodicboundary

condition)を課すことにすると,L(el,C2)の生成元T(el),T(e2)の定義関係は

T(el)L-T(Lei)-E

T(C2)L-T(Le2)-E

T(el)T(C2)-T(e2)T(el)

(7･47)

となる.第3.3節の脚注6(その1p.543)で述べたように可換群の既約表現は全て1次元である.し

たがってその表現行列は指標と同じになる･T(el),T(e2)の指標をx(T(el)),X(T(C2))とすると

x(T(el)L)-(x(T(el)))L-x(E)-1

x(T(C2)L)-(x(T(C2)))L-x(E)-1

を得る.これより可能な指標は

xmlm2(T(el))-eXP(-i竿)
xmlm2(T(e2))-eXP(-i里芋 )

(7･48)

(7･49)

で与えられる.ここでm1,m2は整数である.ll,l2を整数としてm1,m2の代わりにml+llL,

m2+l2Lとしても(7.49)の右辺は同じ値を与えることに注意すると,相異なる表現を与えるml,m2

の範囲として

0≦m1,m2≦L-1 (7･50)

とすることが出来る･この範囲の(･ml,m2)がL(el,C2)の既約表現のラベルなる･L(el,e2)の任

意の元T(n)-T(nlel+n2C2)に対する指標は

xml,m2(T(n))-exp(-i竿 )exp(-i空警 )

となる･m1,,m2に対応してkを

k-(kl,k2)-(管 ,里芋 )
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で定義すると,

xk(T(n))≡x(m1,m2)(T(n))-exp(-ikIn)

となり,kがL(el,C2)の既約表現のラベルとなる･また(7･50)より

0≦kl,k2≦27r(L-1)

0≦kl,k2≦27T

で,巨視的な大きさのLを取ると

(7･53)

(7･54)

(7･55)

と考えてよい.(7･53)よりgl,l2を整数としてk-(kl,k2)の代わりにkl+27Tll,k2+27Tl2を代入

しても同じ指標を与える･したがって既約表現のラベルとしてはkとk+Kl(i-(ll,l2))は等価
である.ここで

Kl-(27T,0)

K2-(0,27T)

l-(ll,l2)

Kl-llKl+l2K2

である.この既約表現のラベルとしての等価性を

kgk+Kl

と記す.これは

exp(-ik･n)-exp(-i(k+Kl)･n)

(7･56)

(7･57)

(7･58)

を意味する･Kl,K2は逆格子の基本並進ベクトル,Klは逆格子ベクトルと呼ばれる･L(el,C2)

の既約表現をラベルするkの領域を(7･55)の領域から(-7T,-7r)だけ平行移動した

-7T<_kl,k2<_7T

k2

7r

-7T 7T

図 7.1:2次元正方格子の第 1ブ リルアン ･ゾーン
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を考える_(7.59)の額域を第 1プリュアン域(thefirstBrillouinzone)と呼ぶ･図7･1にその領域

を示す.以上をまとめて次の定理を得る.

定理 7･2･L(el,C2)の既約表現は全て1次元表現で,第1ブリュアン域内のkでラベルされる･そ

の表現行列(-指標)はT(n)∈L(el,e2)に対して

xk(T(n))-exp(-ik･n) (7.60)

で与えられる.

並進群L(el,C2)の既約表現が分かったのでp -L(el,e2)D4hの既約表現を考えよう･その構
成に必要な定義を与えておく.

定義 7.1(kの群).群P(k)を次式で定義する.

P(k)-(p∈D4hlp.k主k)

このP(k)をkの群という.

例 7.1(kの群の例 20)).

ブリルアン･ゾーン内で図7.2の点r,∑,△,M,X,Yにおけるkの群を求める.

r.k-br≡(0,0)の場合 全てのp∈D4hに対して

p･kI,-kr.

であるので

P(kr)-D4h

となる.

M･ k-kM≡(7T,7T)の場合

k 2

∑ MY

図 7.2:2次元正方格子の第1ブリルアン･ゾーンの特殊点と特殊線
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D4hの生成元C4+I,C2｡,Iに対して

C4+Z･kM- (-7T,7T)主(-7T,7T)十Kl-(7T,7T)-kM

C2x･kM-(7T,-m-)主(7T,-7T)+K2-(,T,7T)-kM

CI･kM -(-7T,-7T)主(-7T,-7T)+Kl+K2-(7T,7r)-kM

となり

P(kM)-D4h

を得る.

X･k-kx≡(7T,0)の場合

C4+I･kx-(0,7T)≠kx
C2Z･kx-(-7T,0)主(-7T,0)十Kl-kx

C4-I･kx-(0,-7T)≠kx

C2x･kx-(打,0)去kx

C2y･kx- (-7T,0)i(-7T,0)+Kl-(7T,0)-kx

C2a･kx-(0,q)≠kx

C2b･kx-(0,-7T)fkx

I･kx-(-7T,0)I(-7T,0)+Kl -(7T,0)-kx

となる.したがって

P(kx)-i(E,C2Z,C2x,C2y)XCI)-D2h

となる.

△･k-k△-(x,0)(0<x<7r)((1,0)軸上の一般の点)の場合

E,C2x以外のp∈D4hに対して

p･k△≠k△

であるので

P(k△)-(E,C2.T)-C2.T

となる.

∑･k-kE-(tT,t7:)(0<∬<7T)((1,1)軸上の一般の点)の場合
E,C2a以外のp∈D4hに対して

p･毎 ≠k∑
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k kの群 :p(k) コメント

kr-(0,0) Dlk
kM -(2,f)D4h
kx-(:,0) D
k△-(x,0) C2.T-(E,C2.T) 0く.T<7T
kE-(tT,tT) C2a-(E,C2a) 0<tT<7T
kY-(7T,y) C2y-(E,C2y) 0<y<7T

表 7.1:kの群

であるので

P(転 )-〈E,C2a)-C2a

となる.

Y･k-kY-(7T,y)(0<y<7T)の場合

C2y･kY- (-7T,y)主(-7T,y)+Kl-(7T,y)-kY

E,C2y以外のp∈D4hに対して

p･kY≠kY

であるので

P(kY)-(E,C2y)-C2y

(7･71)

(7.72)

(7･73)

(7･74)

となる.

△,∑,Yのような点は対称緑(lineofsymmetry)にあるといわれる.r,M,Xのような点は対称点

(pointofsymmetry)といわれる.対称息 対称線以外の点を一般点 (generalpoint)という｡kを

一般点とすると

P(k)-(E)=C l

となる.これらを表7.1に記した.

kの群と並進群L(el,C2)を掛けた群を定義する.

定義 7.2.

kの群をP(k)とするとき

Pl(k)-L(el,C2)P(k)∈P

をkの小群(littlegroupofk)4という.

(7･75)

(7･76)

4著書によって異なる名前が付けられている.Bradley等21)の教科書の"littlegrotlp"を訳したものを採用した.犬

井等 10)の教科書では,k群"と呼ばれている.
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P(k)-D4hの場合はPl(k)-L(el,C2)D4hとなり,Pl(k)は空間群そのものになる.kの小群

pl(k)の既約表現は,kの群 p(k)の既約表現d(i)とL(el,C2)の既約表現とで,次の定理により求

められる.

定理 7.3.kの群 p(k)の既約表現行列をd(i)とすると,kの小群p.(k)の既約表現 D(k,,)は

D(k･j)(pT(n))-d(i)(p)exp(-ik･n)

で与えられる･ここでp∈P(k),T(n)∈L(el,C2)である･

証明.まず (7.77)が表現になっていることを示す.r∈D4h,T(n)∈L(el,C2)にたいして

rT(n)r~1Iaims-rT(n)af,-1m)3

-r･aLlm.n)S
-a吉m十r.n)a

が成り立つ.したがって

rT(n)r~1-T(r･n)∈L(el,e2)

となる.

pIT(nl),P2T(n2)∈Pl(k)としたとき

pIT(nl)p2T(n2)-PIP2P2-IT(nl)p2T(n2)

-pIP2T(p2-1･nl)T(n2)

が成り立つ.ここで(7.79)を使った.したがって

D(k,,)(PIT(nl)p2T(n,))-D(k,j)(pIP2T(p2-1･nl)T(n2))

-a(i)(pIP2)exp(-ik･(p211･nl+n2))

-a(i)(pl)d(Jl)(p2)exp(-ik.(p,-1･nl))exp(-ik･n2)

-d(i)(pl)d(i)(p2)exp(-i(p,･k)･nl)exp(-ik･n2)

-d(i)(pl)exp(-ikInl)d(i)(p2)exp(-ikAn2)

-D(i,k)(PIT(n.))D(i,k)(p2T(n2))

を得る.ここで変換p2の直交性

k･(p2-1･nl)-(p2･k)･nl

とp2∈P(k)の条件

p2･ktk

ー24 5 -

(7･77)

(7･78)

(7･79)

(7･80)

(7･81)

(7･82)

(7･83)



尾崎 正明

すなわち

exp(-i(p2･k)･nl)-eXp(-ik･nl) (7･84)

を使った.したがってD(kj)が表現になっていることが示された.

D(k･3')が既約表現であることを示すIdj(p)の指標をx(i)(p)とすればβ(kj)の指標x(k,i)(pT(n))

は

x (k,i)(pT (n))- x (i)(p)exp (- 3k .n) (7･85)

となる.したがって

孟pTFn,lx'j,k'(pT'n')F2- 品 写Ix｡.''p'鳩 1- 1 (7･86)
を得る.ここでd(i)の既約表現の条件

品 写 M '''p'L2-1 (7･87'

を使った.定理3.4(その 1pl540)と(7･86)よりD(k,i)が既約表現であることが分かる. ■
対称性の破れを議論するとき,並進群L(el,C2)の既約表現をラベルする第 1ブリュアン域に属す

るベクトルkをオーダリングベクトル(Orderingvector)という･以下の議論では,群論的分岐理論の

有効性が最も理解しやすいオーダリングベクトルがk-kr-(0)0)および た -kM-(7T,7T)-Q

の場合に限ることにする･5 これらの場合表7･1よりP(kr)-P(kM)-D4hになるので対応する

小群は

Pl(kI,)-L(el,C2)D4h
(7･88)

Pl(kM)-L(el,e2)D4h

となって,元の空間群 p -L(el,C2)D4hに等しくなる･したがって小群の既約表現が元の空間群

の既約表現になる.それに必要なD4hの既約表現は

D4h-D4XCI (7･89)

を考慮すると,D4の既約表現に,I∈CIに対する対称性が偶 (even-g)か奇(odd-u)による類

別が加味されたものになる.それは表3.2(その Ip.545)のD4の既約表現とIによる偶奇の区別

(g,u)を組み合わせて構成できる･D4hの既約表現行列を付録B(p.340)の表B.1,B.2に記す.

定理7･3よりk-=krおよび k-kM-Q に対応するPの既約表現は

i,(rj)(pT(n))≡ D(rj)(pT(n))-a(i)(p)

i,(Mj)(pT(n))≡ D("i)(pT(n))-d(i)(p)exp(-iQ.n)
(7･90)

5ォ-ダリングベクトルがA:r,kM以外の場合はPの既約表現がもっと複雑で,誘導表現の議論を必要とする.それ

らの場合の既約表現については文献10)のp274を参照.
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となる･ここでQ-(打,7T)-kMで,d(31)は表B･1(p･340),B･2(p･341)にあるD｡hの既約表現行列
である.

以上の既約表現がHFB理論の舞台でどのように現れるかを見てみよう.第6章で示したように

平均場ハミルトニアンの-般的な表式は波数表示では

H- - ∑〈x(k s,k ,S,)aとsak ′S,･ i y ( ks ,k 'S /)aks ak,S,I Zy( k s , k ,S ,)*ak,S,aks) (719 1)ks,k'S,
で与えられる･ただしx(ks,k′S′),y(ks,k′S′)はエルミートおよび反対称条件

x(ks,k′S′)-tT(k′S′,ks)辛

y(ks,k'S')--y(k'S',ks)
(7･92)

を満たす.‰ は全体としてエルミートでなければならない.したがって‰ は次式で定義される

実数を係数とするHFBハミルトニアン空間Ⅵ′HFBのベクトルとみなすことが出来る｡

W HFB-〈aとsaks,(aksak ′S,+aと′S,aks),i(aksak′S′-ak,S,aks),
(aとsaと′S,+ak′S′aks),i(aksak′S′-ak′S′aks))R (7･93)

ここで上の基底で第1番目のもの以外では(ks)≠(k'S′)なるものとする･

ここで(7.91)の型のWHFBのベクトルで(7.90)の表現の基底の例を挙げておく･

命題 7.1.Pの表現 f･(rj)の基底.

諺 )(k)(n-1,･･.,Ejl)をD｡hの既約表現d(i)の基底となるkの関数とする.ここで即 ま既約表
現djの表現次元を表す.すなわちp∈D4hに対して

けI

p･LT･kj)(k)≡xij)(pll･k)- ∑ I.S)(k)dS)n(p)
n/=1

hSo･j)- ∑ 凄 )(k)aksaks′+H･C,n-1,-･潮
k

hgO,i,2'-∑ LT･(nj)(k)aksaLk)S,+H･C,n-1,- ･,ljl
k

とする.そのとき

(7･94)

(7･95)

で定義されるhko,i),hLo,j,2)(n -1,･ - ,dj)はp-L(el,C2)D｡hの(7.90)で定義される既約表現

i(rj)の基底になっている.

言正明.任意のp∈D4h,T(n)∈L(el,C2)に対して

(pT(n))Ahko,i)- ∑ ･TLj)(k)((pT(n)).aとsH (pT(n))･aks′)+H･C
ks

- ∑ .TL''(k)(e~ik.naEp.k,sHeik'na(p.k,S,h H･C
ks
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-∑ LTILj)(k)afp.k)sa(p.k)S,+H･C
ks

-∑ tTLj)(p-1Ik')aと′sak′S′+HIC
k'S

IEJLl
-∑∑xi';)(k/)dS)n(p)aと′sak,S′+H･C
k'sn'-i

lJ(

- ∑嘘 j)di';i(p)n/=1
(7･96)

となる.ここで4番目の等号でた′-p･kと置いた.したがってhLo,i)(n ,-1,･･･,dj)は(7.90)の

f･(rj)の基底になっている.hLo,i,2)(n-1,･･･,dj)についても同様にして証明できる_ l

D｡hの既約表現の基底関数諺)(k)の例は付録Bの表に記している.

命題 7.2.Pの既約表現 P(Mj)の基底.

次式で定義される

h･k",i)- ∑ xij)(k)aft.Q)saks,'H･C,n -1,･･･,Ijl
k

は(7.90)で定義されるPの既約表現 P(Mj)の基底になっている･

証明･任意のp∈D4h,T(n)∈L(el,C2)に対して

(pT(n))･a(a",i)-∑ 攻)(k)((pT(n))･atk+QsH(pT(n))･aks)+H･C
ks

-∑xLj'(k)(e-ilk+Q).na去.(k.Q)sHeik.na(p.k,sh H･C
ks

-∑ xij'(k)e-iQ'nafp,k十Q,sa(p.k,SIH･C
ks

-∑ xLj'(p-I･k')e-iQ.nalk,.Q,sak,SIH･C
k'S

ljI

-∑∑tTS'(k')d5'n(p)e~iQ'nalk,.Q)sak ,S+H･C
k'sn'-1

lJl

- ∑ h崇,')dS)n(p)e-iQ'n
n/=1
1j[

-∑hLT,i)pTnj)(pT(n))
n/=1

を得る.ここで第3番目の等号はp･Q主Qを使った.
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7.4 スピン回転群Sの既約表現

スピン回転群を含む3次元回転群の表現論は込み入った議論が必要となるので,詳しいことは文

献 10)を参照されたい.ここでは以下の対称性の破れの議論に必要な最小限の範囲に限って説明す

る･6スピン回転群の〈aks,aks)への作用は(7･23)(p1236)で与えられる･そこでu(C,0)iま(7･13)
で与えられる.73次元回転群の既約表現はjによってラベルされ,その表現次元は2j+1である.

ただしj-0,i,I,書,- である･

i -0は恒等表現に対応する･この表現行列をS(0)とすれば

き (0)(u(n,o))=1 (7･99)

となる.

i-壬はu(e,0)そのものが表現行列である･
j-1に対応する表現は2j+1-2×1+1-3次元表現であり,3次元実空間の回転行列R(n,0)

が表現行列になる･ここでR(n,0)は単位ベクトルn- (nl,n2,n3)の方向の回転軸の周りの角0

の回転(nの方向に右ねじが進む回転を正の方向とする)に対応する3次元回転行列で

Rij(n,0)-(ト cosO)nin,･+6ijCOSO-sinO∑ ei,･knk (7･100)
k

で与えられる･8 ここでeijkは置換の符号を表し,次式で定義される･

亡tjk=

R(n,0)の成分を書くと

R(n,0)-
(

1,(i,i,k)-(1,2,3),(2,3,1),(3,2,1)の場合

-1,(i,i,k)-(2,1,3),(1,3,2),(3,2,1)の場合 (7 ･101)

0,(i,i,k)がその他の場合

coso+(1-cosO)n誉 (llCOSO)nlrl･2-n3SinO (1-cosO)nln3+ n2SinO

(1-cosO)r2Jln2+ n3SinO cosO+(1-cosO)n… (1-cosO)n2n3-nlSinO
(1-cosO)nln3- n2SinO (1-cosO)n2n3+nlSinO cosO+(1-cosO)n23

(7･102)

となる.この既約表現をき(1)と記す.表現空間を WHFBに限れば関係する既約表現はき(0)とき(1)

に限られる.

ここでWHFBを表現空間とするS(0)とき(l)の基底を求めておこう.その準備として次の命題を

証明しておく.

命題 7.3.任意のu(n,0)∈Sに対して次の等式が成り立つ.

(1)

u(n,o)(ic,2)u(n,o)i-(iJ2) (7･103)

6群論を勉強しようとする多くの読者が回転群のところで挫折するようである.筆者自身も数回ここで挫折している

この解説の範囲に限れば比較的理解しやすいと考える.

7犬井 10)p131(6.53)式参照
8証明は付録Cで行う
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(2)A-1,2,3に対して

u(n,o)J入u(n,o)I-∑ Rp̂(n,0)JP
〟

(3)A-1,2,3に対して

u(n,o)(iJ入J2)u(n,o)i-∑RpA(n,0)(ig〝62)
/↓

証明.

(1)u(n,0)をuと略記して

A=u(io12)ut

と置く.

･iJ2)- ( _01 g )

を考慮すると

All-u11u12- u12ul1-0

A12-ullu221 u12u21-detu-1

A21-u21u12- u22ul1 - -detu--I

A22-u21tJ,22- u22u21-0

となり,

A-(-01g)-iJ2
となる･ここで u ∈SU(2)9すなわちdet(u)-1を使った.

(2)

J O- (三 ;)

としてtL,(n,0),u(n,0)Iを

u(n,a)- cos里 J O- isln冨(n lJ l十n 2g2･n 3g 3)2

u(n,a )f- cos冨JO･ isln芸 (n lJ l+n2J2･n 3g 3)

と書いて,

〆cP -J0-12

61g2=-J2Jl=icT3

g2cT3--cT3cT2 -′lCTI

o13Jl 二 一 g1g3 =′iJ2

Odet(u)-1は (7.13)の形より直接示すことが出来る.
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に注意すると

u(n,a)o･lu(n,a)f-all(coso+(1-cosO)nH

+J2〈(1-cosO)nlr22+n3SinO)

+C,3((1-cosO)nln3- n･2SinO)

-∑RILl(n,0)J〝
〟

を得る.同様にして

u(n,a)J2u(n70)T-∑ Rp2(n,0)J〃
〟

u(n,o)J3u(n,a)I-∑Rp3(n,0)JP〟
を得る.(7･113)および(7.114)より(7.104)を得る.

(3)

(7.103)に左からu(n,0)Iを掛けて

(io12)u(n,o)i-u(n,o)t(ic'2)

を得る.したがって

u(n,a)(iJ入J2)u(n,a)i-u(n,o)0-A(iJ2)u(n,a)i

-u(n,a)o･入u(n,o)I(iJ2)

-∑Rp (̂n,0)JP(iJ2)〟
- ∑RpA(n,0)(iJPg2)〟

を得る.

命題7.3を使うと次の命題を証明できる.

命題 7.4.WHFBを表現空間とするき(0)の基底は

S(o)(k,k')- ∑ aksJSs,ak′S′+H･C
ss/

T(0)(k,k/)-∑ ats(iJ2)ss,ak,S′+H･Css/

で与えられる.
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証明.任意のu∈SをSO(k,k′)に作用させると,

u･so(k,k')-∑ (u･aとS)JsOs,(u･ak′S′)+H･C
ss/

-∑(∑ usISaksl)6ss′(∑ u:,15,ak,3,1)IH･C
ss′sl si

-∑ akslak,S,1∑ usISu!S,1IH･C
sis/1 a

- ∑ akslak′sl+H･C - SO (k,k')LTltl
ここでuのエルミート性 utL,I-12を使った.

同様に

u･TO(k,k')-∑ (u･aとS)(iJ2)ss′(u･aと′S′)+H･Cββ/

-∑ (∑ usISaksl)(iJ2)ss′(∑ usis′aとsi)+H･Css/ sl s/1

-∑aksl(∑ usIS(iJ2)ss,us,lS′)atk′S,i'H･Csis/i SS/

-∑atksl(u(iJ2)ut)sis,lalk,S,1+H･Csis/1
- ∑aksl(iJ2)sis,lab,si+H･C
sIS1
-78(k,k′)

ここで5番目の等号で(7.103)を使った.

既約表現 基底

宮(0) S(o)(k,k') - ∑ aksJSs,ak′S,+H･Css/
T(0)(k,k') - ∑ aとS(iJ2)ss′aと′S,+H･C

ss/

宮(1) S入(k,k/) - ∑ aとsJŝS′ak′S,+H･Css/
TA(k,k') - ∑aks(iJ入J2)ss,ak,S,+H･C3β/

1-I,2,3

表 7.2･.W HFBにおけるSの既約表現とその基底

命題 7.5.WHFBを表現空間とするglの基底は

S入(k,k′)-∑ aksJsAs′ak′S′+H･Cββ/

T̂ (k,k')-∑ats(iJ入J2)S5′aと′S,+H･Css/
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で与えられる.ここで入-1,2,3である.

証明.u-u(n,0)∈Sに対して

u･S入(k,k')-∑(u･aとS)JŝS′(u･ak′S′)+H･C
ss/

-∑(∑ usISaksl)JŝS,(∑ us*is,aks,i)IH･C
ss/sl s/1
-∑aとsl(∑usISJsAs,u!,si)0,k,3,1+H･CsISi ss′

-∑aとsl(- hut)sis,lab,3,1+H･C
sis/1

-∑ atksl(∑Rp̂ (n,0)JP)sis,lab,S,1+H･C
sis/1 P

-∑Rp̂(n,0)SP(k,k')
〟

ここで5番目の等号は(7.104)を使った.したがってS入(k,k')(A-1,2,3)は既約表現

宮(1)-R(n,0)の基底になっている･同様に

u(n,a)･T入-∑(uAaks)(iJ入J2)ss,(u･aと′S′)+H･Css/

-∑(∑ usISaksl)(iJ入J2)ss′(∑us,lS,aと′S,1).H･Css′sl si

-∑ aksl(∑ usIS(ig入J2)ss,uts,S,1)aと′S,i'H･Csis/i SS/
-∑ aTksl(u(iJ入J2)ut)sis,lak′si.H･Csis/1
-∑ aksl(∑Rp̂(n,0)(iJPJ2)SIS,1)atk′S,i'H･CsIS/i FL
-∑Rp̂ (n,0)TP(k,k')
〃

(7･121)

(7.122)

ここで5番目の等号は(7･105)を使用した･したがってTA(k,k')(A-1,2,3)が き(1)-R(n,0)の

基底になっている. ■

これらを表 7.2にまとめた.

7.5 Rの既約表現

wHFBを表現空間とする中の既約表現は 壷(0)と壷(2)である.壷(0)は恒等表現であり,¢∈奇に

たいして

壷(O)(6)-1
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である.卓(0)の WHFBにおける基底は

(ks)≠(k'S)の場合 aとsak′S′+aと′S,aks, i(aksak′S′-aと′S,aks)

(ks)-(k'S)の場合 aksaks

である.

壷(2)は2次元表現でありその基底として (ks)≠(k/S′)のとき

ll -(aとsak′S′+ak′S,arks)

l2-i(aksak,S,-ak′S′aks)

が考えられる.(ll,l2)に対する6∈中の作用は

6･ll-((eiiaks)(eiiak′S′)+ (e-iiak′S′)(e~iiaks)

- ei¢aksak′S,+ e-i¢ak′S′aks

-llCOS4,+l2Sin¢

6･l2-i(ei書aとS)(eiiak′S,)-i(e-1iak′S′)(e~iiaks)
- iei¢aksaと′S′-ie~i¢ak′S,aks

--llSin¢+l2COS¢

となる.したがってll,l2を基底とする表現行列 壷(2)(釦 ま

壷(2'(6,-(cs:nsbb 霊 )

(7.124)

(7･125)

(7･126)

(7･127)

(7･128)

で与えられる.

R=卓+t4,の既約表現は 中の既約表現より導かれる.その為の準備として次の命題を証明して

おく.

命題 7.6.WHFBの任意のベクトル Jに対して

(lt)･l-i

(ゆ)･l-(Tq)･l

が成り立つ.従って WHFB上で考察するとき

tt=E
E=i-■■≡=i

I'･I 卜'●･,1

が成り立つ.
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証明･I-(atkTaTk′1+ ak,lak†)の場合を考える･

(a)･l-l･(l･l)

-i.((t･aL)(t･aと′↓)+(L･ak,i)(t･ak,)〉

-iI((-aLk)i)(aLk,,,)I(a(_k,)T)(-a,-k↓)〉
-〈トakT)(-aと′↓)+(-0,k,1)(-akT)チ

-〈O,摘 ′↓+ak,lakT〉-I

(頑)･l-(16)･(t･l)

-(tb)(-aLk,laLk,)T-a(_k,)Ta(-kl))
- i.(-eiOaLk)laLk,,T-e-iba(_k,,Taレk,i))

- (e-i¢a摘 ′↓+ ei¢ ak,lakT)

-ト4,)･l

W HFBの他の基底についても同様に証明できる.

命題 7.7.RのWHFB上の既約表現は次式で定 義される 良(0),良(1),良 (2)である.

1

:

I

:

T

二

二

二

二

や

㈲

㊥

㈲

.iL
･

.iT,

-.i
･

小

i"川トト■Ⅷ
柑u
iZn

良(2)(6, -(cs:nsoQ 霊 )

良(2,(16,-( 霊 霊 )

(7･131)

(7･133)

証明･壷(O)ではtの変換性だけが問題になる.WHFB上ではt2-Eであり,旺 対する異なる変換

性は±1となる.したがって対応するR=申+t垂の既約表現は次式で定義される良(0)と良(1)で

ある.

･i

･…

仙
3I

52,

叫

い

り

･R

rcd

〉R

融

ィ川rl

川u
n相川トー■一旧
柑u

1

1

二

二

1

1

一

二

二

ら(2)の基底をIl)-Ell,l2)とする･すなわち

6･Il)-ll)壷(2)(6)
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ll')i

ll')≡t.ll)-匪 ll,l･l2)
一一■~■〉

で定義する.そのときWHFB上ではt2-E,tか-(-4,)であるので

打 l')-み Il)-tt毎.‖)

III･'･IJit,I
巳=i■R=i
-i(-め)･‖)

-t･il)壷(2)((76))

-Il')i(2′)(6)

ここで

壷(2′)(6)-壷(2)((Tq))

である.

したがってIl,)は中の既約表現壷(2′)(6)の基底になっている.

U - ( ; : )

とすると

壷(2′)(6)- U卓(2)(4,～)U-1

であるので 呑(2′)(6)と壷(2)(紳 ま同値である.したがって

6･Il')-II/)Ub(2)(Q～)U-1

となり,右からUを掛けて

6･Ii/)U-ll')Ub(2)(6)

を得る.したがって

Ii")=ll')U

と置くと

打 l′′)-Il′′)壷(2)(4,～)

となり吊 ′′)は壷(2)(6)の基底になっている.ll')-ll")U-1-ll′′)Uを考慮し

[入)-(ll,人2)-Il)+け′)-(ll+t･l2,l2+t･ll)
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とすると

和 人)-6･ll)+6･ll′′)

-Il)6(2)(6)+II")壷(2)(6)

-IA)壷(2)(6)

t･L入)-t･ll)+l･甘′)

-ll')+t･III)U

-げ′)U十和 l)U

-(Il)十甘′))U

-l入)U

を得る.ここで l入)よりもっと扱いやすい基底に変換しておく.

lA)-(Al,A2)-l入)Ⅴ

V-1Uv=
(三 _ol ) -6 3

V- 1壷(2)(6)V-壷(2)(6)

6･lA)-6･l入)V

-iA)壷(2)(6)V

-l入)W -1壷(2)(6)V

-IA)6(2)(6)

t･lA)-t･l入)V

-暮入)UV

-IA)VVIUv

-IA)63

(t6)･LA)-t.IA)壷(2)(6)
-IA)J3壷(2)(6)

-tA)
(

cosめ

-sill¢

と置いて

を考慮すると

を得る.これより

この式と(7.150)より命題7.7の最後の2式が示された

- 2 57 -
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群 既約表現 備考

P P (pT(n))- dJ(p) T(n)∈L(fl,t2),P∈D4
f･(M･j)(pT(n))- d(i)(p)exp(-iQ･n)

S S (tL･(n,0)) - 1 u(n,0)∈S

i(1)(u(n,o)) - R(n,0)

R 良(0)(6) - 1
良(0)(碩)

良(1)(∂)

良(1)(t6)

良(2)(6)

良(2)(t6)

＼.メ.…

･;･.

S
0
一
C

･¢p
小
.

os
.m
C
S

1

=
臼

T
i十川Ⅶ¶
膚
川u

二

二

二

二

(1)d(i)はD4hの既約表現行列

(2)R(n,0)-
(

cosO+(1-cosO)r2･亨 (1-cosO)nln2-n3SinO (1-cosO)nln3+n2SinO
(llCOSO)nln2+n3SinO cosO+(1-cosO)n… (1-cosO)n2n3-nlSinO
(1-cosO)nln3-n2SinO (llCOSO)n2n3+rl,1SinO cosO+(1-cosO)n…

(3)Pについてはkベクトルがr点 ‥k-(0,0),M点 ‥k-(7T,7T)の既約表現だけを記載した.

表 7_3‥P,S,Rの W HFBにおける既約表現行列

ここでIA)-(Al,A2)を Il)-(ll,l2)で表しておく･(7･145),(7･148)を使うと

Al-i(ll+l2･t･(ll･l2))
A2-義 (-ll･l2･t･(l1-l2))

を得る.これより

t･Al-Al

t･A2--A2

が成り立つことは容易に分かる.以上をまとめて表 7.3に記す.

超伝導を記述するために必要な既約表現 良(2)の基底の具体例を挙げておく.

命題 7.8･任意の入∈(0,1,2,3)に対して

hi-∑∑y(k)(aks(iJ入J2)ss,aLk)S,h H･C
k ssr

h･会-∑∑iy(k )(aks(iJ入J 2)ss,a,Lk)S,〉+H･Cll,J､ヾ′
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(7.153)

(7･154)

(7.155)



物性理論における群論的分岐理論入門 (その2)

で定義される(hf,h2̂)は既約表現良(2)の基底になっている.ここでy(k)は入-0のときはkの実

数値偶関数,入≠0のときはkの実数値奇関数である.

証明.A-1の場合を考える.まずy(k)が奇関数であることを示す

･iJIJ2,-(-.1;)
を考慮すると

(7･156)

hi-∑∑y(k)(aks(iJIJ2)ss,aLk,S,)
k ssr

-∑ y(k)(-akTaLk)T+a折 _k,i)+H･C
k

-∑y(-k')(-aLk,).ak,T+aLk,)iaと′↓).H･C
k'

-∑ トy(-k'))(-ak,Talk,,↑+ak,laLk,,lh H･C
k'

ここで第2番目の等号でk′ニーkと記した･従ってy(-k)--y(k)を得る.同様な手法で入-0

の場合,y(k)偶関数,A-2,3の場合はy(k)は奇関数であることが示される.
tに対する変換性は

t･h壬-∑y(k)(-(i.ak↑)(l･aLk)T)+(t･ak↓)(t･aLk)i))+H･C
k

-∑ y(k)(-(-aLk)i)(-ak↓)+(aLk)T)(aL)h HIC
k

- ∑ y(k)(-akTaLk),'aklaLk)i)十H･C
k

-hi

を得る･同様の方法で七･h!--h圭を得る.

¢に対する変換性は

6･hi-∑y(k)eiS(-a拍 _k,T'aklaLk,lh H･C
k

-cos4,hi+sinゅh≡

が成り立つ.同様にして

6･hJ去ニーsind,hi+cos¢h圭

(7･157)

(7.158)

(7･159)

が成り立つ･これより(妬相 が既約表現良(2)の基底であることが分かる･ 同様にして入-0,2,3

の場合も(hI,h会)が既約表現良(2)の基底であることが分かる. II
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7.6 G｡の既約表現とその基底

以上のPの既約表現 P(rj),p(Mj),Sの既約表現 宮(FL),R の既約表現 良(〟)より

G｡-PxSxRの既約表現は

eo(F'･'L･V)= P(rj)㊥ き(p)㊤良(U)

do(Mj･p,〟)= p(Mj)㊧ 宮(〟)㊤良(U)

で与えられる.ここで

3-Alg,A2g,B1g,B2g,Eg,Alu)A2u)BIN,B2u,Eu,

〃-0,1

〝-0,1,2

である.第 7.6節では既約表現 do(rj･p,〟),do(M',FL")の WHFBにおける基底を求めよう

対応する基底を

h(rj,FL,L/)m,A,I

h(Mj,FL,I/)m,A,l

とする.ここで

m -1,･･･,lf･(rj)l｡r匿(Mj)I

入-1,･-潤(～)I

l-1,･･･,檀(〟)I

以後 ll-0,1,l/-0,1,2の各場合について既約表現の WHFBにおける基底を求める.

(1)do(rj,0,0)- f･(rj)㊨ i(0)㊤良(o)

(7.95),(7.117),(7.124)より基底は

h(rj,070)-,1,1-∑ xk)(k)aksaks-∑tTk)(k)(akTak,+0,kiak↓)
ks k

の型で書ける･h(r3',0,0)m,1,1はエルミー トであるので

.77(')(k)'- x(i)(k)

を得る.また

t･h(rj,0,0)-,1,1-∑ xk)(k)'((i･aL)(t･ak↑)+(i･akl)(t･ak↓))
k

- ∑ tTk)(k)'〈(-af_k↓)(-a_ki)+(aLkT)(a_kT))
k

- ∑ tTk )(-k)+(akTakT+akiakl)
k

- 260 -

(7･160)
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(7.162)
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となりl･h(rj,0,0)帆,1,1-h(rj,0,0)m,1,1であるので

克)(-k)辛-攻)(k)

(7.164)および (7.166)より

克)(-k)-攻)(k)

を得る.すなわちx法)(k)はkの実数値偶関数である.

(2)do(rj･0,I)｣ ,(rj)㊦i(0)㊨a(1)

eo(rj,0･0)の場合と同様に基底は実数値関数LT(i)(k)を使って

h(rj,071)-,1,1-∑xk)(k)(akTak,+aklak↓)
k

(7･166)

(7･167)

(7･168)

の型で書ける･この場合は 時間反転で符号を変える,すなわちt･h(rj,0,1),n,1,1--h(rj,0,1)rn,1,1

であるのでx法)(-k)･ニー.諺)(k)となり

.Tk)(-k)-一或)(k)

が得られる.すなわちx崇)(k)はkの実数値奇関数である.

(3)do(rj,1,0)- f･(rj)㊧ 宮(1)㊤ 良(o)

(7.95),(7.120),(7.124)より基底は

h(rj,1,0)m,A,1-∑∑tTk)(k)aTksJsAs′0,ks′
k ssr

(7･169)

(7･170)

の型に書ける.(JŝS′)*-Jsl,Sが成り立つのでh(rj,1,0)m,A,1のエルミート条件よりxk)(k)tまkの
実関数になる.入=1の場合

i.h(Fj,1,0)帆,1,1-i･(∑∑ xk)(k)aTJsls,aks′)
k ssr

-i･(∑ 或)(k)(akTakl+aklakT)チ
k

-∑tTk)(k)'((t･aTkT)(t･ak↓)+(i.ail)(l･akT)チ
k

-∑tTk)(k)～((-aLk)i)(a(_k)T)I(aLk)T)ト a(_k)i)〉
k

ニー∑瑠 (-k)～(akTakl+atk↓akT)
k

--∑ ∑ LTH)(-k)*aとsJs!S,aks′
k s器′

1261-
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を得る.同様に入-2,3に対して

t･h(Fj,1,0)m,A,1--∑ ∑･Tk)(-k)*aとsJsAs′aks′
k ssr

を得る.iIh(rj,1,0)帆,A,.-h(rj,1,0)m,A,1および或)(k)が実関数あることを考慮すると

攻)トk)ニー攻)(k)

を得る. したがって.諺)(k)は実数値奇関数である.

(4)do(r3',1･l)- f･(rj)㊨ i(1)㊤k(1)

do(rjJ･0)の場合と同様に基底は実数値関数x(,')(k)を使って

h(rj,0,1)m,1,1 - ∑ xk)(k)aとsJŝsJaks′
ks

の型で書ける･この場合はt.h(Ilj,1,1),a,A,1--h(rj,1,1)m,A,1であるで

戎 )(-k)-xk)(k)

が得られる.すなわちx法)(k)はkの実数値偶関数である.

(5)do(rj･0･2)- i,(rj)㊤ き(o)㊤k(2)

(7.95),(7.117),命題 7.8より基底は実数値偶関数戎)(k)を使って

h(rj,0,2)-,1,1-∑戎)(k)(aks(iJ2)ss,aLk)S,h H･C
kss,

-∑xk)(k)(akTaT_k了 aklaT_k↑)+H･C
k

h(rj,0,2)-,.,2-∑魂)(k)(aとS(iJ2)ss,aLk)S,)+H･C
kss,

-∑魂 )(k)(akTat_k↓-aklaLた↑)+H･C
k

で表される.

(6)Glo(rj,i,2)- i,(rj)㊤ 宮(1)㊤ 良(2)
(7.95),(7.120),命題 7.8より基底は実数値奇関数.T～孟)(k)を使って

h(rj,1,2)m,A,1-∑.TL'i)(k)aks(iq入J2)ss,a二ks,+H･C
kss,

h,(r j ,1,2)m ,A,2- ∑･Z',tT,(A)(k)aks(iJ 入J2)ss,at_ks′十H･C
kss,

で表される.

- 2621
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(7)etM',0,0)-I,(Mj)㊨ i(0)因k(o)

(7.97),(7･117),(7.124)より基底は

h(Mj,0,0)--∑LTk)(k)alk.Q)saks-∑ tTk)(k)(a言k.Q)Tak↑+a‡k.Q)↓ak↓〉 (7･180)ks k

の型に書ける.ここでQ-(7T,7T)であり,諺)(k)iまh(Mj,0,0)mのエルミート性より

.攻)(k+Q)-x崇)(k)'

が成り立つ.またh(Mj,0,0)mにtを作用させると

t･h(Mj,0,0)--∑tTk)(k)～((i･aft.Q)↑)(i･ak↑)+(t･a吉k.Q)↓)(i･akl)〉
k

- ∑xk)(k)'((-aLk_Q)↓ )(-a(-k)i)+(aLk_Q)↑)(a(_k)T)〉k

- ∑xk'(k)*(oLk+Q)↑a(_k)T'aLk+Q)↓a(_k,i)k
-∑ xk)(-k)*(a吉k+Q)Tak↑+a‡k.Q)↓ak↓)
k

(7･181)

(7･182)

を得る.ここで第3の等号は-k-Q三一k-Q+2Qニーk+Qを,第4の等号はkを-kに置

き換えて和を取ったものである･i.h(Mj,0,0)m-h(Mj,0,0)mより

克)(-k)*-或)(k)

を得る.(7.181)と(7.183)よりx崇)(k)がkの偶関数の場合は遮 )(k)は実数値関数で

.T法)(k+Q)-.T崇)(k)となる.x崇)(k)がkの奇関数の場合はx崇)(k)は純虚数値関数で

諺)(k+Q)ニーLT法)(k)となる.

(8)eSMj,0,1)-i(Mj)㊤i(0)㊤ 良(1)

この場合も基底は(7.180)の表式で表され,x崇)(k)は (7.181)を満たす.

この場合t･h(Mj,0,1)mニーh(Mj,0,1)mより

攻)(-k)* ニ ー或 )(k)

を得る.したがって.Tf£)(k)が偶関数の場合は純虚数関数で

戒)(k+Q)- 一塩 )(k)

を満たす.諺 )(k)が奇関数の場合は実数値関数で

.Tk)(k+Q)-克)(k)

を満たす.
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(9)etM3'･1,0)- i (Mj)㊤き(1)㊤良(o)

(7･97),(7･120),(7･124)より基底は

h(Mj,1,0)-,A-∑ tTk)(.k)aEk十Q)sJŝS′aks′
ks

の型に書ける･(J人):S′-crŝ,Sよりh(Mj,1,0)m､人のエルミート性から

攻)(k)辛-諺)(k+Q)

を得る･入-3の場合h(Mj,1,0)m,3を具体的に書くと

(7･187)

(7･188)

h(M j , 1,0)- ,3- ∑ tTk'(k)(a‡k+Q )T a kT -a‡k.Q)lak↓ 〉 (7 ･189)k
を得る.そのとき

t･h(Mj,1,0)-,3-∑xk)(k)'((i･aEk十Q)↑)(i･ak↑)-(i.a‡k.Q)↓)(i･ak↓))
k

- ∑xk)(k)*((-aLk_Q)↓)(-a(_k)1)-(aLk_Q)↑)(a(_k)T))k

ニー∑或)(-k)*Hafk.Q)TakT-a～k.Q)↓ak↓〉k
を得る･t･h(Mj,1,0)m,3- h(Mj,1,0)m,3より

xk)(-k)～ -一塩 )(k)

(7･190)

(7･191)

を得る.したがってx法)(k)がkの偶関数の場合.諺 )(k)は純虚数値関数でx法)(k十Q)--tT崇)(k)

を満たす. x法)(k)が kの奇関数の場合.諺 )(k)tま実数値関数で.諺 )(k+Q)-諺)(k)を満たす.

(10)etM3',I,1)- p(Mj)㊨首(1)㊤良(1)

この場合も基底は(7･187)で表される･i･h(Mj,1,1)Tn,3 - -h,(Mj,1,1)帆,3より

戒)(-k)*-戒 )(k) (7.192)

を得る.したがって.T崇)(k)が kの偶関数の場合x崇)(k)iま実数数値関数で戎 )(k+Q)-諺 )(k)

を満たす. .読)(k)が kの奇関数の場合x崇)(k)tま純虚数値関数で.諺 )(k+Q)ニー.Tfi)(k)を満

たす.

eSMj,0,2),e且Mj,1,2)の基底は通常の超伝導状態では現れないので省略する.以上をまとめて表7.4
に示した.
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既約表現 WHFBにおける基底

(1) eSr'70･0) h･(rj,0,0)m,1,1-∑ -克 )(k)a･とsaks (R,e)
ks

(2) eSr3'･071) h(rj,0,1)m,1,1- ∑ ･TH)(k)aksaks (R,o)
ks

(3) eSrj,1,0) A,(rj,i,0)m,A,1- ∑11･k)(k)aksJŝS′aks′ (R,o)
kss,

(4) eSr川 ) h(rj,1,1)m,A,1- ∑ ･T･H)(k)aksJŝS′aks′ (R,e)
kss,

(5) eSrjA2' h(rj,0,2)-,1,1- ∑ ATS'(k)aks(iJ2)ss,o･(Lk,S′･H･C (R,e)
kss,

h(rj70,2)-,1,2-∑魂)(k)atks(iJ2)ss′aLk)S,'H･C
kss,

(6) eSF3'･1,2' h(rj,1,2)-入1-∑ ･Tk'(k)aks(iJ入C2)ss′a(Lk,a,十H･C (R,o)
kss′

h(rj,1,2)-,A,2-∑魂'(k)aks(iJ入g2)ss,aLk,S′十H･C
kss,

(7) eSM3'･0･0' h(Mj,0,0)-,1,1-∑.Tk'(k)oZk十Q,sa･ks (a,e,e)
ks

(Ⅰ,0,0)

(8) eSM3'70,1' h(Mj,0,1)-,1,1-∑ LTH'(k)afk.Q,saks (I,e,o)
ks

(R,0,e)

(9) dSMj',0' h(Mj,1,0)-,A,1- ∑ xH'(k)aik十Q,sJŝS′aks (I,e,o)
kss,

(R,0,e)

(10) dSMj,1,1' h(Mj,1,1)-,A,1-∑xk'(k)aft.Q,sJŝS′0･k s′ (R,e,e)
kss,

(I,0,0)

1)m -1,･･･,dj
2)A-1,2,3
3)(氏,e)は実数値偶関数を示す.
4)(R,o)は実数値奇関数を示す.
5)(R,e,e)は実数値偶関数でQ偶を示す.(R,0,e)は実数値奇関数でQ偶を示す･
6)(I,e,o)は純虚数値偶関数でQ奇を示す･(Ⅰ,0,0)は純虚数値育関数でQ奇を示す

7)Q偶 (育)は戎)(k十Q)-+(-).T崇)(k)を示す.

8)dSMj,0,2),eSMH,2)は通常の超伝導では現れないので省略した.

表 7.4:WHFBにおける G｡の既約表現の基底
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第8章 正方格子上の2次元拡張Hubbard模型の

非超伝導状態

第8章では超伝導状態以外の状態を取り扱う･Pとしてはオーダリングベクトルがr点(k-(0,0))
とM点 (k-(7T,7T)-Q)の場合だけを取り扱う.この場合の最も一般的な平均場ハミルトニア

,>は

H- -妄言 (zo'k'ss,aksa k s,'zl'k'ss,ak十Qsa k s,) (811)

の形をしている･aksaLk)S,等の項がない平均場ハミルトニアンをHartree-Fock(H F)ハミル
トニアンといい,それによる近似をHF近似という.zO(k)ss′,zl(k)ss′の選び方によって正常状態,

電荷密度波,スピン密度晩 ボンドオーダー波,電流密度波1,スピン流密度波2等を記述すること

が出来る.いろいろなタイプのzO(k)ss′,zl(k)ss′の形を系統的に決定することがこの章の主要な

課題である.第8章ではGo-PxSxRの既約表現

蛮 rj,FL")-f ･(rj)㊤き(p)㊤Ru,p,U-0,1

e tM… レ)-P(Mj)㊤き(p)㊤Rリ, 〟,U-0,1
(8･2)

より導かれる状態を考察する.各既約表現の固定部分群 (その固定点部分空間が 1次元空間のも

の)3を求める.それよりHFB密度行列の対称性が定まる.その固定部分群に対応する平均場ハミ

ルトニアンHmの標準形と状態を特徴付ける秩序変数 (orderparameter)が定まる.

第8.1節ではこの章全体にわたって使われる一般的な公式を求める.第8.2節ではr点での非磁

性状艶 第8.3節ではM点での非磁性状態,第8.4節ではr点での磁性状態,第8.5節ではM点で

の磁性状態を考察する.それぞれの状態について平均場ハミルトニアンHm,自由エネルギー

FHF,秩序変数の表式を求める.

8.1 一般的諸公式

(8.1)の平均場ハミルトニアンは次のように書き直すことが出来る･

3

H- -∑∑ ∑(.Tô(k)aksJtfs′aks′+tT f (k)ak 十QsJŝS′0･ks′) (8･3)kss'̂-0
ここで雨(k),tTI(k)は(8･1)のzO(k),zl(k)とつぎの関係がある･
1d-deIISitywaveとも呼ばれている.

rid-wavespilldensityとも呼ばれている.
3以後 ｢固定部分群｣をこのような意味で用いる
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3
∑tT.A(k)JsAs,-ZO(k)=̂0
3
∑td(k)JsAs′-Zl(k)入=0

(8･4),(8･5)の両辺にJ三L,Sを掛けててS,S′につき和を取ると,
3
∑x.A(k)JsAs′JT,S-zo(k)ss′JT,S
入=0
3
∑xI(k)JsAs′JT,S-zl(k)ss′JT,S入=0

を得る.ここで

∑(J入JP)ss-
S

2 人-〃 のとき,

0 人≠p のとき

x.A(k)-呈∑zo(k)ss,JsA,sss/

xI(k)-呈∑zl(k)ss,JsA,sss/

の関係を使うと

(8･4)

(8･5)

(8･6)

(8･7)

(8.8)

が得られる.

Hm のエルミート共役をとると

3

(H-)I-∑∑∑〈(xa(k))*atks′(JsAs,)*aks+(x2(k))*aks′(J!S,)*ak十Qs)
kss'̂-0

3

-∑∑∑〈(舶 ))*aks′(JsA,S)aksI(xl(k'Q))*aと+Qs′Jŝ,saks) (8･9)
k ss'̂-0

を得る,ここで0-人のエルミート性(JŝS′)*-OIŝ,Sを使い,第二番目の和∑kのkをk+Qに置き

換えた.Hmのエルミート性より

(x.A(k))*-x.A(k)

(xI(k+Q))辛-勇(k)

を得る･次のようにpナ(k),i-0,1,A-0,1,2,3を定義する･

p.A(k)-去∑ (aksaks,)JŝS′ss/

pI(k)-去∑ (aと十Qsaks,)JsAs′ss/
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命題 8.1.次の等式が成り立つ.

p.A(k)～ -p.A(k)

p壬(k)辛-pナ(k+Q)

言正明.(8.13)を証明する.

pf(k)辛-去∑ (alk十Q,saks,)*(JsAs,)*ss/

-言∑ ((ark+Q)saks,)+)(Jŝ,S)ss/

-去∑(aとS,a(k.Q,S)(JsA,S)ss/
-pf(k+Q)

ここで命題6･1と(JŝS′)*-JsA,Sを使った

命題 8.2.次の等式が成り立つ.

3
(aとsaks′)-∑ JsA,sP.A(k)

=̂0
3

(aLQsaks′)-∑ JsA,sPf(k)=̂0

証明.(8.15)を証明する.(5,5′)-(1,1)-(†言)のとき

(8･15)の左辺 -(akTakT)

(8.15)の右辺 エペ1PO.(k)+J子1P3.(k)

-去((akTak.)+(akiakl))+去((akTak↑ト (aklak↓))

-(akTakT)-(8･15)の左辺

同様に(S,S')-(1,2)-(I,i)のとき

(8･15)の左辺-(akTak↓)

(8.15)の右辺 - J去1PA(k)+J221PZ(k)

=1×土
2((akTakl)+(aklakT))･ix去(-i(aLakl)･i(akia･k.))

(8･15)

(8･16)

(8･17)

-(akTak↓)-(8･15)の左辺

(5,8′)-(2,2),(2,1)の場合も同様に証明できる.また(8･16)も同様に証明できる･ ■

HmはLo-L(el,e2)の部分群Ll-L(el+C2,el-C2)に対して不変である･そのとき次の命
題が成り立つ.

- 268 -



物性理論における群論的分岐理論入門 (その2)

命題 8.3.HmがLlに対して不変であれば′任意のS,S′に対して

(aksak′S′)≠0

が成り立つのは

k=k/ または

k-k'土Q

(8･18)

(8･19)

の場合だけである･すなわち(aとsaks′),(ark.Q)saks′),(aksa(k+Q)S′)の型以外の密度行列成分
はゼロである.

証明.

HmはLlに対して不変である.したがって定理6･3よりT(el+C2),T(e1-C2)∈Llに対して

((T(el+e2)･aとS)(T(el+C2)･ak′S′))-((e~i(kl'k2)aとS)(el(ki'k,2)ak′S′)
-eqki-kl+k;-k2)(aとsak′S′)-(aとsak′S′)

((T(e1-C2)･aks)(T(e1-e2)･ak′S′))- ((e~i(kl-k2)aとS)(ei(k'rk;)ak′S′)

-eqk'1-kl-k;+k2)(aTksak,S,)-(alksak,S,)

が成り立つ.これより

k'1-kl+k;-k2-27Tnl

k'1-kl- k'2+k2-27Tnl

を得る.ここでnl,n2は整数である.したがって

k'1-k1-7T(nl+n2)

k;-k2-7T(nl-n2)

を得る.したがって

k=k/または

k-k′士Q

となる.ここでkとk+(27Tml,27T･m2)(m1,m2は整数)との同値性を使った.

以下の便宜のため若干の記号を導入しておく.

wo(k,k')-2(たS,k'sIVlks,k'Sト (ks,k′sIVlk'S,ks)

wQ(k,k')-2(良+Qs,k′sIVlks,k'+Qs)-(k+Qs,k′sIVlk′+Qs,ks)

yo(k,k')ニ ー(ks,k′sIVIk'S,ks)

yQ(k,k′)ニー(k+Qs,kls)vJk'+Qs,ks)
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WO(k,k′)を(7.7)を使って書き直すと

wo(k,k')-2(ks,k/sIVlks,k'Sト (ks,k'sI町k'S,ks)

-孟〈U十4V+2J7(k-k,))一 志〈U十2VT(k-k,)+4J)

-去(U+8V-4J･2(2J-V)7(k-k'))

を得る.ここで7(k-k')を次の様に変形する･

(8･25)

7(k-k′)-cos(k1-k'l)+cos(k2一銭)

-cosklCOSk'l+sinklSink'1+cosk2COS境+sink2Sinkら

-;(coskl･cosk2)(cosh,1Icosh;)

･去(cosk1-COSk2)(cos紅 cosk;)

+sinklSinkll+sink2Sink;

-去7(k)7(k,)+去n(k)･nP )+sinklSink/1Isink2Sinkら (8･26)

ここで

r7(k)-coskl-COSk2

である･(8･25)と(8･26)を使うと

5

wo(k,k')-∑ wP(k,k/)
i=1

と表される.ここで

wlO(k,k') -(1/N)(U+8V14J)
W20(k,k′) - -(1/N)(V12J)7(k)7(k′)

W30(k,k′) ニー(1/N)(V-2J)rn(k),q(k')

W40(k,k') -(2/N)(V-2J)sinkllSink'l

w50(k,k') -(2/N)(V:2J)sink2Sink;

-ヽ1｢

ノ

ロ)
Q)
0)

AI
A1
cq-

h]3
軌

(8･27)

(8･30)

上式の右のAlg,Blg,Euの記号はWt(k,k')がkまたはk′の関数としてD4hの既約表現A19,BID,Eu

に属することを示す.同様にしてWQ(k,k′),YO(k,k'),YQ(k,k')ち

5

wQ(k,k/)-∑ wig(k,k/)
i=l

5

y｡(k,k')-∑ YP(k,k')
i=l
5

yQ(k,k')-∑YtQ(k,k')t=1
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と分解される.ここで

wIQ(k,k′) -(1/N)(U-8V+4J)
W,Q(k,k/) ニー(1/N)(V12J)7(k)7(k')

W3Q(k,k′) ニ ー(1/N)(V-2J)7(k)り(k′)

W4Q(k,k') -(2/N)(V-2J)sinklSink'I

wSQ(k,k') -(2/N)(V-2J)sink2Sink;

YIO(k,k') --(1/N)(U+4J)
Y20(k,k′) ニー(1/N)V7(k)7(k')

Y30(k,k') --(1/N)VT7(k)77(k')

Y40(k,k') - -(2/N)VsinklSink'l

Y50(k,k') --(2/N)Vsink2Sink'2

yIQ(k,k′) ニー(1/N)(U-4J)

Y,Q(k,k') --(1/N)VT(k)T(k')

Y3Q(k,k') - -(1/N)Vn(k)n(k′)

Y4Q(k,k') --(2/N)VsinklSink'I

ySQ(k,k') - -(2/N)Vsink2Sink'2

･･Alg

･･Alg

･･Blg

- ･Eu

･･･Eu

ヽ
〉

ノ

CT)

0
)

g

AI

AI
cq-

私

見

l

ー
-
ノ

鶴

鶴

恥

軌

軌

と既約分解される.

自由エネルギー FHF,SCF条件の表式を導くために有用な次の命題を証明する

命題 8.4.次の等式が成り立つ.

去∑∑ [k･qs,k,llVlks,,k,･ql,]JsA,sJlTlss/ll/

(8.37)

I,k′†IVlk†,k′+q†)-(k+qT,k/†lVl,k′+qT,k†), A-p-0のとき

I,k′†fVf,k'+q†,k†), 入-p-1,2,3のとき

人≠FLのとき

(8･38)

証明.まず 入-FL-0の場合を考える.J?1-g202-1,C,冒2-6201-0であるので

喜∑∑ [k+qs,k'lIVIks',k'+q咽 sJ?,lss/ll/
1

2([k+qT,k'TlVlkT,k'･qT]+[k+qT,k'lIV困 ,k'･qH

(8･39)

･[k･qi,k'TlVlki,k'･qT]+[k+ql,k'iFVIkl,k'･qH 〉
-2(k+qT,k′†lVlk†,k'+q†ト (k+q†,k/TfVlk′+qT,k†) (8･40)
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A-〟-1の場合

去∑∑ [k+qs,k/IIVlks',k'･ql']Jsl,sJLl,Iss/ll/
-去〈lk･qT,k'TIVlkl,k′+ql]+[k+qT,k'ilVW ,k,+qT]

･[k･ql,k'TLVLkT,k/･ql]+[k･ql,k'IFVlkT,k'･qT])

- -(k+qT,k'TJVIk'+q†,k日

を得る.A-f1-2,3の場合についても同様な式を証明できる･入-0,〟-1の場合

喜∑ ∑ [k+qs,k/IIVLks',k'･ql']JS,sJll,I
ss/ll/

-去〈[k.q†,k/TIVLkT,k'･ql]+[k+qT,k'llVlkT,k'+qT]

･[k･ql,k'TlV困 ,k'･ql]+[k･ql,k'llVlkl,k'･qT])
=0

を得る.他の人≠〃の場合も同様の関係式を証明できる.

x.A(k)iまSCF条件(6185)をaksaks′の係数に適用すると
3
∑tTô(k)JsAs′-(-2t7(kト p)6ss′+∑ ∑ lks,k'lIVlks',k'l'](ak′lak,l′)kO k'll'

3

-(-217(kト p)ass,+∑ ∑ ∑ [ks,k'lLVIks',k'l']Jl)lP.A(k')
k'll'A-0

を得る･ここで命題8･2を使った･(8･43)の両辺に圭Je,Sを掛けてss′につき和を取ると

主立∑x.̂'k'JsAs′JS,S-去∑ (-2LT(k'-p)6ss,Je,S=̂Oss/ ss/3
･去∑∑∑∑lks,k'llVIks/,k'l']62′sJl)lPoA(k')
k'ssr Ill A-0

を得る.命題8.4を使うと

xS(k)--2朽(kト FL

･∑〈2(kT,k'TIV困 ,k/Tト (kT,k'TLVlk'T,kT))pB(k')
た′

を得る･同様に(8･43)の両辺に去JT,S(p≠o)を掛けてss/につき和を取ると

x.p(k)- ∑ ( -(k T , k / †lVIk ' T , k T )〉pbL(k'), p≠0のときk'
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を得る..T.A(k)と同様な方法で,可(k)に対する次のSCF条件を得る･

tTY(k)-∑〈2(k+Q†,k'Tl打 た†,k'+QT)
k'

-(k･QT,k'TlVlk'･QT,kT))pY(k/)

･TF;(k)-∑(-(k+Q†,k'†lVIk'+QT,kT))pill(k'), FL≠0のとき
k'

(8,24),(8･28),(8･31)の記号を使い(8.45),(8.46),(8.47)をまとめて次のSCF条件を得る･

5

項 k)ニ ー217(kト FL+∑ ∑ wiO(k,k')p呂(k/)
k'i-1

5

tTbL(k)-∑ ∑ YiO(k,k')pG(k'), 〃≠0のとき
k′i-1
5

x?(k)-∑ ∑ wiQ(k,k')pY(k'+Q)
k'i-1
5

LTT(k)-∑∑ YiQ(k,k/)pg(k'+Q), 〃≠0のとき
k′I-1

(8.47)

(8･48)

自由エネルギーFHFは一般的表式(6･64)をHubbard模型 (7･6)に適用し,命題8･3を考慮すると

FHF-∑ 2(12tT(kト p)pS(k)
k

十 三∑ ∑ ∑ [ks,k'lIV～ ,k/I/](atksO,ks′)(ak′lak,i,)
kk'ss' ll'

･去∑∑∑[k･Qs,k'lIVIks',k'･Ql'](aと十Qsaks,)(aと,lab,.Ql′)
kk'ss' Ill

十吉写 (fjlogfj･'1-I,･'log(1-fi月

を得る.ここで

fj-(i+ePE,)-1

であり,Ejは平均場ハミルトニアン(8･3)の固有値である･

(8･49)の第2項と第3項は命題8･2,命題8･4を使うと次のように書ける･
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(8.49)の第2項 +第3項
3 3

-去∑∑∑lks,k,IlV困 k,I,](∑ JsA,sP.A(k))(∑ JIF,LIPG(k,))
kk'ss' ll' kO I1-03 3

･喜∑∑∑[k+Qs,k,IIVlks,,k'･Ql,](∑ Jŝ,sPi(k))(∑ JlTlPT(k,･Q))
kk'ss' ll' -̂0 l1-0

3

-去∑ ∑
kk'A,JJ-13

･去∑ ∑
kk'A,lJ-1

(妄言 lks,k,岬 ･ks,,k,咽 ,SJIF:l)pox(k,a(k,)

〈写 妄 lk･Qs,k,岬 ･ks,,k,･Ql,]JsA,sJlTl)pI(k,榊 ′+Q)
5 3 5

-∑ ∑ wiO(k,k')p3(k)pg(k')+∑ ∑ ∑ YiO(k,k')POA(k)pob(k')
kk'i-1 kk/k li-1
5 3 5

+∑ ∑ wiQ(k,k')pT(k)p?(k′+Q)+∑ ∑ ∑ YiQ(k,k')pI(k)pi(k′+Q)(8･51)
kk'i-I kk'k li-I

ここで3番目の等号は命題8･4と(8･24)の定義を使った.従って自由エネルギーFIiFは次のよう

にまとめられる.

FHF-∑ 2(-2tT(k)-〟)pB(k)
k
5 3 5

+∑ ∑ wP(k,k')p呂(k)pB(k')+∑∑ ∑ YiO(k,k')pô(k)POA(k/)
kk'i-1 kk'A-1i-1
5 35
+∑∑wig(k,k')pY(k)p?(k'+Q)+∑∑∑ YtQ(k,k')pi(k)pf(k'+Q)
kk′i-1 kk′入-1i-1

･吉∑ (fj.Ogfj･(ト fj)log(1-fJ･)))

(8･52)

各状態の物理的な性格を図形的に把握するために,次のような局所的秩序変数(localorderparam-

eter)を定義する.

d(n)-∑(aLsans)
S

p(n)p-∑(aLsan.eps)
S

S (̂n)-三∑(ahso･n.;)JLtS′ss/

tA(n)p - 芸 ∑ (aLsan.eps,)Jstq,.→L</
ここで最後の2式で入-1,2,3である

格子点 nにおける電子密度

格子点 nとn+e〃におけるボンドオーダー

格子点 nにおけるスピン密度

格子点 れとn+elLにおけるスピンボンドオーダー
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これらの局所的秩序変数をpl(k)(I-1,2,p-0,1,2,3)で表そう･Fourier逆変換(7･4)を使
うと

･aLsans,,-去((妄 exp(-ik In ,aとS,(宕exp(ik,･n,ak′S′))

-妄∑exp(-i(k-k/)･n)(aとsak′S′)
kk'

-妄∑(aksaks′)+去∑exp(-iQ･n)(aと+Qsaks,)
k k

3 1 3
-妄∑∑JsA,sP.A(k)+万exP(-iQ.n)∑∑JsA,sPf(k)
k A-0 k -̂0

を得る.同様にして

3
(aLsan十eps,)-妄∑∑exp(ik･ep)Jŝ,sP.A(k)

た r＼-O

1 3
十万exp(-iQ･n)∑∑exp(ik･e〃)JsA,sPf(k)

k -̂0

(8･54),(8･55)より

d(-)-孟∑ pB(k)+孟exp(-iQ･-)∑ p?(k)
k k

2
p(n)p-孟∑exp(ikInp)pB(k)･万exP(-iQ･n)∑exp(ik･ep)pY(k)

k k
1

sA(n)-妄 ∑ pô(k)･万exP(-iQ･n)∑ pI(k)一 ≠O
k k

1

tA(n)p - 妄∑exp(ik･n〃)p.A(k)十万exP(-iQ･n)∑ exp(ik･ep)pf(k),樟 O
k k

を得る.

(8.52),(8･56)等のk,k′についての和を求めるときに便利な公式を挙げておく･

(8･54)

(8･55)

(8･56)

命題 8･5･ある任意の点群Poを考える･ftr(k),I,Y(k)をそれぞれ点群Poの同値でない既約表現
FL,I/のi,j番目の基底関数とする.そのとき

∑fF(k)I,Y(k)+-0
k

が成り立つ.

証明.任意のp∈Poに対して

p･fF(k)≡fF(p-1･k)-∑ DIF,Li(p)fly(k)
i/

p･I,y(k)≡I,Y(p-1･k)-∑D,V,i(p)I,Y,(k)
)/
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が成り立つ.ここでDP,DuはPoの既約表現FL,l/の表現行列である.任意のp∈Poに対して

∑ ftP(k)I,Y(k)'-∑fF(p-1･k')I,Y(p-1･k/)～
k k'

-∑ ∑ DtCi(p)D,Y,i(p)*fty(k')I,Y,(k')*
k′i'3′

(8･59)

が成り立つ･ここでk′-p･kと置いた･(8･59)のpをPoの全ての元にわたって加えてfPoJで
割ると

∑fF(k)I,Y(k)～- ∑Tk T∑ 舶 p)D,Y,i(p)*∑ fF(k/)碑 )*7 _I/_I/ Tl tIk i'j′■ U'p∈P｡

を得る.定理3.3(その1のp.540)より,FL≠Uのとき

1

｢膏;｢∑ DtTi(p)D,Y,i(p)*-0
p∈P｡

が得られる.従って(8.60)の左辺はゼロになる

(8･60)

8.2 r点非磁性状態

この節ではオーダリングベクトルがr点‥k-(0,0)の非磁性状態を考える.対応するG｡の既
約表現は 甜 j･0")(U-0,1)である.この既約表現に属する平均場ハミルトニアンHmは表 7.4

(p.265)の(1),(2)の場合に該当し

H--∑ 離 )〈akTakT+aklak↓)
k

の型に書ける.Hmtま蛮rj･0")に属するのでL｡-L(el,C2),Sに対して不変である.

Hmが Loに不変なとき,次の命題が成立する.

命題 8.6.HmがLoに対して不変であれば任意のS,S′およびk,k′(k≠k′)に対して

(aksak′S′)-0

が成り立つ.

(8･62)

(8･63)

証明.T(n)∈Lo(n≠0)の作用に対してHmは不変であるので,定理6.3(p.228)より任意のS,S′

および k,k′(k≠k')に対して

(aとsak′S′)-((T(n)Aaks)(T(n)･ak′S,))
-((exp(-ik･n)aks)(exp(ik′･n)ak′S′))
-exp〈i(k′-k)In)(aksak′S′)

が成り立つ･exp(i(k′-k)･n)≠1であるので

くaksak′S′)-0

を得る.
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S不変な状態に対して次の命題が成立する.

命題 8.7.HmがS不変であれば任意のk,k′に対して

(akTak′↑)-(arklak,i)

(akTak,i)-(aklak,.)-0

証明.Hm はスピンのy軸の周りの7T回転u2y-tL･(e2,7T)すなわち

u2y=u(e2,7T)-

に対して不変である.したがって定理6.3より

(akTak,,)-((u2y･aL)(u2yIak,I))-(aklak,i)

を得る.またHmはスピンのZ軸の周りの7T回転u2Z-u(e3,7T),すなわち

u2Z=u(e3,7T)-
(

隅

"Ⅳl111nunU･よ
.･‖･.∫一
〇

に対して不変である.したがって定理6.3より

(atk,ak,i)-((u2Z.atkT)(u2Z･ak,i))
-((-iak↑)(i*ak,↓))

ニー(akTak,i)

とな｡,鯨 ak,i)-0を得る･同様にして

(aと↓ak,T)-0

を得る.

命題8･6,命題8･7よりplA(k)の中でゼロでないのはpB(k)だけで,

pS(k)-(akTak↑)-(aklak↓)

となる.(8.48)よりSCF条件は

xS(k)--2tT(k)-/i+∑wo(k,k')pE(k')
k'

となる.(8･62)のHmの形より

pB(k)-(a･Lak,)-(aklak↓)-
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を得る･これと(8.52)より自由エネルギーFHFは

5
FHF-∑ 2(-2tT(k)-〟)pS(k)+∑∑wo(k,k')p呂(k)pS(k′)
k kk'i-1

塞 くf'k'logf'k'･(11f'k｡log(1-f'k')
で与えられる･第3項の舌の2はスピンの†,1両方の寄与を意味する･

局所的秩序変数のS入(n),L入(n)p(入≠0)はゼロになりd(n),p(n)pは次式で与えられる

d(n)-孟∑pB(k)
k

p(n)1-孟∑(coskl･isinkl)pB(k)
k

p(n)2-孟∑(cosk2･isink2)p呂(k)
k

(8.72)

(8･73)

で与えられる.

(8.70),(8.28),(8.29),(8･30)命題7･1を考慮すると平均場ハミルトニアンHmはD4hの既約表

現Alg,BID,Euの成分のみ存在することがわかる･表7･4よりW10,W20からは表7･4の(1)の場合

に該当し,etrAlg,0,0)に属する鶴 が,W30からは表7.4の(1)の場合に該当し,琉rBlg,0,0)に属す

るHmの成分が,W40,W50からは表7.4の(2)の場合に該当し,蛮rEu,0,1)に属するHmの成分が導

かれる.甜 Eu,0,1)に属するH,nの成分を持つ解は i -0の場合の以外には存在しないことが示さ

れるので23),ここでは取り上げない.この節では甜Alg,0,0)と甜Blg,0,0)の場合を考察する.

8.2 .1 甜 A lg･0,0)

ここでH,nがG.の恒等表現琉rAlg,0,0)に属すると仮定する.したがってHmの固定部分群は

G(IIAlg,0,0)-PxSxR-Go

で与えられる.H,nがLo,Sに対して不変であるので命題8.6,命題8.7より

pl̂(k)(i-0,1,A-0,1,2,3)でゼロでないのはpB(k)だけであり

poo(k)-(akTa･kT)-(aklak↓)

(8･74)

(8･75)

が成り立つ.また命題8.1(p.268)によりpB(k)は実関数である.HmがD4hに対して不変であるの

で,定理6.3により任意のp∈D4hに対して

pB(p･k )- (aEp.k,Ta(p.k,,)- ((p･ak T)(p･a k T))- (akTak ↑)- PS( k ) (8･76)
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が成り立つ･したがってpB(k)はD4hに対して不変な関数,すなわちD4hのA19表現に属する事

がわかる･ll(k),(sinkl,Sink2)はD4hのBlg,Eu表現に属するので,命題8･5より

∑7(k)pS(k)-∑ (cosk1- COSk2)pS(k)-0
k k

∑sinklPS(k)-0
k

∑ sink2P呂(k)-0
k

が成り立つ.(8.77)の第1式より

∑ cosklPS(k)-∑ cosk2PE(k)
k k

が成り立つ･SCF条件(8･48)と(8･77)より(8･62)のxB(k)は

tTS(k)- -2tT(kト FL+∑ WIO(k,k')pS(k')+∑W20(k,k')pS(k')
k' k'

--2tT(k)-p･(U･8V-4J);∑ pS(k')
k'

･〈-(V-2J))7(k);∑7(k,)pS(k,)
k'

-a7(k)-ii

ここで実数a,bは

a--2t-(V-2J);∑7(k)pS(k)
k

p-〟-(U･8V-4J);∑pB(k)k
で与えられる.これより平均場ハミルトニアンは

Hm -∑(aT(kト P)aksaks≡HSt
ks

で与えられる.HSLがG｡の恒等表現蛮 rA19,0,0)に属することは容易に確かめられる

(8･81)の‰ の形と(8･71)より

pB(k)
1+exp〈β(aT(k)-P))

孟∑p8(k)-ne-サイトあたりの電子数
k

-279 -
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が成り立つように定められる.

Hartree-Fock自由エネルギー FHF,電荷密度 d(n),ボンドオーダーp(n)1,P(n)2は命題 8.5,

(8･72),(8･73),(8･78)より
2

FHF-2∑ ((-2iT(kト p)pg(k))十∑ ∑ wiO(k,k′)pg(k)pg(k')
k k i-1

･芸妄 {pB'k'logpg'k'+(1-pB'k''log(11PB'k')}

d(n)-孟∑pE(k)
k

p(n)1-P(n)2-孟∑ cosklPg(k)-妄 ∑ 7(k)pB(k)
k k

(8･84)

で与えられる.したがって電荷密度,ボンドオーダーとも位置方向によらず一定である.この様子

を図8.1に示す.この状態は対称性を全く破らない状態で,通常高温側で実現していると考えられ

る正常状態(normalstate)である.

SCF条件を利用して,数値的にa,声を求めるには,通常a,pの初期値 ao,poを仮定し,(8･82)よ

りpB(k)を求め,(8,83)が成り立つように新しいPlを定める.新しいPlとaoとで(8.82)より計

算したpg(k)を(8･80)に代入して新しいalを求める･この過程(ao,Ilo)-(al,Pl)- -･,を逐次

的に繰り返して収束値が得られるまで繰り返す.高温では一般に上記の正常状態にあり,その電子

状態は平均場ハミルトニアンHSiで記述される･
温度を下げていくと,HSLで記述される状態が不安定になり対称性が破れた状態に転移して行く.

平均場ハミルトニアンHm は鶴 に対称性を破ったHiLが加わりHm -鳩 十鶴 の型になる.

鶴 の属する空間が第4章で述べたkerLに対応する.ⅠくerLはGoのHFBハミルトニアン空間

WHFBにおける既約表現空間になる.Sattingerの定理より自由エネルギーの極値を与えるHm の

対称性(固定部分群)は鶴 の対称性 (固定部分群)で定まる.この固定部分群はHrlnが属するGo

の既約表現が定まれば群論的に定まり,模型の詳細にはよらない.

8.2.2 (ラo(rB19,0,0)

平均場ハミルトニアンHmがHSLに甜 Blg･0,0)に属するHLを加えた

Hm-H監+鶴 (8･85)

で与えられる状態を考える･既約表現do(rBlg･0,0)は 1次元表現であり,その基底をhとすると

T(n)∈Lo,p∈D2h,P'∈C4+zD2h,u(n,0)∈S,r∈Rに対して

T(n)･h-h

p･h-h

p'.hニーh

u(n,0)･h-h･
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r･h=h

が成り立つ.従って既約表現do(rB19,0,0)の固定部分群とその固定点部分空間は

G(rBlg,0,0)-D2hLoSR

Fix(G(IIBlg,0,0))-(h)
(8.87)

で与えられる･HmはG(IIBlg,0,0)に不変であり,これはG(rAlg,0,0)の場合と同様にLoSRを

含むのでplA(k)でゼロでないのはpg(k)だけである･a(rAlg,0,0)の場合との違いはHmがD4h

不変ではなく,D2h不変であることである･従ってpS(k)はD2hのAgに属する･表8･1に見られ

D加 E C2z C2y C2.T I IC2z IC2y IC2x 基底
A9 1 1 1 1 1 1 1 1 coskl+COSk2,COSk1-COSk2

Big l l -1 -1 1 1 -1 -1 sirlklSink2

B29 1 -l l -l l -1 +1 -1 sinklSink3
B39 1 -1 -1 1 1 -1 -l l sink2pSink3
Au 1 1 1 1 -I -1 -1 -1 sinklSink2Sink3

Blu l l -1 -1 -1 -1 1 1 sinks

B2u 1 -l l -1 -l l -l l sink2

B3u 1 -1 -l l -1 1 1 -1 sinkl

表 8.1:D2hの既約表現の指標

るように様にrl(k),sinkl,Sink2はD2hのAg,B3u,B2uに属するので命題8･5より

∑ sinklPS(k)-0
k

∑ sink2P呂(k)-0
k

が成り立つ･また77(k)とpB(k)は同じAgに属するので,一般的には

∑ n(k)pB(k)≠0
k

である.

(8.48)より.TB(k)は

3
･TS(k)--2LT(k)-p+∑∑wiOpS(k)

k'i-1

-aT(k)+bTl(k)-P

で与えられる.ここで

a--2L-(V-2J)妄∑7(k)pB(k)Ll,

b- -(V-2J)妄∑･n(k)pB(k)k
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図 8･1:a(rA19,0,0)状態の電荷密度とボ
ンドオーダー

図 8･2‥a(rBlg,0,0)状態の電荷密度とボ
ンドオーダー

p -p-(U･8V-4J);∑pB(k)k
このようにして平均場ハミルトニアン‰ を得る.

Hm -鶴 +鶴

HEL-∑ (a7(k)-P)aとsaks
ks

鶴-∑ an(k)aksaks
ks

(8･92)

鶴 が既約表現甜 Blg･0,0)に属することは容易に確かめられる.これに対応する状態をG(rBlg,0,0)
状態と呼ぼう.

(8･72),(8･73)よりFHF,d(n),p(n)1,P(n)2は次式で与えられる.

3

FHF-2∑ ((-2tT(kト p)pS(k)+∑ ∑ wiO(k,k')p呂(k)po(k′)
k ki-l

･芸宕 {pS'k'logpS'k'+(1IPS'k')log(1-pS'k',}

d(n)-孟∑ pS(k)
k

p(n)1-妄∑ (7(k)･n(k))pB(k)
k

p(n)2-妄∑ (7(k)--n(k))pS(k)≠p(n)1
k

(8･93)

図8.2(p.282)にこの状態の電荷密度,ボンドオーダーのパターンを示す.このパターンが元の回

転対称性D4h-D2h+C4+zD2hのうちD2h-(E,C2Z,C23"C2y)×CIの対称性を保存し,

C4+zD2h-(C4+Z,C4+zc2Z,C4'zc2y,C4+zI,C4+zc2zI,C4+zc2yI)

-(C4+I,C4lz,C2a,C2b,C.+zI,C4lzI,C2aI,C2bI)
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の対称性を破っていることに注意されたい.この状態をボンドオーダーの対称性が破れたという

意味でボンドオーダー波‥BOW (bondorderwave)と呼ぶ.この状態は並進,スピン回転,グロー

バルゲージ変換,時間反転の対称性は保存され,対称性の破れは空間回転D4hのみが破られD2h

となり,図式的に
D4hLoSR

eSrBlg,0,0)

D2hLoSR

と書くことが出来る

8.3 M点非磁性状態

この節ではオーダリングベクトルkがM点すなわちk-Q-(7T,7r)の場合の非磁性状態を考察す

る.19,23)この場合の平均場ハミルトニアンは正常状態のハミルトニアンHSLに豆とMj,0,〟)(U-1,0)
に属する鶴 が加わる.平均場ハミルトニアンは表7.4の(7),(8)の場合に該当して

H,a -HSl+鶴

HSt-∑ xB(k)aとsaks
ks

鶴-∑x?(k)a吉k.Q)saks
ks

(8･95)

で与えられる･Hm はSに対して不変であるので命題817より,p.A(k),pf(k)でゼロでないのは

poo(k),p?(k)の場合だけである･SCF条件 (8148)をこの場合に適応すると
5

xE(k)--2iT(kト p+∑∑wP(k,k')pS(k/)
k'i-I

5

xY(k)-∑ ∑ wiQ(k,k')p?(k'+Q)
k'i-1

ここで次の等式を証明しておく.

xoo(k+Q)-一端(k)-2ii

(8･96)

(8･97)

(8.97)の証明.

(8.96),(8.29),(8.30)より

5
xB(k)-12tT(kト p十∑ wl0(k,k')po(k')+∑∑wiO(k,k')po(k') (8･98)

k' k'i-2
5

xB(k+Q)-2LT(k)-p+∑ wl0(k,k')p3(kト ∑ ∑ wiO(k,k')pS(k') (8199)
k' k'i-2

(8･98)+(8･99)より

を得る

xB(k)十戒(k+Q)- -2p+2∑ wl0(k,k')pB(k')--2P (8･100)
k'

1
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(8.95)の平均場ハミルトニアン‰ は次の様に書ける.

H--宕';(aks,afk･Q)S,(盈 誤 読)(a(ka.k;)S)
ここで ∑ ′は第1ブリルアン･ゾーンの半分
k

BZl-〈kHkx+kyf≦7T)

(8･101)

(8･102)

での和を意味する･(8･97)を使うとHmは次のように2×2のユニタリー行列U(k)によって対角

化される.

Hm - ∑′∑Aとsx(k)Aks
k s

-∑I∑ AとsU(k)UT(k)X(k)U(k)U†(k)Aks
k s

-∑ ′∑ αとsE(k)αks
k s

-∑ ′∑ (El(k)aksαksIE2(k)Pksβks)
k s

Aks-(aks,a吉k.Q)S)

X(k)

E(k)

Eo(k)-

U(k)-
(

xB(k) (xY(k))*

x?(k) 胡(k十Q)

-Eo(k)-P 0

O Eo(k)-P

(xB(k)+声)2+明(k)l2

uk -V左
Vk uk

)≡(Elik' E,7k,)

･ks-(αTks,Pis,-AksU(k,-(aks,aft+Q)S,(:kk 譜 )
uk

xB(k)+P

十l′ll.ヽ
l
一2
r
L
α.t+e二た"〟

-〟
.
十円■ー■Ju
良(0
0Pti
Eo(k)

l一21
1
)

ここで

ここでeiαは胡(k)-eialx?(k)Lの位相因子であり,uk,Vkは次式を満足する･

uZ,+匝kl2-1

u2k一座r2 -

ukVk =

xB(k)+P
Eo(k)

.増(k)

2Eo(k)

-284-

(8･103)

(8･104)

(8･105)



物性理論における群論的分岐理論入門 (その2)

(8･103)より

(αとSαks)-(1+eβトEo(k)-p))~l≡fl(k)

(砿βks)-tl+eβ(Eo(k)-p))~1≡f2(k)

(αとspks)-0

(pksαks)-0
を得る. (8.104)より

･aks,afk十Q )S,-Aと S-αとsUf( k,- (αとS,phs, ( _uvkk :kk )
これより

aとS-u巌 了 VkPks

a言k十Q)S-鴫αtks'ukPks

を得る.(8･106)と(8･108)より

pS(k)≡(aksaks)-u2kfl(k)+lvkl2f2(k)

pS(k+Q)-(afk.Q)sa(k十Q)S)-lvkl2fl(k)+uU2(k)

pY(k)≡(afk十Q)saks)-ukVk(fl(k)J2(k))

p?(k+Q)≡(aとsa(k+Q)S)-ukVk(fl(k)-f2(k))

(8･106)

(8.107)

(8.108)

(8･109)

を得る.

(8.52),(8.56)より系の自由エネルギー FHF,電荷密度 d(n),ボンドオーダーp(n)1,P(n)2の次

の表式を得る.

5
FHF-2∑仁2tT(kト p)ps(k)+∑∑wiO(k,k')pB(k)pB(k/)k kk'i-I

5
+∑∑wig(k,k')p?(k)p?(k'+Q)
kk'i-i

･芸宕′〈fl'k'logfl(k'･f2'k'logf2'k)
･(1Ifl)(k)log(1弓 1(k))I(- f2(k))log(1-f2(k))〉

d(n)-孟∑pS(k)+孟exp(-iQ･n)∑ p?(k)
k k

2
p(n)p-孟∑eikppO.(k)+万exP(-iQ･n)∑ eikpp?(k)

k k

(8.110)

ここで〃-1,2である.

表7.4を考慮すると,(8.32)よりWIQからは定数の.増(k)が得られ,これは偶関数でQ偶である
ので,表7.4の(7)の場合に該当し,eとMAlg･0･0)が得られる.
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W2Qからは.T?(k)がcT(k)(Cは定数)となり,これは偶関数でQ奇であるので表7･4の(8)の場
合に該当し,eとMAlg,0,1)が得られる.

W3Qからは項 k)としてC,n(k)(Cは定数)が得られ,これは偶関数でQ奇であるので,表7･4の
(8)の場合に該当し,eとMB19,0,1)が得られる.

W4QぉよびW5Qからは可(k)としてcISink." C2Sinkyが得られ,これは奇関数でQ奇であるの
で,表7.4の(7)の場合に該当し,eSMEu,0,0)が出現する.

eTA19,0･1)より導かれる状態は ま -0でなければHF方程式の解が存在しないことが示され

る.23)したがってここではこれを議論しないことにする,以下eSMA19,0,0),68MB19,0,1),eSMEu,0,0)
の場合について考察する.

8.3.1 (ラムMAlg,0,0)

平均場ハミルトニアンHmとしてHStにeSMAlg,0,0)に属する鶴 が加わった

H,n-HSl+Hit

で与えられる状態を考える.

既約表現eSMAlg,0,0)は1次元表現であり,その基底をhとするとp∈D4h,

T(n)∈Ll-L(el+C2,e1-e2),T(-)∈T(el)Ll,tL･(n,0)∈S,r∈Rにたいして

T(n)･h-h

T(m)･h--h

p･h-h

tL･(n,0)･h-h

r･h=h

(8･111)

(8･112)

が成り立つ.すなわち奇数個の単位並進T(el)Llの作用に対してのみ吊ま符号を変える.従って

既約表現do(MAlg･0,0)の固定部分群とその固定点部分空間は

G(MAlg,0,0)-D4hLISR

Fix(a(MAlg,0,0))-(h)
(8･113)

となる.

HmはG(MA19,0,0)に不変であり,Sに不変であるのでpô(k),pI(k)でゼロでないのはpS(k),pY(k)

だけである.命題8.7より

pB(k)-(akTakT)-(aklakl)

pY(k)- (aZk.Q)↑akT)-(aft.Q,lak上)
(8.114)

ここでpB(k),pY(k)の対称性を考察しようIHTnが D!IILに対して不変であるから(8･76)と同様に

して鵡(k)はD4h不変な関数である.また命題8･1より

p(.'(k)I-:(prl'(k+Q))*

-286-

(8･115)



物性理論における群論的分岐理論入門 (その2)

が成り立つ.Hmの時間反転対称性と定理6.3より

pY(k)-(alk十Q)Tak,)

-((i･afk十Q)↑)(iAakT))辛

-((ヰ k_Q,i)トa(-k"))辛

-(aLk+Q)↓Ol(_k,i)*
-pY(-k)'

が得られ,Hmの空間反転対称性から

pY(k)-pY(-k)

が得られる.(8.115),(8･116),(8･117)および H,nのD4h対称性からpY(k)は

pY(k+Q)-p?(k)

を満たすD4h対称性を持つ実関数であることが分かる.(8.118)より

∑ T(k)p?(k+Q)-∑′(7(k)pY(k+Q)+7(k+Q)p?(k))
k k

- ∑′(7(k)pY(k)17(k)pY(k))-0
k

(8.116)

(8･117)

(8.118)

(8･119)

ここで7(k+Q)ニー7(k)を使った.以上のpB(k),pY(k)の対称性を使うとSCF条件(8･96)より
2

･TS(k)--2tT(k)-p+∑∑wP(k,k')pg(k')
k'i-1

-aT(k)-ji

x?(k)-∑wIQ(k,k')p?(k'+Q)
k'

=b

を得る.ここで実数a,吊ま次のSCF条件で定まる.

0,--2t-((V-2J)/N)∑7(k)pS(k)
k

bニ ー〈(8V-U-4J)/N)∑ pY(k十Q)
k

したがって平均場ハミルトニアンは次式の様になる.

II,a-鶴+鶴
H,lh-∑ (all(k)-rL)a,i.べaks
ks

鶴 -b∑ ulk.Q,sa･ks
ll.､ヾ
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(8.119)およびpB(k),p?(k)の対称性を使うと(8･110)より

2
FHF-2∑ト2tT(kト p)p呂(k)+∑∑wiO(k,k')pB(k)pS(k')

k kk′I-l

+∑WIQ(k,k')pY(k)pY(k')
kk'

･芸妄′{fl'k)logfl'k)+f2'k'logf2'k)
+(I-fl(k))log(1-fl(k))+(1-f2(k))log(1-f2(k)))

d(n)-孟∑ ps(k)I
k

(2eiQ･n)
N ∑ pY(k)
k

p(n)1-P(n)2-妄∑7(k)pS(k)
k

を得る･ここでpY(k+Q)-pT(k)より成り立つ

∑ eikppT(k)-∑′〈e布 p?(k)+ei(kp十N)pY(k+Q))
k k

-∑′eikp〈p?(k)-pY(k+Q)チ-0
k

(8.124)

(8.125)

(8.126)

を使った･このようにボンドオーダーp(n)I,P(n)2は実数

で一様かつ等方的である･一方電荷密度d(n)は大きさが交

替するパターンになる.この様子を図8.3に示す.電荷密度

のパターンがG(MA19,0,0)に不変であることに注意され

たい.この状態を電荷密度波‥CDW (chargedensitywave)

と呼ぶ.図式的に書くと並進対称性Lo-L(el,C2)のみが

被られ,より低い並進対称性Ll -L(el+C2,el-C2)を持
つ状態になる.図式的に

D4hLoSR
eEMA1g･0,0)

図 8･3‥a(MAlg,0,0)状態の電荷密 と書くことが出来る･
度とボンドオーダー.0の大小は電
荷密度の大小を示す.

8.3.2 (ラ8MB19,0･l)

平均場ハミルトニアンHm にeとMBlg,0･0)に属する鶴 が加わった

I/" II::,iII,),,
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で与えられる状態を考える.既約表現 eとMB19,0,1)は1次元表現であり,その基底をhとすると

p∈D2h,P'∈C4+zD2h,T(n)∈Ll,T(m)∈T(el)Ll,tL,(n,0)∈S,6∈申,i∈Rにたいして

T(n)･h-h

T(m)･h--h

p･h-h

p'･h--h

u(n,0)･h-h

¢･h-h

t･hニ ーh

(8･128)

が成り立つ･ 侶 まT(el),C4+Z,Lに対して符号をかえるが,そのうちの二つを結合した

C4'zT(el),tT(el)の作用に対して不変である･従って既約表現 do(MBlg,0,0)の固定部分群とその固

定点部分空間は

G(MB19,0,0)-〈E+tT(el)HE+C4+zT(el))D2hLIS申

Fix(G(MBlg,0,0))-(h)
(8･129)

となるIHmはG(MBlg,0,1)に対して不変であるIHm のS不変性より,(8･114)が成り立つ･Hm

の固定部分群G(MBlg,0,1)の構造より,定理6･3を使ってpO.(k),p?(k)の対称性を定めよう･Hm

のC4+zT(el)不変性より

pS(k)-(akTakT)-((C4'zT(el)･aL)(C4'zT(el)･akT))

-((e~ik'elafc4･Z.k,↑)(eik'ela(C4･Z.k,↑))

- (afc4･Z.k)Ta(C4･Z･k)↑)-PS(C4'zk) (8.130)

を得る･これとpB(k)のD2h不変性を考慮するとpB(k)はD4h不変な関数であることが分かる

またHm のtT(el)不変性より

p?(k)-(aft.Q)Tak,)-((lT(el)･afk.Q)↑)(LT(el)AakT))*

-(e~iQ'el(-aLk十Q)↓)(-a_k↓))*

ニ ー(aLk.Q)↓a-k↓)*

--pY(-k)～ (8･131)

を得る･I∈D2h不変性よりpY(-k)-p?(k)が成り立つのでpY(k)は純虚数関数となる･同様に

して p?(k)のC4zT(el)不変性より

p?(C4+～,･k)--p(1'(k)
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が成り立つ･pY(k)のD2h不変性と(8･132)よりpY(k)はD4hに関してBlg対称性を持つ関数で

あることが分かる.また(8.115)がこの場合にも成り立ち,

pY(k+Q)--pT(k) (8.133)

が成立する.したがってpY(k)はD4hのBlg対称性を持ち(8･133)を満たす純虚数関数となる･以

後pY(k)-ipYI(k)と置く･ここでpYI(k)tま実関数である.

以上のpO.(k),p?(k)の対称性を利用するとSCF条件 (8･96)より

胡(k)-aT(k)-ji

胡(k)-ib･q(k)

を得る.ここで実数a,吊ま

a--2t｣(V-2J)/N)∑ 7(k)p呂(k)
k

ib- 1(V-2J)/N)∑ n(k)p?(k十Q)
k

で与えられる.したがって平均場ハミルトニアンは次式で与えられる

Hm-H,On+鶴

HSL-∑ (aT(k)-P)aとsaks
ks

HL-ib∑ ･n(k)afk.Q)saks
ks

(8･134)

(8･135)

(8･136)

po.(k)とp?(k)-ip?I(k)の対称性を使って(8･110)よりFHF,d(n),p(n)1,P(n)2は次の様に求めら
れる.

2
FHF-2∑(-2LT(k)-Jl)pS(k)+∑∑wiO(k,k')pS(k)pS(k/)

k kk′i-1
-∑W3Q(k,k/)pY,(k)pY,(k′)
kk'

IgE'{fl'k'logfl'町 f2'k'logf2'k'
+(1-fl)(k)log(1-fl(k))+(1-f2(k))log(1lf2(k)))

a(n)-孟∑pB(k)
k

p(n)1-妄 ∑ 7(k)p((i,(k)･i(
k

p(n)2-妄∑ T(k)pE3(k)-]･･(
k

(e-iQ･n)
L

(p/-tQ･n)
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ここでpY(k)が B19対称性を持つことから導かれる等式

∑eiklpY(k)-∑(coskl+isinkl)p?(k)
k

-∑cosklPY(k)-∑cos(C2a･k)lPY(C2a･k)
k k

-∑cosk2ト鍬k))ニー∑ cosk2P?(k)
k k

-去∑柵 榊 )
k

(8･139)

および,p?(k+Q)--p?(k)を使った･
(8.138)よりボンドオーダーが複素数なので系は電流密度を持つ可能性がある.(8.136),命題D.1,

命題D.2より‰ は次の様に書ける.

H--∑ト paLsan+言(a+ibeiQ･n)aLsa(n.el)SI;(a+ibeiQ ･n)aLsa(n-el)Sns

･去(a-ibeiQ･n)aksa(n .C2)SI;(a-ibeiQ･n)aLsa(n-C2)S〉 (8･140)

これより(D･7)の楓n+elは

hOnn.el-i(aIibeiQ･n)
となる.(8.138)と(8.141)および (D.7)から

J足元-芸eiQ･n妄∑ (a柵 plr(k)+bT(k)po(k))
k

(8.141)

(8･142)

を得る.電流密度のパターンを図8.4に示す.この種の状態を電流密度波‥CCW (chargecurrent

wave)と呼ぶ･時間反転L(矢印の向きを変える),単位並進T(el),T(C2),4分の1回転C4izの対称

性は破れているが,それらの2個の積:LT(el),tC4iz,T(C1)C4iz等の対称性は保存していることに
注意されたい.この状態はnuxphase24)またはd-densitywave25)とも呼ばれている.

図8A‥a(MBlg,(),O)状態の電流密度 矢印は電流を示す
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8.3.3 (ラtMEu,0,0)

平均場はハミルトニアンHmがHSLにetMEu,0,0)に属する鶴 を加えた

Hm -HBt+鶴 (8.143)

で与えられる状態を考察する.既約表現eとMEu70･0)は2次元表現であり,その基底を(h,I,h2)とす

ると,p∈D4h,T(n)∈Ll,T(m)∈T(el)Ll,u(n,0)∈S,r∈Rにたいして

T(n)･hi-hi

T(m)･hi--hi
2

p･hi-EDi,i(p)hi,
i/=1

u(n,0)･hi-hi

(8.144)

r･hi-hi

が成り立つ･ここでi-1,2であり,Dt′t(p)はD4hのEu表現の表現行列 (付録Bp･340参照)の

(i'i)成分である.(h,1,h2)をD4のなかで考えれば,(hl,h2)はD4のE表現に属する.例4･4(そ

の lp.565)よりD4の中では物理的に同値でない固定部分群とその1次元固定点部分空間は次の

ものである.

C2x, Fix(C2x)-(hl)R

C2a, Fix(C2a)-((hl+h2))R

Go全体で考察するとdo(MEW,0,0)の基底である(hl,h2)は上1,S,Rに対して不変であり,

I,C122∈D4h,T(el)∈Loに対して符号を変える.したがって表現空間〈hl,h2)Rにおける固定部
分群は必ず

(E+ZC2Z)(E+T(el)C2Z)LISR

を含む･これと(8･145)と(81146)を考慮するとdo(MEW,0,0)での固定部分群とその1次元固定点

部分空間は次の様になる.

G(MEu,0,0)1-〈E+T(el)C2Z)C21,.TLISR

Fix(G(MEu,0,0)1 -(hl)R

G(MEW,0,0)2-(E+T(el)C2Z)C2vaLISR

Fix(a(MEu,0,0)2 -((hl+h2))R

C2-∫.T -(E+IC2Z)C2.T -〈E,C2.T,IC22,IC2y)
C21,a -(E+IC2Z)C2a-〈E,C2a,IC2Z,IC2b)

ここで

(8･147)

(8･148)

(8･149)

である･以下 G(MEu,0,0)1,G(MEW,0,0)2を固定部分群とする平均場ハミルトニアンについて

考察する.
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(1)G(MEu,0,0)1

平均場ハミルトニアン〃mは

G(Hm)-G(MEu,0,0)1-〈E+T(el)C2Z)C21,.TLISR (8･150)

に対して不変である･pS(k),pY(k)の対称性を考察しよう.G(MB19,0,0)の場合と同様な考察によ

り,命題8･1とHmのT(el)C2Z,C2vtT不変性からpB(kHまD2hのAgに属し,p?(k)-ipYI(k)は

pY(k)-ip?I(k)--pY(k+Q)ニーipH k+Q) (8.151)

を満たすD2hのB3uに属する純虚数値関数であることがわかる(D2hの既約表現は表8.1p.281

参照)･ここでp?I(k)は実数値関数である･p呂(k),pY(k)の対称性を使うと(8･48)より

3

xo.(k)--2tT(k)+∑ ∑ wiO(k,k')pO.(kI)
k'i-1

-aT(k)+crl(k)-ii

tT?(k)-∑ W4Q(k,k')p?(k)
k'

-ibsinkl

が得られる.ここで実数a,b,Cは次のSCF条件で定まる.

a--ト ((V-2J)/N)∑ T(k)pS(k)
k

C--((V12J)/N)∑榊)pB(k)
k

ib- -2((V-2J)/N)∑ sinklPY(k+Q)
k

従って平均場ハミルトニアンは

Hrn -HSL+鶴+H3t

HEt-∑ (aT(kトP)aksaks
ks

鶴 -ib∑ sinklafk.Q)saksks
HA-C∑ 7(k)aksaks
ks

(8･152)

(8･153)

(8･154)

(8･155)

で与えられる.HT2nはeとMEu,0,0)に属する主要成分Hrlnが導入される事によって誘導される副次的

な成分で,eSrB19,0･0)に属する.D｡hの多次元表現の場合はこのような副次的な成分が生じる事が
ある･H;2nがG(H"i)-G(MEu,0,0)1に不変であることに注意されたい･pB(k)とp'1'(k)-,(I,pLllI(k)
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の対称性を使って(81110)よりFHF,d(n),p(n)1,P(n)2は次の様に求められる.
2

FHF-2∑ (-2tT(k)-p)po(k)+∑∑ WIO(k,k')pS(k)pS(k′)
k kk'i-1

-∑ W4Q(k,k')p?I(k)PTI(k')
kk'

･芸宕′{fl'k'logfl'k'+f2'k'logf2(k,

+(1-fl)(k)log(1-fl(k))+(1-f2(k))log(1If2(k))) (8.156)

d(n)-孟∑ps(k)
k

p(n)1-妄∑ (7(k)･柵 )pg(k)-2(
k

p(n)2-妄∑(7(k)-n(k))pS(k)
k

(e-iQ･n)
〟 )∑sinklPYI(k)
k

(8･156)よりd(n)とp(n)2は実数でサイトによらず一様である.p(n)1は図8.5に示すように交

互に交替するパターンを持つBOWである.このタイプの対称性を持つト J模型の解はAf_

fleckとMarston24)によって求められており,"Peiersphase"と呼ばれている.このパターンが

C2t7"IC2Z,T(el)C2Z等に不変であることは容易に確かめられる.

図8･5‥G(MEW,0,0)1状態の電荷密度とボ 図 8･6‥G(ME,0,0)2状態の電荷密度とボ
ンドオーダー ンドオーダー

(2)G(MEW,0,0)2

平均場ハミルトニアン‰ は

G(Hm)-G(MET,I,0,0)2 -〈E+T(el)C2Z)C2…LISR (8.157)

に対して不変である･a(MB19,0,0)の場合と同様な方法でpH(k)はD2(Lh - (E,C2Z,C2,"C2b)×CI

のAgに属し,pY(k)は

pT(k)-ip(1'I(k)--pY(k+Q)--ipLl'I(k+Q)
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D2ah E C2z C2b C2a I IC2z IC2b IC2a 基底

Ag 1 1 1 1 1 1 1 1 coskl+COSk2,SinklSink2

Big l l -1 -1 1 1 -1 -1 cosk1-COSk2

B2g 1 -l l -l l -l l -1 (sink1-Sink2)Sink3

B3g 1 -1 -1 1 1 -1 -l l (sink1-Sink2Sink3

Au 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 (sinkl+Sink2)(Sink1- Sink2)Sink3

Blu l l -1 -1 -1 -1 1 1 sink3

B2u 1 -l l -1 -l l -l l (sink1-Sink2)

B3u 1 -1 -l l -1 1 1 -1 (sinkl+Sink2)

表 8.2:D2ahの既約表現の指標と基底

を満たすD2ahの B3uに属する純虚数値関数であることが分かる･またpYI(k)は実数値関数であ

る_ここでD2ahの既約表現の指標と基底は表8.2に記載されているものである.一方

W4Q(k,k')+W5Q(k,k')-2〈(V-2J)/NHsinklSink/1+sink2Sin境〉

- 1 (V-'2J)/NH(sinkl+sink2)(sink'1+sink;)

+(sinkl-Sink2)(sink'1- ink;)) (8･159)

とり(k),(sinkl+sink2),(sink1-Sink2)が D2ahの Blg7B3u,B2uに属することを考慮して,

pB(k),p?(k)の対称性を使うと,(8･48)より

2
tTS(k)--2tT(k)+∑∑wiO(k,k')pS(k')

k'i-1

-aT(k)一声
5

x?(k)-∑∑wiQ(k,k′)p?(k+Q)
k'i-4

-ib(sinkl+sink2)

が得られる.ここで実数α,は次のSCF条件

a--2ト ((V-2J)/N)∑ 7(k)p3(k)
k

7',b-1(V-2J)/N)∑ 〈sink.T+sink2)p?(k+Q)
k

で定まる.これより平均場ハミルトニアンHmは

Hrn-HSL+Hit

HE - ∑ (017(kト P)a･ksakL,
Ll.L<

鶴-ib∑ (sinkl+sink2)a吉k十Q,saks
L1.､
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で与えられる.

pB(k)とp?(k)-ipY,(k)の対称性を使って(81110)より次のFHF,a(n),p(n)1,P(n)2を得る

2

FHF-2∑ (-2tT(kト FL)pS(k)+∑∑ wP(k,k')p呂(k)pS(k')
k kk'i-1
5
-∑∑wig(k,k')pL(k)pL(k')
kk'i-4

IgE'{fl'k'logfl'k'･f2'k'logf2'k'
+(I-fl)(k)log(I-fl(k))+(1-f2(k))log(1-f2(k)))

d(n)-孟∑pS(k)
k

p'n'1-Pen)2-妄∑ 7(k'pS'k'-'竺 聖 )∑ sinklPY,'k'L
k k

(8･164)

(8･164)よりd(n)はサイトによらず一様でp(n)I,P(n)2は図8･6(p･294)のような交替するパター

ンを持つBOW である.このタイプの対称性を持つi-J模型の解はAfneckとMarston24)によっ

て求められており,"Ⅰくitephase"と呼ばれた.

8.4 r点磁性状態

この節ではオーダリングベクトルが r点 :k-(0,0)のスピン回転対称性を破った既約表現

甜 ',1,V)(U-0,1)より導出される磁性状態を考察する.この場合平均場ハミルトニアンは次の型

になる,

II… I/,(.:,II/,I,,lrI,7,

HSL-∑ tTB(k)aksaks-∑∑ xg(k)aとsJsOs,aks′
ks k ssr
3

HL-∑∑∑ x.A(k)aksJŝS′aks′
k ss'A-1

.TB(k),.Tli(k),(入≠-0)はSCF条件 (8･48)より
5

･rS(k)- -2tT(kト p+∑ ∑ wiO(k,k')p呂(k′)
k'1-1

5

･rô(k)-∑ ∑ YiO(k,k′)p.A(k′+Q)
k'1-1

(8,165)

(8･166)

で与えられる.(8.1O)より.Tô(k),A-0,1,2,3は実関数である.

HmはLoに不変であるので命題8.6よりpf(k)-0,(A-0,1,･2,3)となる･従って(8.52),(8.56)

より自由エネルギーFHF,電荷密度d(n),ボンドオーダーp(n)/,,スピン密度3人(n),スピンボンド
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オーダーt入(n)pは次式で与えられる.

5
FHF-∑2(-2tT(kト 〃)pS(k)+∑∑wP(k,k')p3(k)p呂(k')
k kk'1-I
35

+∑∑∑yiO(k,k')p.A(k)pô(k')
kk'̂-I1=l

･去∑ 〈榊 g侶 (ト 伊 og(1一班3

d(-)-孟∑pB(k)
k

p(n)FL-孟∑exp(i,kp)pB(k)
k

sA(n)-妄∑pa(k),入≠O
k

tA(n)p-妄∑exp(ikp)p.A(k),入i0
k

(8･167)

既約表現Gtr'',1,p)(p -0,1)に属する鶴 は(8.166),(8.34),(8.35)よりD｡hに関してA1g,Blg,Eu

の対称性を持つものに分かれる事がわかる･YIO,Y20および Y30より導かれる鶴 は表7･4の(4)の
場合に対応し,GtrA19,1,1),GtrB19,1,1)に属することが分かる.Y40,Y40より導かれるHLは表7.4の

(3)の場合に対応し,GとrEu,1･0)に対応することが分かる.以後各場合について考察する.

8.4.1 (ラtrA19,1,1)

既約表現 GbrAlg,1,1)は3次元表現であり,その表現空間の基底をh,1,h2,h3とする.そのとき

p∈L｡D4h,u(n,0)∈S,6∈申,L∈Rに対して

p･hi-hi,i-1,2,3

¢ ･hi-hi,i-1,2,3

t･h1--h," i-1,2,3

u(n,o)･hi-∑Rji(n,0)h,
j

(8･168)

ここでR(n,0)は(71100)で定義される3次元回転行列である.

甜Alg,1･l)の固定部分群とその固定点部分空間を求めよう.LoD｡h中に対してh,1,h,2,h,3は不変

であるので,空間〈hl,h2,h3)RにおけるST(T-(E,i)の 1次元の固定点部分空間を持つ固定部
分群を考察すればよい.

まずSの中での固定部分群を考察する･(8･168)に見られるように,Sの(h,1,h,2,h･3)Rへの作用

は3次元回転群SO(3)の3次元ユークリッド空間(el,C2,e3)への作用と等価である.Sの中での

固定部分群を求める問題は3次元実空間の3次元回転群SO(3)の表現空間 (el,C2,C.3)Rにおける
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固定部分群とその固定点部分空間を求める問題に帰着する.SO(3)の固定部分群がある回転,例え

ばC3軸の周りの0回転R,(e3,0)を含めばその固定点部分空間は(C3)Rでなければならない.一方

(e3)RはC3軸の周りの任意の回転に不変である.したがってSO(3)の(el,e2,e3)Rにおける固定

部分群とその固定点部分空間の一つとして

C(C3)≡(R(e3,0)fO≦0≦27Tl

Fix(C(C3)-(C3)R
(8･169)

が考えられる.他の任意の単位ベクトルnの周りの回転の場合についても,対応する固定部分群と

その固定点部分空間

C(n)≡ (R(n ,0日 0≦0≦27T)

Fix(C(n))-(n)R
(8･170)

を得る･C(n)とC(C3)は互いに共役であることが次のようにして示される･ベクトルnに回転操

作 Rnを行ってC3になるとする.すなわち

Rn･n-C3

C(e3)がe3の固定部分群であることを

C(e3)･e3-e3

と表示する･(8.171)を(8.172)に代入すると

C(C3)･(Rn･n)-Rn･n

となる.これより

((Rn)llc(C3)Rn)･n- n

となり

C(n)-((Rn)llc(C3)Rn)

(8･171)

(8･172)

(8,173)

(8･174)

(8.175)

が得られ,C(n)はC(C3)に共役すなわち同値であることが分かる･これより固定部分群とその固

定点部分空間の代表として

C(C3)…〈R(e3,0)IO≦0≦27T)
(8･176)

Fix(C(e.3))-(C3)R

を取ることが出来る. Sと SO(3),(h･1,h2,/～･3)Rと 〈el,C2,C3)Rの対応関係により,Sの

(hl,h2,h3)Rにおける固定部分群とその固定点部分空間の代表として

A(C3)…〈u(e,3,0)E0≦0≦27T)A

Fix(A(C3))-thJ3)R
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を得る.

h3が D4hLoA(C3)中に不変であり,u2y-u(e2,7T),トに対して符号を変えることを考慮すると,

G｡で甜 Alg,lJ)のの固定部分群とその固定点部分空間の代表として

C(IIAlg,1,1)-(E+tu2y)D4hLoA(C3)*

Fix(G(IIAlg,1,1))-(h,3)R
(8･178)

を考えておけばよい.

既約表現G(rAlg,1,1)から導かれる状態の平均場ハミルトニアンHmはG(rAlg,1,1)に不変であ

る.これに基づいてp.A(k)の対称性を考察しよう･

HmはA(e3)に対して不変である.そのとき次の命題が成り立つ･

命題 8.8･HmがA(e3)の作用に不変のとき

(aTkTak,1)-0

(aklak,,)-0
が成り立つ.

証明.Hmがu2Z -u(e3,7T)∈A(C3)に対して不変である.(7.13)(p.234)より

u2Z- COS言 12 - ig 3 sin芸 - ( -.i 冒

を考慮すると,定理6.3より

(akTak,i)-((u2Z･a,kT)(u2ZAak,i))
-((-iaL)(-iak,↓))

--(afkTak,i)

を得る.従って

(akTak,i)-0

を得る.

(a･kia･k,T)-0

も同様に証明できる.

11mはLtL･2yの対称性を持っている･この場合次の命題が成立する･

命題 8.9･Hmがね2yの作用に不変なとき

(a,i_ksa_k′S,)*-(0,ksak′S′)

が成り立つ.
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証明.S-S′-†の場合を考える.

u2y- COS言 12 - iJ2sin芸 - (告 .i )

を考慮すると,定理6,3より

(akTak,T)-((tu2y･aL)(tu2y･ak,T))*
-((l･aと↓)(i･ak,i))辛
-((alk↑)(a_k,↑))*

-(ark,a_k,,)*

を得る.他の場合も同様に証明することが出来る.

以上より

pa(k)-pZ(k)-0

pB(k)-tpS(-k))*

pg(k)-(pg(-k))'

(8･183)

(8･185)

を得る.命題8･1およびHmのD4h不変性よりpB(k),p.3(k)はD4hのAlgに属する実関数である

ことが分かる.

pS(k),pg(k)の対称性と(8･166)より

2
tTS(k)--2tT(k)-FL+∑∑wiO(k,k'pS(k)

k'i-1

-aT(k)一声
2

tTg(k)-∑∑YiO(k,k'pg(k)
k′I-1

-bT(k)-pl

a--2t｣ (V-2J)/N)∑ 7(k)p3(k)
k

p-〟-(U+8V-4J)/N)∑pB(k)
k

bニー(1/N)V∑7(k)pg(k)k
〃1-(1/N)(U+4J)∑ pg(k)

k
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で与えられる.したがってHmは

II,,, II::,II,),,

HSt-∑ (al一(k)-P)aksa･ks
ks

HL-∑∑(bT(kト lLl)aksJ…S,aks′
k ss′

(8･189)

の形になる.

(8.189)のハミルトニアン〃mはスピンの†鳥で分離したハミルトニアンとなり,次にように書

き直すことが出来る.

II,u II,T.,lII,I,,

HL-∑ ((a′+bh(kトrLT)atkTakT
k

Hit-∑ 〈(a-b)T(k)1-Li)aTkiakl
k

pT- p+〃1

pl- ii-FLl

(8･190)

ここでスピンの†鳥によって化学ポテンシァルのみならず軌道エネルギーも異なっていることに

注目されたい･V-0の場合はb-0となり,(8･190)のハミルトニアンは通常のHubbard模型と

なり,いわゆるStonerの強磁性(FM)状態のハミルトニアンになる.

(8.190)の‰ の形より

p去(k)-(akTak↑)-

pt(k)-(aklak↓)-
が得られる.これより

exp〈β((a+b)7(k)-rLT))+1
1

exp(β((a-b)7(kト iil))+1

pS(k)-去〈pg(k)･pi(k)〉

pg(k)- 去〈pg(k)-pi(k))

(8.191)

(8･192)

を得る.

式の様になる.

2
FHF-∑2ト 2t7(k)-IL)pB(k)++∑∑wiO(k,k')pS(k)pS(k′)
k kk'i-1

2

+∑∑YP(k,k')p.3(k)pg(k')

kk'i-1

･去妄
〈pg(k)logpa(k)+(1-pg(k))log(1-pg(k))

十pA(k)logpi(k)十(1-p,i,(k))log(1-(,(i,(k)))
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d(n)-孟∑p.o(k)k
p(n)I-i(n)2 -妄∑7(k)pS(k)k
S3(n)-去∑p.3(k)k
t3(n)1-L3(n)2-品∑7(k)p.3(k)

k

を得る.

電荷密度とボンドオーダーは(rAlg,0,0)状態と同様に位置,方向によらず一定である･スピン密
度とスピンボンドオーダーは一様にZ方向を向いている.図8.7にスピン密度とスピンボンドオー

ダーのパターンを示す.この状態は標準的な強磁性状態‥FM (ferromagneticstate)である.群論

的にはrAlgFM 状態と呼んでもよい･

(a)スピン密度 (b)スピンボンドオーダー

図 8･7‥(G(rAlg,1,1)状態の(a)スピン密度と(b)スピンボンドオーダ一･〇 の中の 十はスピン
の向きが Z方向であることを示す.

8.4.2 6.trBlg,i,1)

既約表現GtrB19,1,1)は GL(,rAlg･1･1)の場合と同 様に3次元表 現であり,その基底をh′1,hJ2,h,3とす
れば,T(m)∈L｡,p∈D2′いP/∈C4+zD2h,u(n,0)∈S,6∈申,t∈Rに対して

T(-)･hi-hJ" i -i,2,3

p･hi-ht7 i -1,2,3

p'･h,iニ ーh･" ･L -i,2,3

4,･hi-h" i-1,2,
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t･hi--hi, i-1,2,3

u(n,o)･hi-∑ R,.i(n,0)hj
)

となる.GtrA19,1,1)の場合と同様に考察すると,Sの(hl,h,,h,3)Rにおける固定部分群とその固定

点部分空間の代表として

A(C3)-〈u(e3,0)tO≦0≦27T)

Fix(A(C3))-(h3)R
(8･195)

を得る･h3が D 2hLoA(C3)中に対して不変であり,tL2y,i,C4+I,tL,2.T-u(el,7T)の作用に対して符号

を変えるので,ね2y,C4+Z7j･2xに対して不変となる･従ってGoでの固定部分群とその固定点部分空

間は

G(rB19,1,1)- (E +tu2y)(E+C4+ztL･2x)D 2hLoA(e3)申

Fix(G(IIA19,1,1))-(h3)R
(8･196)

となる･平均場ハミルトニアンHm はG(rBlg,1,1)に不変である･G(rAlg,1,1)の場合と同様に

A(C3)を含むのでplA(k)でゼロでないのはpB(k),pg(k)だけである･

u2 LT- COS吉- iJ Isin言 - ( _oi -.i)

を考慮するとHm のC4+ztL,2.T不変性と定理 613より

(aTk,akT)- ((C4'_7u2x･aL)(C4'zu2tT･akT))

-((-ia吉C4･Z.k)i)(iafc4･Z.k)i))
-(afc4･Z.k)la吉clz.k)↓)

(aklak↓)-((C4'zu22Iaと↓)(C4'zu2x･ak↓))

-((-iaZc4･Z.k,↑)(iafc4･Z.k,↑)

-(a:C4･Z.k,↑a言C4･Z.k,↑)

が成立する.これより

poo(C4+I･k)-pO.(k)

pg(C4+I･k)ニーpg(k)

(8･197)

(8･198)

(8.199)

(8･200)

を得る.IImが D 2h不変であるのでpS(k),pg(k)が D 2h不変であることを考慮すると,(8.200)よ

りpS(k),pg(k)はそれぞれ D4hのAlg,Blgに属することが分かる･

pH(k),pP,(k)の対称性を考慮すると,(8･166)より
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2

tTB(k)--2tT(k)+∑ ∑ wiO(k,k')pS(k)
k′i-I

-aT(k)-P

tTB(k)-∑Y30(k,k/)p呂(k)
k'

-b,T7(k)

が得られる.ここで実数a,吊ま

a -2t｣ (V-2J)/N〉∑T(k)pB(k)
k

bニ ー(1/N)V∑ n(k)pg(k)
k

で与えられる.したがって平均場ハミルトニアンは次の様に書ける.

II" II:I-,IlI,),,

現 .-∑ (aT(k)-P)aksaks
ks

鶴-∑∑ an(k)aksJs3S,aks′
k ssr

(8･201)

(8･202)

(8･203)

(8･204)

G(rAlg,1,1)の場合と同様に(8･204)のハミルトニアンは次のようにスピンの†,tを分離して

書き直すことが出来る.

Hm-HL+鶴

HL-∑ 〈aT(k)+bn(kト 可akTakT
k

HL-∑〈aT(k)-bn(kト lL)aTklak↓
k

pg(k)-(akTakT)-

pi(k)-(aklak↓)-

(8･205)より

exp(aT(k)+bT7(k)-rL)+ 1
1

exp(aT(k)-bTl(k)-ii)+ 1
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図8.8:G(rBlg,1,1)状態のスピンボンドオーダーのパターン.OとOはZ軸方向のスピンの成分
を示す.

(8.167)と命題8.5より次の表式を得る.

2

FHF-∑ 2ト2打(kト p)pS(k)+∑∑ wiO(k,k/)p呂(k)pS(k')
k k,k'i=1

+∑ W30(k,k')p3(k)p昌(k′)
k,k'

･緩くfT'k'logfT'k'+(1万 'k')log(1-fT'k')
+fl(k)logfl(k)十(1-fl(k))log(1-fl(k))

d(n)-孟∑pB(k)
k

p(n)1-P(n)2-妄∑7(k)pS(k)
k

s入(n)-o,入≠O

t3(n)1--t3(n)2-品 ∑n(k)pg(k)
k

(8･207)

を得る.図8･8に状態(IIBlg,1,1)のスピンボンドオーダーのパターンを示す･この種の状態をス

ピンボンドオーダー波‥SBOW (spinbondorderwave)と呼ぶ.

8.4.3 (ラ(IIEu･1,0)

既約表現 e(rEu･1,0)は2×3-6次元表現であり,その表現空間W(IIEu,i,0)の基底をh,tA(i-

1,2,A-1,2,3)とする.T(m)∈Lo,p∈D4h,u(n,0)∈S,r∈Rに対して

T(m)･転 入 -hi入
2

p･hi入-∑h′i′入Di,I(p)が_1
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3
u(n,a)･hi入-∑Rp̂ (n,0)hi″〃-1
r･hiA-hiA

(8･208)

ここでD(p)はD4hのEu表現の表現行列(付録Bpl340参照)である.各基底hi人はLo,Rに対し

て不変であるので,表現空間W(rEu,1,0)におけるGDS-D4hXSのなかで固定部分群を考察

すればよい.

まず固定部分群が純粋スピン回転,たとえば Z軸まわりのスピン回転u(e3,0)を含む場合を考え

る･その固定点部分空間W(u(C3,0))は

W(u(e3,0))-(h'3,h23)R (8･209)

の形でなければならない･逆に(8･209)のW(u(e3,0))内の任意のベクトルはZ軸周りの任意のス

ピン回転の群A(e3)に不変である･W(tL,(e3,0))をW(A(C3))と記すことにする･すなわち

W(A(C3))-(h13,h23)R (8･210)

W(A(e3))におけるD4の固定部分群と固定点部分空間は例4･4(その lのp･565)にあるように

C2x, Fix(C2.T)-(h13)R (8･211)

C2a, Fix(C2a)-(h13+h23)R (8･212)

で与えられる.h13,h23はI,C2Z,tL,2.Tに対して符号を変えるのでGo-D4hLoSRの中で考えると,

a(GEu,1,0)での固定部分群と固定点部分空間は

G(rEu,1,0)1 -(E十C2ztL,2x)C2-∫.TLoA(C3)a

Fix(G(IIEu,i,0)1)-(h13)R

G(rEu,1,0)2-(E+C2zu2T)C2vaLoA(C3)R

Fix(a(IIEl"1,0)2)-(h･13+h23)氏

C217.T -〈E,C2x,IC2Z,IC2y)

C2va-〈E,C2a,IC2Z,IC2b)

となる.ここで

(8･213)

(8･214)

(8･215)

である.

今度は純粋なスピン回転を含まない固定部分群を求めよう.そのためGDS-D4×Sの部分群

を考える.

まず何らかの形で(スピン回転と結合している元も含む)D4の全ての元が含まれているGDSの

部分群を考える.定理2.4(その 1のp･530)より求めるGDSの部分群CIDSはD4の正規部分群Nt

によって次のように書ける.

GもD-(Dll/Nt;Sl)-PoNiuO+pINtul十 I.+p"LNt7j･,n (8･216)
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ここでD4のNiによる剰余類分解が

D4-PoNt+pINi+ - +prnNi, (po-E) (8.217)

であり,SiはD4/Niに同型で

Si- (uo-E,tL,1,I･,um ) (8･218)

としたとき,同型対応pnNt⇔ unがあるものとする.表2_4(その lのp-523)よりD4の正規部

分群NiはD4,C4,D2,D2a,Clの5個存在する. この中でC1以外はC2Zを含む.Cl以外の正

規部分群より構成される(8.216)の形の部分群はC2Zを含む･h･i入(i-1,2,A-1,2,3)はC2Zの作

用で符号を変える.従ってW(IIEu,1,0)における固定部分群となり得るのはNi-C1の場合だけ

で,求める部分群は

Gbs-(D4/C1;D4S)
-〈Euo,C4+zu4+I,C2zu2Z,C4-zu4-I)+C2xu2T(Euo〉C4+zu4+I,C2zu2Z,C4-zu4-I)
=IID4

で与えられる･ ここでD4S竺 D4は

D4S-(E,u4+I,u22,u4lz)+ u22(E,u4+I,u2Z,u4-I)

であり,u4izは

(8･219)

(8･220)

u4iz- u(C3,士27T/4) (8･221)

で定義される.JJ8 4の固定点部分空間は射影演算子の方法を使うとつぎのようにして求まる.群

Gに不変なベクトルは(3.58)(その1p.546)のP(0)(a)を使って求めることが出来る.4 変換性

(8･208)を考慮してhllにP(O)(IID4)を作用させると

p'o)(IID4)･hll -去[〈(Euo)･hll+(C4'zu4'Z)･hll+(C2zu2Z)･hll+(C4-zu4-I).hll)
十(C2xu22)〈(Euo)Ih,ll+(C4+zu4+I)･hll+(C2zu2Z)･hll+(C4lzu4-I)Ihll〉]

-去[〈hll･h22･hll+h･22)+〈hll+hJ22+hll+h22)]

-;(hllIh,22) (8･222)

を得る･h12にP(O)(IID4)を作用させると

p'〔))(IID4)･h.2- 芸[〈(Euo)･h12I(C4'～7u4'Z)Ah12I(C2zu2-7)･h12+(C4-zu4-I)･h12)
+(C,2.Tu2.,ど)i(飢o)･h12+((先u4+I)Ih12+(C2～7u2～,)･h12+(C4lzu4Lz)Ih12〉]

-il(h･12-hl21吊 ,12-h,21ト ト hl,2+h,21-h12･h21〉]
"0

4(3,58)の左辺G(0)(a)はP(0)(G)の誤植である
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を得る･同様にしてhll以外のW(rEu,1,0)の基底にP(0)(IID4)を作用させてもゼロになる･し

たがって

Fix(IID4)-(hll+h22)R (8･224)

と求まる.hll,h22が 打 L,2_,で符号を変え,Lo,Rに対して不変であるので,Goの中での固定部分

群とその固定点部分空間は

G(rEu,1,0)3-(E+Iu2Z)IID4LoR

Fix(a(IIEu,1,0)3)-(hll+h22)a

となる.

以下G(IIEu,1,0)1,a(rEIL,1,0)2,G(rE7い1,0)3の場合を個別に考察する

(1)a(IIEu,1,0)1状態

平均場ハミルトニアンHmは

G(IIEu,1,0)1-(E+C2zu23:)C2mLoA(C3)a

(8･225)

(8･226)

に対して不変である,pS(k),pg(k)の対称性を考察しよう･HmがC2ztL･2.Tに不変であるので

(aLakT)-((C2zu22･akT)(C2zu2x.akT))

-((-iat2Z.kl)(iac,I.k↓))

-(aと22.k↓ac22.kl)

が成り立ち,同様に

(ak lak ↓) - (aと2Z.k TaC 2Z.k ↑)

を得る.従って

pB(C2Z･k)-pB(k)

pg(C2Z･k)ニーpg(k)
が成り立つ.またHmが JC2Zに不変であるので

pB(C2zI･k)-pB(Ilk)-pB(k)

pg(C2zI･k)ニ ーpg(I･k)-pg(k)

が成り立つ.Hmが ま∈Rに不変であるので

(0,kTakT)-((i･akT)(i･akT))*

-((-aT_kl)(-a,_kl))'
-(at_kla_kl)～
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(ak lak ↓)- (at_k Ta_k ↑) *

pB(k)-(pE(-k))*
pg(k)--(pg(-k))*

を得る.同様に

を得る.従って

(8･232)

(8･233)

を得る.p8(k)が kの偶関数,pB(k)が kの奇関数であることを考慮し,C2.T不変性とあわせると

poo(k),pS(k)はD2hのAg,B3uに属する実数値関数あることが分かる･

pS(k),pg(k)の以上の対称性を考慮すると表8･1(p･281)と(8･166)より

3

tTS(k)--2t7(k)-IL+∑ ∑ wP(k,k')pE(k)
k'i-1

-aT(k)+C77(k)-声
xB ( k )-∑ Y40(k,k')pB(k')
k'

-bsin k l

が得られる.ここで実数a,bはここでa,b,CはつぎのSCF条件で定まる

a--2t-((V-2J)/N)∑ 7(k)p3(k)
k

C--((V-2J)/N)∑･q(k)pS(k)
k

bニー〈2V/N)∑sinklP3(k)
k

従って平均場ハミルトニアンはつぎの様になる.

Hm-HSL+鶴+H£

HSt-∑ (aT(kト P)aとsaks
ks

H,ln-∑ ∑ bsinklaksJs?.M ･ks′
k ssr

HBt-∑ C,q(k)aとsaks
ks

(8.234)

(8･235)

(8･236)

(8･237)

G(MEN,0,0)1の場合と同様にHEtはH志が生ずることによって副次的に誘導される成分である
(8･237)の‰ の形より

exp(aT(k)+cT7(k)+bsink1-ll)+1
1

exp(olT(k)+C･n(k)-bsink･11:A)+1
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を得る･これよりpB(k),pB(k)が求められる.pB(k),pg(k)の対称性と(8･167)より次の自由エネル

ギー FHF,局所的秩序変数の表式を得る.

3
FrIF-∑2(-2tT(k)-FL)pS(k)+∑∑wP(k,k')p呂(k)p3(k')
k kk'i-I

+∑Y40(k,k')pg(k)pS(k')
kk'

･妄言〈fT'k'logfT'k'+(1J T'k''log(1-fT'k'
+fl(k)logfl(k)+(1-fl(k))log(1ニfl(k))

d(n)-孟∑pg(k)k
p(n)1-妄∑ (7(k)･M ))pS(k)

k

p(n)2-妄∑ 〈7(k)A k))pS(k)
k

s3(n)-o

t3(n)1-%去∑sinklPg(k)
k

L3(n)2 -0

(8.239)

t3(n)1が複素数であるのでスピン流密度が存在する.その表式を求めるために,命題D.1(p.345)を

使ってHm のサイト表示を求める.(8･237)より

H--∑∑(-rLaLsans,+去(a･ C)aLsa(n十el)S′+去(a+C)aLsoJ(n-el)S′
n ss/

･去(a-C)aLsa(n+C2)S′十三(a- C)aLsa(n-C2,S,)Jgs′
･去∑∑(aLsan.elS′-aLsan-elS,)Js3S,
n ss/

h,in.el-;(a･ C)

h,Onn.C ,- ;(a- C)
b

h,hn十e 1--2i

鳩 n+C｡-o

(8･241)

これより

を得る･(8･239),(8.241)を(E.6)代入してスピン流密度

･13(n).-~孟 妄 〈2(0,'C'sinklPB'k'-b(,''k)十'7'k')pt佃 (8.242)

J3(n)2-()
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図8･9にボンドオーダーとスピン流密度パターンを示す.この種の状態をスピン流密度波:SCW (spin

currentwave)という.

C " 0

｣ 1.
(a)ボンドオーダー (b)スピン流密度

図8.9‥(G(rEu,1,0)1状態の(a)ボンドオーダーと(b)スピン流密度_

(2)a(rEu,1,0)2状態

平均場ハミルトニアンHmは

G(rEu,1,0)2-(E+C2ztL･2.T)C21,aLoA(C3)R (8･243)

に対して不変であるI PB(k),pB(k)の対称性を考察しよう. G(rEu,1,0)1と同様に Hm が
C2zu2x,IC2Z,C2a,‖こ不変であることを使うと,pB(k),pg(k)はD2ahのAg,B3uに属する実数値関
数あることが分かる.

Y40(k,k')+Y50(k,k')ニー(2V/N)(sinklSinki+sink2Sink'2)

ニ ー(V/N)((sinkl+sink2)(sinki+sink;)

+(sinkl-Sink2)(sink'1-Sink;))

を考慮すると,(8.166)より平均場ハミルトニアンは

IJ-HrOn+IIiL

HSt-∑ (aT(kト P)aksaks
ks

鶴-b∑∑ (sinkl+sink2)aとsJ…S′akbs,
k ss′

で与えられる.ここで実数 α,Cは次のSCF条件で定まる.

a･- -2t-((V-2J)/N)∑ 7(k)pB(k)
k

bニー(V/N)∑ (sinkl+sink2)pg(k)
k
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(8.245)の ‰ の形より

pg(k)-

pi(k)-

exp(aT(k)十b(sinkl十sink2)-ii)十1
1

exp(aT(kト b(sinkl+sink2)-rl)+1

(8･247)

を得る･これよりpB(k),pB(k)が得られる.

pS(A),pg(k)の対称性と(8.167)より次の自由エネルギーFHFと局所的秩序変数の表式を得る

3
FHF-∑ 2(12tT(kト p)pg(k)十∑ ∑wP(k,k/)p呂(k)pS(k/)
k kk'i-15
+∑∑yiO(k,k')pg(k)po3(k')
kk'i-4

･吉宕〈fT'k'logfT'k'･'1lfT'k')log(1-fT'k'
+fl(k)logfl(k)+(1弓 1(k))log(i-fl(k))

d'n'-妄言pg'k'

p(n)1-P(n)2-妄∑7(k)pB(k)
k

s3(n)-o

t3(n)1 -t3(n)2-i孟 ∑ (sinkl･sink2)pg(k)
kb

(8･248)

t3(n)1が複素数であるのでスピン流密度が存在する･その表式を求めるために,命題D.1(p.344)

を使って ‰ のサイト表示を求める.(8.245)より

H--∑∑仁paLsan s,+ 去 a(aLsa(n.el,S′+aLsa(n-el)S′
n ss/

+aLsa(n 十C2)S′+aLsa(n_C｡)S,))JES,

･去∑∑ (aLsan+elS′-aLsan-elS′+aLsan+e2S′-OLsan-C｡S,)Js3S,
n ss/

これより

hOnn.el- hin.C2

hhn.el-砿 n.C2

α
12
b
r別

二

二

を得る･(81248),(8.250)を(E･6)代入してスピン流密度

J3(n)1 -J3(n)2--孟 ∑ 〈a(sinkl十sink2)pi3(k)-bT(k)pS'(k))
k

図8.10にこのSCW 状態のスピン流密度パターンを示す.
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図 8.10‥G(IIE,1,0)2状態のスピン流密度のパターン.

(3)C(r｣‰,1,0)3状態

平均場ハミルトニアン‰ の

G(Hm)-G(rEu,1,0)3-(E+Zu2Z)IID4LoR

不変性を利用してp.A(k)(A-0,1,2,3)の対称性を考察する.まずt∈Rより

(aLa･kT)-((t･aL)(i･ak↑))*

-((-aLk)i)(a(_k)i))*

-(aLk)ia(_k)i)*

同様にして

(aklak↓)-(aLk)Ta(_k),)*

(akTak↓)--(aLk)la(_k)↑)辛

(aと↓akT)--(aLk)Ta(_k,i)*

命題8.1(8.253),(8.254)より

pB(k)-(pS(-k))辛-pS(-k)
p.A(k)- -(p.A(-k))*ニーp.A(-k),A-1,2,3

を得る.

同様の方法でHmのIu2Z不変性より

po.(-k)-pO.(k)

pg(-k)-po3(k)
pA(-k)-vl1,(k)

pZ(-k)ニーp呂(k)
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(8.255)と(8･256)より

pg(k)-0

が成り立つ.Hm のC2.Tu2.T不変性より

pS(C2x･k)-pS(k)

pg(C2x･k)-pa(k)

pZ(C2x･k)--p.2(k)

を得る･Hm のC4+u4+Z不変性より

pS((C4+I)~1Ik)-pg(k)

pa((C4+I)-1･k)-p呂(k)

pZ((C4+I)-1･k)ニーpa(k)

(8･257)

(8･258)

(8.259)

を得る･これよりp8(k)はD4hのA1gに属し,(pa(k),pS(k))はD4hのEuに属する実数値関数で
あることが分かる.

SCF条件(8･166)とpB(k),pa(k),p呂(k)の対称性を考慮すると平均場ハミルトニアンは

Hm-HSL+鶴

HSL-∑ (aT(kト P)aksaks
ks

砿 -b∑∑(sinklJsls′+sink2Js25,)aとsaks,
k ss′

で与えられる.ここで実数a,bはSCF条件

a--2ト ((V-2J)/N)∑ 7(k)pE(k)
k

b-一芸V∑ sinklPa(k)
k

で与えられる.(8.260)の平均場ハミルトニアンは次のように書ける.

H- -∑ 〈(aT(k)-F～L)aとTakT+C(sinkl-isink2)akTak↓
k

+b(sinkl+isink2)ak↓akT+(aT(k)-P)aklak↓)

≡(ak,,ail,(-∑(ak↑,ail)
aT(k)-lL b(sinkl- isink2)

b(sinkl+isink2) aT(k)-lJ
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これを対角化して次の式を得る.

H--∑Aとx(k)Ak
k

-∑AkU(k)UI(k)X(k)U(k)UIAk
k

-∑αkE(k)αk
k

-∑ 〈El(k)αt.(k)α1(k)+E2(k)α!(k)α2(k))
k

ここで

Ak-(akT,aTk↓)

X(k)-
(
aT(k)-ii c(sink1-isink2)
C(sinkl+isink2) a7(k)-P

E(k,-(Elik' E27k,)

El(k)-aT(k)-ii+IcI(sin2kl+sin2k2)1/2

E2(k)-aT(k)-p-回 (sin2kl+sin2k2)1/2

V(k)-
i sinkl+isink2

Q"k,-(α"k,,a!(k,)-AkU(k,-(a摘,(:('kk,'-ur('kk,'*)
(8･264)の最後の式より

･a抽 )-(α"k,,a!(k,,(Iv'a vu'(kk',*)

を得る.(8･263)のHmの形から

(αi(k)α,(k))-6i,(exp(βEi(k))+1〉~1-6iifi(k)

(8･265)と(8･266)より

(o･kTakT)-(aTklakl)-去〈fl(k)+f2(k))
(a･kTaJkl)-uV(fl(k)-f2(k)チ

(,,･kiO,kT)- uV*〈fl(k)-f2(k))
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を得る.これより

pB(k)-三〈fl(k)+f2(k))

pa(k)-

p呂(k)-

1 sinkl

盲Jsin2kl+sin2k2

1 sink2

盲Jsin2kl+sin2哀

(fl(k)-f2(k))

(fl(k)-f2(k))

自由エネルギーFHF,局所的秩序変数は(8.167)より

2
FHF-∑ 2ト 2tT(k)-〟)pS(k)+∑∑wiO(k,k/)pS(k)pS(k′)
k kk'i-1

+2∑ (Y40(良,k′)pa(k)pa(k'))
kk'

･去妄〈fl'k'logfl(k'･'1-fl(k''log(1-fl(k｡
+f2(k)logf2(k)+(1-f2(k))log(1-f2(k)))

d(n)-孟∑ pE(k)
k

p(n)I-P(n)2-妄∑7(k)pS(k)
k

sA(n)-0, A-1,2,3

tl(n)I-t2(n)2-岩∑ sinklPa(k)
k

で与えられえる.ここで

∑ sinklPa(k)-∑ sin((C4'Z)~1Ik)lps((C4+I)-1･k)
k k

-∑sink2PZ(k)
k

(8･268)

(8･269)

(8･270)

を使った･tl(n)1,t2(n)2が複素数であるのでスピン流密度が存在する.命題D.1(p.344)と(8.260)

より〃mのサイト表示は次の様に書ける.

Hnl-∑ ∑ (-PaLsans′+去a(aLsa(n.el)S′+aLsa(n-el,S′
k ss′

+aLsa(n.e2)S′+aLsa(n_C2)S,))JSs,

･去∑∑((aLsan十elS′-aLsan-elS,)Jsls,
n ss/

+(aLsan十C2S′-aLsan_C2S,)Js2S′〉

- 316-
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hin+e l- bonn+C, nu

l

一2
ニ

b

hhn'e 1- 鳩 十e2I 2i

鳩 十C ,- 0, 3-1,2

hh十e 2- h･h十e1 - 0

(8･272)

これより

を得る.(8.269),(8.272)を(E.6)に代入してスピン流密度

Jl(n)1-J2(n)2--a ,∑ 〈asinklPa(k)+asink2PZ(k上 榊 )pg(k)) (8･273)
k

を得る.図8.11にこのSCW状態のスピン流密度のパターンを示す.

図 8.11･.G(IIE,1,0)3状態のスピン流密度のパターン.0内の矢印-,†はスピンの.,C,y成分を
表す.

8.5 M 点磁性状態

この節ではオーダリングベクトルが M点:k-Q-(7T,7T)を持つ既約表現eSMj,1,U)(U -0,1)
より導かれる状態を考察する.この場合の平均場ハミルトニアンは

H,n -H監+HL

HSL-∑ xO.(k)aksaks
ks
3

鶴 -∑ ∑ ∑x2(k)a去+Q.gJsAs′ak.s′
k ss'A-1

ここで可(k),pi(k)は(8･10),命題8･1より

可(k+Q)辛-可(k)

pI(k)辛 -pI(k+Q)

- 31 7 -
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を満たす･(8･48)より可(k)はSCF条件
5

td(k)-∑∑YiQ(k,k')pナ(k+Q),入≠O
k'i-1

(8･276)

で与えられる.YIQ(k,kI)からは定数の可(k)が得られ,これは kの偶関数でQ偶であるので,

表7.4(p.265)の(10)の場合に該当し,HJnはetMA19,1･1)に属することが分かる.
Y2Q(k,k')からは可(k)はcT(k),(Cは定数)の形になり,偶関数でQ奇であるので表7.4の(9)の
場合に該当し,鶴はeムMAlg,1,0)に属することが分かる.
Y3Q(k,k')からは可(k)はcn(k),(Cは定数)の形になり,偶関数でQ奇であるので表7.4の(9)の

場合に該当し,鶴は65MB19,1,0)に属することが分かる.
Y4Q(k,k'),Y5Q(k,k')からは可(k)はcISinkl+C2Sink2,(cl,C2は定数)の形になり,奇関数でQ

奇であるので表7.4の(10)の場合に該当し,鶴 はetMEu,1,1)に属することが分かる.

以下etMAlg,1,1),etMAlg,1,0),etMBlg,1,0),ebMEu,1,1)の場合について考察する.
上記の各場合にA(e3)に不変な状態が現れる.ここで A(e3)不変な

Hm-鶴 +鶴

HSL-∑ xS(k)aksaks
ks

鶴-∑ ∑ 榊 )ark.Q)sJs3S,aks′
k ssr

- ∑榊 )(afk十Q)Tak↑-a言k十Q)lak↓〉k

(8･277)

で表されるの平均場ハミルトニアンの対角化とpO.(k),pf(k)の表式を求めておく.(8.277)は次の
様に対角化できる.

Hm-∑′∑ Aksxs(k)Aks
k s

-∑′∑AksUs(k)Ust(k)Xs(k)Us(k)UsT(k)Aks
k s

- ∑ ′∑ αksE(k)αks･
k s

XT(k)-

Xl(k)-

(

(

.7;B(k) .T･?(k)'

夷(k)L7:B(k+Q)

.TB(k) 一可(k)'

-頑(k) .71･B(k+Q)

Aks-(o･ks,alk.Q,S)

αとS-(JlkL<,α,tks)-ALUs(k)

E(k)-
-E()(k)-/jL

EC,(kO,_,I)I(El(ミk' E27k,)

-318-
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Eo(k)

UT(k)

Ul(k)

uk

2′′/1ー
nH1
2罰
U
,Sel"Hut■川u
3
1∬+

-･i;
十ー
nu
,Se
棉iH川l
川u

残
3･R

,Se
,ie

u

γ

*た〟良〟
Vk uk

＼J

)

tTB(k)+ii111/2
)]

tTg(k)+勘11/2

ここでeiaはt,C2(k)-Cia I夷(k)lの位相因子である･uk,Vkは次の条件を満たす

ui,+ lvkl2-1

u2k｣ vkl2-

ukVk=-

xg(k)+P
Eo(k)
.,.I(ll)

2Eo(k)
可(k)*

ukV左ニー-2Eo(k)

(allksalks)-〈exp(βEl(k))+1)~1≡fl(k)
(α…ksα2ks)-〈exp(βE2(k))+1)-1≡f2(k)

(akT,a言k十Q )↑)- (atlk T,α…k T)

(ail,a言k十Q ,↓) - (αflki,α…k ↓)

＼
lJ

ノ

)

施

牝

残

3,4

鴨

pPq

た

た

一

～T{
?.

(

′
/
し

(a,ksaks)-uUl(k)+Ivkl2f2(k)

(aft.Q)sO,(k.Q)S)-lvkl2fl(k)･uU2(k)

(atk.Q,TakT)-u巌 (fl(k)-f2(k))

(aLa(k.Q)↑)-●ukVk(fl(k)12(k))

(aft.Q)↓ak↓)ニ ーu最 (fl(kト f2(k))

(akla(k.Q)↓)--ukVk(fl(k)1 2(k))

- 3 19 -

(8.278),(8.279)より

を得る.また(8･279)より

(8･281)と(8.282)より

(8･279)

(8･280)

(8･281)

(8･282)

(8･283)
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を得る.これより

を得る

pB(k)-u2kfl(k)+ lvkL2f2(k)

pB(k+Q)-座 l2fl(k)+u2kf2(k)
p?(k)-u摘 (fl(k)-f2(k))

pf(k+Q)-ukVk(fl(k)-f2(k))

(8.284)

8.5.1 etMAlg,1,1)

既約表現etMAlg･1,1)は3次元表現である.その表現空間の基底をhl,h,,h3とする.

p∈D4h,T(n)∈Ll,T(-)∈T(el)Ll-(Lo-Ll),6∈申,t∈R,u(n,0)∈Sのh･i(i-1,2,3)
への作用は

p･hi-hi

T(n)･hi-hi

T(m)･hi--hi

¢･hi-hi (8.285)

t･hi--hi

u(n,a)Ihi-∑Rji(n,0)hj
j

で与えられる.第8.4.1節の場合との違いはT(m)∈T(el)Ll,i∈Rの作用に対する符号が ト)に

なっている所だけである･従って第8･4･1節と同様な考察により,T(el)u2x,lu2yに対してh3が不

変であることを考慮すると,eSMAlg,1,1)の固定部分群と固定点部分空間として

G(MA19,1,1)-(E+T(el)u2.T)(E+tu2y)D4hLIA(e3)申

Fix(G(MAID,1,1))-(h3)R
(8･286)

を得る.

H,nのG(MAlg,1,1)不変性を利用してplI(k)(i-0,1,A-1,2,3)の対称性を考察する･命題

8.8(p.299)より,A(e3)対称性があるため

a(k)-pt?(k)-0,i-0,1

(aLakT)-(aklak↓)

(aと十QTak↑)--(aと十Qlak↓)

pg(k)-pY(k)-0

ー 320-

である.T(el)u2x不変性より

(8･288)より

(8･287)

(8･288)

(8･289)
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を得る･tu2y,D4h不変性よりpB(k),pf(k)はD4hのAlgに属する実関数であることが示される

pB(k),p?(k)のD4h対称性を考慮すると,SCF条件(8.48)より平均場ハミルトニアンは

Hm-HSt+鶴

HSl-∑ (a,7(k)-P)aとsaks
ks

HL -b∑ ∑ a‡k.Q)sJs3S,aks′
k ssr

ここで実数a,bは次のSCF条件で定まる.

a - -2ト 〈(V12J)/N)∑ 7(k)pS(k)
k

b- -〈(U-4J)/N)∑pf(k+Q)
k

ここで貢(k)が実数であること,(8.275)から導かれるpi(k+Q)-pf(k)を考慮して

∑ 7(k)p?(k+Q)-∑′7(k)p3(k+Q)+∑′7(k+Q)p3(k)
k k k

-∑′7(k)p3(k+Qト ∑′7(k)p?(k)-0
k k

(8･290)

(8･291)

(8･292)

なる関係を用いた.

pB(k),pi(k)の対称性を用いると,(8･52),(8･56)より次の自由エネルギー FHF,局所的秩序変数

の表式を得る.

FHF-∑ 2(-27(k)-p)pB(k)
k
2
+∑∑wiO(k,k')pB(k)pO.(k')++∑YIQ(k,k')p?(k)p?(k/+Q)
k,k′i=1 k,k′

･吉妄 〈fl'k'logfl'k)+(1-fl'k｡log(1-fl(k''

+f2(k)logf2(k)+(1-f2(k))log(1-f2(k)))

d(n)-孟∑pB(k)
k

p(n)〟-妄∑7(k)pB(k)
k
1

s3(n)-万exP(-iQ･n)∑pf(k)
k

t3(n)p -o

(8･293)

図8･12にG(MAlg,1,1)状態のスピン密度のパターンを示す･この状態をスピン密度波‥SDW(spin

densitywave)という.また反強磁性‥AF(antiferromagnetism)とも呼ばれる･

- 3 2 1 -
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図 8･12‥G(MA19,1,1)状態のスピン密度のパターン.

8.5.2 豆とMAlg,1,0)

既約表現etMA19,1,0)は3次元表現である.その基底をhl,h2,h3とするとp ∈ D｡h,T(n)∈

Ll,T(-)∈T(el)Ll-(Lo-Ll),¢∈申,t∈中のhi(i-1,2,3)への作用は

p･ht-hi

T(n)･hi-hi

T(m)･hi--hi

¢･hi-hi (8･294)

t･hi-hi

u(n,o)･hi-∑ Rji(n,0)hj
Ei:

で与えられる.dtMAlg,1,1)の場合との違いは帰 こ対するtの作用が (+)になるだけである.従っ

てこの場合のetMAlg,1,0)の固定部分群と固定点部分空間として

G(MAlg,1,0)-(E+T(el)u2.T)D4hLIA(C3)a

Fix(G(MA19,1,0))-(h3)R
(8･295)

を得る.eSMA19,1,1)の場合と同様な手法によりpB(k)tまD｡hのA19表現に属する実数値関数であ

り,pf(k)はD4hのAlg表現に属する純虚数値関数であることが分かる.命題8･1より

pf(k+Q)--p?(k) (8.296)

を得る･pE(k),p?(k)の以上の対称性を考慮するとSCF条件(8･48)より平均場ハミルトニアンは

Hm-HSt+Hrl,l

Hl'L-∑ (aT(k)-rL)0,ksaks
k5

H,ln-ib∑∑ 7(k)0,Ek十Q)sJ望3,0･ks
k.,･sJ′

- 322-

(8.297)



物性理論における群論的分岐理論入門 (その2)

で与えられる.ここで実数a,biまscF条件

a--2t-((V-2J)/N)∑7(k)pS(k)
k

ib-1V/N)∑T(k)pi(k+Q)-〈V/N)∑ 7(k)pi(k)
k k

(8･298)

で定まる･pS(k),p?(k)の対称性を用いると,(8･52),(8･56)より次の自由エネルギー FHF,局所的

秩序変数の表式を得る.

FHF-∑2ト 27(k)-p)pB(k)k
2

+∑∑ wiO(k,k')pS(k)p呂(k')++∑Y2Q(k,k')pf(k)pf(k'+Q)
k,k'i=1 k,k'

･吉妄〈fl'k'logfl'k｡ '1-fl(k''log(1-fl'k')
+f2(k)logf2(k)+(1-f2(k))log(1-f2(k)))

d(n)-孟∑pB(k)
k

p(n)p-妄∑ 7(k)pB(k)
k

s3(n)-o
1

t3(n)〟-諦 exp(-iQ･n)∑7(k)pf(k)
k

(8･299)

ここでpf(k)が純虚数のためt3(n)pが純虚数であることに注意されたい･したがってスピン流密

度の存在が予想される.命題D.1,命題D.2,(8.297)より‰ のサイト表示は次のようになる･

H--∑∑トpaLsans′+去a(ahsa(n.el,S′+aLsa(n-el,S′
k ssr

+aLsa(n 十C2)S′+aLsa(n_C2)S,))JsOs,

･筈∑∑exp(iQ･n)i(aLsan.elS′+aLsan-elS′+aLsan+C｡S,aLsan-C｡S,)Js33,)
n ss/

(8･300)

これより

1

鳩n+e1-hOnn+C 2 ニラa
ib

鳩n十el-鳩n十e2-すexp(iQ･n)

L,rB(k)-aT(k)-P
x号-ibT(k)

- 323 -
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を(8.279)に代入すると

Eo(k)- (aT(k))2+(bT(k))2-諭巧面 目(k)l

これらを(8.280),(8.284)に代入すると

去∑ 7(k)pS(k)-∑′7(k)pS(k)I∑′7(k十Q)pB(k+Q)
k k

-妄∑′7(k)(pO.(k)-pO.(k+Q))
k

-妄∑′7(k)(uk-Ivkl2)(fl(k)-f2(k))
k

Eo(k)

α1
､/儲了~辞N

)(fl(kト f2(k))

∑ ′lT(k)i(fl(k)-f2(k))
k

妄∑ 7(k)p?(k) -
k

ib 1

V/a2+ b2N
∑ ′I7(k)I(fl(k)-f2(k))
k

S≡妄∑′l7(k)i(fl(k)-f2(k))
k

同様にして

を得る

と定義すると

妄∑ 7(k)p?(k)-
k

を得る.これを(8.298)に代入すると

aニー21+(V-2J)

ib=V

∫=Vり-IlI･-'
p(n)I-P(n)2- a a

1
t3(n)1-t3(n)2-盲exP(-iQ

- 32 4 -

を得る.(8.308)の第2式より

となる.これと(8.299)より

(8.303)

(8･304)

(8.305)

(8･306)

(8･307)

(8･308)

(8.309)

(8.310)
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(8･301)と(8･310)とスピン流密度の表式 (E.6)より

J3(n)1-J3(n)2-一芸〈2I-[芸去exp(-iQ･n)g]+I-[筈exp(iQ･n)(-;)])
=0 (8･311)

が得られる･ 従って状態G(MA19,1,0)はスピンボンドオーダーは複素数であるが,スピン流密度

はゼロなるとなる奇妙な状態である.これを擬スピン流密度波‥PSCW (pseudospinsurrentwave)

と呼ぼう.

8.5.3 dtMBlg,1,0)

既約表現etMBlg,1,0)は3次元表現で,その基底をhl,h2,h3とすると,

p∈D2h,Pl∈C4+zD2h,T(n)∈Ll,T(m)∈T(el)Ll -(Lo-Ll),¢∈申,t∈中の

hi(i-1,2,3)への作用は

p･hi-hi

pl･hi--hi

T(n)･hi-hi

T(m)･hi--hi (8.312)

¢･hi-hi

t･hi-hi

u(n,a)･hi-∑Rji(n,0)hj}
で与えられる.eSMA19,1,0)の場合との違いはpl∈C4'zD2hのhi8こ対する作用が (-)になるだけで

あるので,etMB19,1,0)の固定部分群と固定点部分空間は

G(MBlg,1,0)-(E+T(el)u22)(E+C4+zT(el))D2hLIA(C3)R

Fix(G(MBlg,1,0))-(h3)a

で与えられる.

(8.313)

G(MAID,1,1)の場合と同様な考察により,G(MBlg,1,0)対称性からpg(k)は D4hのAlgに属

する実数値関数,pf(k)はD4hの Blgに属する純虚数値関数で

p?(k+Q)--p?(k) (8.314)

を満たすことが分かる.pB(k),pf(k)の以上の対称性を考慮するとSCF条件 (8･48)より平均場ハ

ミルトニアンは

Hm-HSL十H,ln

HTOn-∑(aT(kトF～L)oJksakJ
ks

鶴-ib∑∑ ･n(k)alk.Q)L<JS?S,a,hメ′
ks5.g′

- 325 -
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で与えられる.ここで実数a,吊まSCF条件

a - -2t｣(V-2J)/N)∑ 7(k)p呂(k)
k

ib- -(V/N)∑ ･n(k)pf(k+Q)-〈V/N)∑ /q(k)pf(k)
k k

で定まる･また(8･52),(8･56)より次の自由エネルギーFHF,局所的秩序変数の表式を得る

FHF-∑2(-27(kトFL)po.(k)
k
2

+∑ ∑ wiO(k,k')pB(k)pB(k′)++∑ Y3Q(k,k')p?(k)pf(k'+Q)
k,k'i-1 k,k'

･吉宕〈fl'k'logfl'k)+(i-fl'k｡ log(1-fl'k))
+f2(k)logf2(k)+(1-f2(k))log(1-f2(k)))

d(n)-孟∑pB(k)
k

p(n)p - 妄∑7(k)pB(k)
k

s3(n)-o
.I

t3(n)1-5RFeXp(-iQ･n)∑n(k)pf(k)
k

1
t3(n)2--諦exP(-iQ･n)∑n(k)pi(k)

k

(8･316)

(8･317)

ここでパ(k)が純虚数のためt3(n)pが純虚数であることに注意されたい･従ってスピン流密度の

存在が予想される.命題D.1,命題D･2,(8･315)よりHm のサイト表示は

Hm-∑ ∑ トpaLsans′+去a(aLsa(n.el)S′+aLsa(n-el)S′
k ssr

+aLsa(n十C2)S′+aLsa(n_C2)S,))JSs,

･筈∑∑exp(iQIn)((aLsan.elS′+心 ′n-elS′-aLsan.C2S′-aLsan-e｡S,)Js3S,)
n ss/

(8･318)

となる.これより

1

hOnn.e l- hin.e2- - a2･ib
h･hn'e1--h,hn十C2-すexP(i,QIn)

を得る.(8.317),(8.319),(E.6)より次のスピン流密度を得る･

(8･319)

J3(n)1--J3(n)(2- 一 芸 exp(jJQ･n)妄∑ 〈0,77(k)ph(k)+bT(k)pB(k)〉 (8･320)
k

- 326 -
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ここでpfI(k)ニーip?(k)で定義される実数値関数である.図8.13にG(MB19,1,0)状態のスピン
流密度のパターンを示す.これはSCW 状態の一種である.

図8･13‥G(MBlg,1,1)状態のスピン流密度のパターン

8.5.4 etMEu,1,1)

既約表現etMEu,1･1)は2×3-6次元表現であり,その基底をhi入(i-1,2,A-1,2,3)とする
p∈D4h,T(n)∈Ll,T(-)∈T(el)Ll-(LoILl),¢∈申,t∈中のhi人への作用は

2

pIhi入-∑hi,入Di,i(p)i/=1
T(n)･hî-hî

T(m)･hi入ニーhi入

¢ ･hi入-hi入

t･hi入 ニ ーhi入

u(n,o)･hi入-∑RpA(n,0)fhp
〃

(8･321)

で与えられる.ここでD(p)はD4hのE表現の表現行列である.

甜Eu,1,1)の場合と同様な考察をすると,etMEu,1,1)の固定部分群とその固定点部分空間は

G(MEW,1,1)1-(E+C2yu2･y)(E+T(el)u2x)(E+ tu2y)C2V.TLIA(C3)申

Fix(a(MEIL,1,1)1)-(h13)R

G(MEu,1,1)2 -(E+C2bu2y)(E+T(el)C2b)(E+iu2y)C2vaLIA(C3)申

Fix(a(MEt"1,1)2)-(h13+h23)R

G(MEW,i,1),3-(E+T(el)u2～,)(E+IC2Z)(E+ tu2Z)IID4Ll申

Fix(G(MEtJ,,1,1)3)-〈hll+h22)a

で与えられる.
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(1)a(MEW,1,1)1状態

‰ は

G(MEW,1,1)1-(E+C2yu2y)(E+T(el)u2.T)(E+tu2y)C2V.TLIA(C3)申 (8･325)

に不変であるのでG(GEN,1,1)1状態の場合と同様な方法でpB(k)はD2hのAgに属する実数値関

数で,pi(k)-ipfI(k)はD2hのB3uに属する純虚数値関数 (疏 (k)は実数値関数)であることを

示すことが出来る.以上の対称性を考慮すると,SCF条件(8.48)より平均場ハミルトニアンは

Hm-HBt十鶴+HEL

HEt-∑ 〈aT(k)-可aksaks
ks

鶴 -ib∑∑ sinklalk.Q)sJs3S,aks′
k ssr

HEt- C∑ n(k)a去saks
ks

で与えられる.ここで実数a,b,Cは次のSCF条件で定まる.

a - -2l-〈(V-2J)/N)∑ 7(k)pg(k)
k

C ニ ー((V-2J)/N)∑ 7(k)pB(k)
k

ib-(2V/N)∑ sinklPf(k)
k

(8.326)

(8･327)

HELはeムMEu･1,1)に属する鶴 の出現によって副次的に生ずる誘導される成分である.pB(k),pi(k)

の対称性と(8.52),(8.56)より,次の自由エネルギーFHFと局所的秩序変数の表式を得る･

〇 一 一CトーO

｣ 人
(a)ボンドオーダ (b)スピンボンドオーダー

図 8.14‥G(MEu,1,1)1状態の(a)ボンドオ-ダーと(b)スピンボンドオーダー
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FHF-∑2(-2T(kトp)po.(k)k
3

+∑∑wiO(k,k')pS(k)pB(k′)++∑Y4Q(k,k')p?(k)p?(k′+Q)
k,k'i=l k,k'

弓妄〈fl'k'logfl'k'+(1｣ 1(k''log(1-fl'k))
+f2(k)logf2(k)+(1-f2(k))log(1-f2(k)))

d(n)-孟∑pS(k)
k

p(n)i-妄∑ 〈7(k)･刷 )pS(k)
A

p(n)2-妄∑〈7(k)- (k))pB(k)
k

s3(n)-o
1

t3(n)1 --万exP(-iQ･n)∑sinklP2I(k)
k

t3(n)2-0

(8･328)

図8.14にボンドオーダーとスピンボンドオーダーのパターンを示す.この状態はSBOWである.

(2)C(〟軋,1,1)2状態

Hmは

G(MEu,1,1)2-(E+C2bu2y)(E+T(el)C2b)(E+lu2y)C2vaLIA(e3)申 (8･329)

に不変であるのでG(GEu,1,1)2状態の場合と同様な方法でpO.(k)はD2ahのAgに属する実数値

関数で,pf(k)-ipfI(k)はD2ahのB3uに属する純虚数値関数(晶 (k)は実数値関数)であること

を示すことが出来る･以上の対称性を考慮すると,SCF条件(8.48)より平均場ハミルトニアンは

Hm -HSL+Hrln

HSt-∑ 〈aT(kト 可aksa,ks
ks

HiL-ib∑∑ (sinkl+sink2)a言k.Q,sJs?S′aks′
k ssr

で与えられる.ここで実数a,bは次のSCF条件で定まる.

a--2t｣(V-2J)/N)∑ 7(k)p呂(k)
k

ib-〈V/N)∑ (sinkl+sirlk,2)pf(k)
k

(8･330)

(8･331)

po.(k),p?(k)の対称性と(8.52),(8.56)より,次の自由エネルギーFrIFと局所的秩序変数の表式を
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図 8.15‥G(MEW,1,1)2状態のスピンボンドオーダーのパターン.

得る.

FHF-∑2仁27(k)-FL)pS(k)
k
2 5

+∑∑wP(k,k')pS(k)pE(k')++∑∑YiQ(k,k′)pi(k)p?(k'+Q)
k,k'i-1 k,k'i=4

･吉妄〈fl'k'logfl'k)+(1-fl(k''log(ト fl'k')
+f2(k)logf2(k)+(1lf2(k))log(1-f2(k)))

d(n)-孟∑pB(k)k

p(n)1-P(n)2-妄∑7(k)pS(k)
k

s3(n)-o
1

t3(n)1-t3(n)2-一派exp(-iQ･n)∑(sinkl+sink2)p壬I(k)
k

図8.15にこのSBOW のスピンボンドオーダーのパターンを示す.

(8･332)

a(MEu1,1)3状態

‰ は

G(MET"1,1)3 -(E+T(el)u22)(E+IC2Z)(E+tu2Z)IID4Ll申 (8･333)

に不変であるのでG(rEu,1,1)3状態の場合と同様な方法でpS(k)はD4hのAgに属する実数値関

数で,pi(k)-ipiI(k),p亨(k)-ipfI(k)はD4hのE7Lに属する純虚数値関数(piI(k),piI(k)は実数
値関数)であることを示すことが出来る･以上の対称性を考慮すると,SCF条件 (8･48)より平均場

- 330 -



物性理論における群論的分岐理論入門 (その2)

ハミルトニアンは

II,,, /I:l',JII,l,,

HSl-∑ (aT(k)-lL)0,ksaks
ks

HL-ib∑∑(sinklJsls′+ sink2g…S,)afk十Q)saks′
k ssr

で与えられる.ここで実数a,bは次のSCF条件で定まる.

a - -2ト 〈(V-2J)/N)∑ 7(k)p呂(k)
k

ib-〈2V/N)∑ sinklP壬(k)
k

(8.334)の平均場ハミルトニアンHmは次のように対角化される･

Hm - ∑′∑AklXl(k)Akl
k l-+-

-∑′∑AとIUl(k)UIT(k)Xl(k)Ul(k)Ul(k)Akl
k I-+-

- ∑′∑aklE(k)αkl
k i-+-

ここで

X+(k)-

X_(k)-

(

(

aT(k)-iL-ib(sink1- isink2)
ib(sinkl+isink2) aT(k+Q)-ii
aT(k)-lL -ib(sinkl+isink2)

ib(sink1-isink2) aT(k+Q)-P

ATk+-(aTk.,a吉k+Q)↓)
AL-(ail,a吉k+Q)↑)

E(k)-(El去
El(k)

E27k,)

El(k)ニーEo(k)-ii

E2(k)-Eo(k)-lL

E｡-〈(aT(k))2+b2(sin2kl+sin2k,))1/2
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U+(k) )
＼
ー

ノ

･･T

Jk≠
≠

14

≠

≠

1･1:･T･t

iZⅦ
旧t膚
相川u
iZⅦ
l

柑u

二

二

uk-[;(i- 認 )]1/2

vk--e納 [去(1+認 )]1/2

･と十-(atlk十,α…た+)-Aと十U'(k)

αL -(allkJα去k_)-Ak_U-(k)

(8･338)

ここで eiQ(k)tまib(sinkl+isink2)-eib(k)〈b2(sin2kl+sin2k2)〉1/2の位相因子である.uk,Vk

は次の条件を満たす.

u2k+lvkl2-1
u2k一座 l2-

ukVk=-

ukV左ニー

aT(k)
Eo(k)
ib(sinkl+isink2)

2Eo(k)

-ib(sink1- isink2)

2Eo(k)

(8･336),(8･338)より

(αflk十α1k十)-(αtlk_α1k-)-〈exp(βEl(k))+1)~1≡fl(k)

(α…k.α2k十)-(α…k_α2k_)-〈exp(PE2(k))+1〉~1≡f2(k)

(atTk.ajk_)-(克_αjk十)-0, ℃,∫ -1,2

を得る.(8.336),(8.338)より

(akT,aをk.Q)↓)-Aと+-αと+U･(k)T-(αtlk.,α三k+)

(ail,a吉k.Q)↑)-AL-αLUJk)t-(Jlk_,α去t_)

EiiiiiZ田
劇鳳n
u

鴫牝
p.q
牝

牝雅
た
*た

L

叫
.㍗

iZⅦⅧ旧旧相川u
n

川柑旧t膚
相川u

(8･340),(8･341)より

(akTak↑)-(aklak↓)-u2kfl(k)'座 l2f2(k)

(atk+Q)↑a(k+Q)↑)-(alk.Q)↓a(k十Q)↓)-座 l2fl(k)+u2kf2(k)

(atk,a(k.Q)∫)-ukVk(fl(k)-f2(k))

(alk十Q)lakT)-ukVk(fl(k)-f2(k))

(akia(k.Q)↑)--ukVk(fl(k)-f2(k))

(a吉k十Q)↑ak↓)--ukVk(fl(k)-f2(k))
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pS(k)-ui,fl(k)+lvkl2f2(k)

pS(k+Q)-lvkE2fl(k)+u2kf2(k)

pHk)-憲 (fl(k)-f2(k))

p?(k)-芸 者(fl(k)-f2(k))

を得る.これより

(8･343)

pS(k),pf(k)の対称性と(8･52),(8･56)より,次の自由エネルギーFHFと局所的秩序変数の表式を

得る.

FHF-∑2(-27(kト p)ps(k)k
2

+∑∑wiO(k,k')p3(k)pB(k′)
k,k'i=l

+ ∑ 〈Y4Q(k,k')pi(k)pi(k'+Q)+Y5Q(k,k')pf(k)p?(k'+Q)〉
k,k'

塞くfl'k)logfl'k'+(1-fl'k))log(1Ifl(k')
+f2(k)logf2(k)+(i-f2(k))log(1-f2(k)))

d(n)-孟∑pB(k)
k

p(n)1-P(n)2-妄∑7(k)pS(k)
k

ŝ(n)-0,A-1,2,3
1

Ll(n)1-L2(n)2--万exp(-iQ･n)∑ sinklP壬I(k)
k

(8,344)

図 8.16‥G(MEN,1,1)3状態のスピンボンドオーダーのパターン.0内の矢印-,‖ま.1?,y方向に
スピンが向いていることを示す
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図8.16にスピンボンドオーダーのパターンを示す. この状態はSBOW であるがスピンの向きが

1軸的ではなく,.T,yの2次元的な向きを持っている

8.6 まとめ

第8章で超伝導以外の状態でオーダリングベクトルが r点(k-(0,0))またはM 点

(k-Q-(7T,7T))である多様な対称性の破れた状態を導き出した･これらを表8･3,表8.4にまと
めた.

これらの導出で既約表現の国定部分群の構造が決定的な役割を果たした.既約表現から固定部

分群を見出す問題は純粋に数学としての群論の問題であって,物理としての模型には依存しない.

模型が規定するのはどの既約表現が現れるか?という点である.

オーダ リングベクトルをr点,M点 に限った場合,空間群p - D4hL(el,e2)の既約表現は点

群 D4hの既約表現で規定される.第 8章で考察した Hubbard模型ではD4hの既約表現として

Alg,BID,Euの3種類だけ問題になった･模型に依存してAlg,B19,Eu以外の既約表現が現れる可

能性がある.

またここでは考えなかったr,M 点以外のオーダリングベクトルをもつ場合,空間群pの既約表

現Pの次元がより高くなり,それによるGoの既約表現eo=P㊤き(〟)㊤良(U)の固定部分群を求

めることはより複雑になる･その場合第2･3節(その 1p･529)の定理2.4等も使いながら固定部分

群を求めることになる.

スピン回転群 Sの既約表現は恒等表現 き(0)(シングレット状態に対応する)とき(1)(磁性状態に

対応する)が現れる･超伝導以外の状態では,R-申+t中の既約表現は奇の恒等表現 壷(0)に対応

する良(0)(時間反転対称性を保存する)と良(1)(時間反転対称性をやぶる)が現れる.

一般的に述べると空間群の既約表現をPとすると,き⑳fLの各表現から次の状態が導かれる.

(1)P㊦S(0)㊤良(0)-⇒ 電荷密度波 (CDW),ボンドオーダ一波 (BOW)

(2)P㊤g(0)⑳良(1)-⇒ 電流密度波 (CCW)

(3)f･⑳き(1)㊤良(0)-⇒ スピン流密度波(SCW)

(4)i,0台(1)㊤良(1)-⇒ スピン密度波(SDW),スピンボンドオーダ一波 (SBOW)

(5)i,◎き(0)o良(2)-⇒ スピンシングレット超伝導状態

(6)P㊤g(0)◎良(2)-⇒ スピントリプレットレット超伝導状態

以上の各状態はPの既約表現 P(i)によってさらに細分化される.各既約表現の固定部分群に対応

した平均場ハミルトニアンHrnが求まる.これらのなかでどの状態が最も安定であるか?は群論

的考察だけからは決定できない.それはt,U,V,J等のパラメーターや電子数に依存しており,数値

計算の結果で判定する必要がある. 群論的手法は可能な状態のリストを作り,その状態の平均場

ハミルトニアンの標準型を与える.数値計算もこれに基づいてやればより容易になる.その3では

上記の(5)(6)に対応する超伝導状艶 縮退fhlbbard模型の対称性の破れた状態,ボルテックス状

隻 ,強磁性 反強磁性秩序存在下での超伝導状態について解説する予定である.
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状態 固定部分群 鶴 (k)ss′

G(rAlg,0,0):正常状態

a(rBlg,0,0):BOW

a(MAlg,0,0):CDW

a(MB19,0,I).･CCW

a(MEW,0,0)1:BOW

a(MET,,0,0)2:BOW

D4hLoSR

D2hLoSR

D4hLISR

(E十tT(C1))(E十T(el)C4+I)D2hLIS◎

(E+T(el)C2Z)C2VェLISR

(E十T(el)C2Z)C2vaLISR

0

bn(k)aとsqsos,aks

balk.Q,sqsOs,aks′
ibq(k)atk十Q,sqsOs,aks′

ibsinklalk十Q,sqsOs,aks,''

ib(Sinkl+sink2)a吉k十Q,SqLPs,aks′

HSi-∑ks(a7(k)-P)atksakB

Hm -HEl十∑k∑ss′Hit(k)sS′

''の場合H- -HEl+∑k∑ss′HL(k)ss′+C∑ksり(k)aTksaks

C2m -(E,C2｡,ZC2zJC2y)

C2va-(E,C2a,ZC2Z,IC2b)

表 8.3:非磁性状態の固定部分群と平均場ハミルトニアン

状態 固定部分群 H∑(k)ss′

a(rAlg,1,1):FM

G(rBlg,1,i):SBOW

G(IIEu,1,0)1:SCW

a(rEu,1,0)2:SCW

a(IIEu,1,0)3:SCW

G(MA19,i,1):AF

a(MAID,1,0):PSCW

G(MBlg,1,0):SCW

a(MEW,1,1)i:SBOW

G(MEW,1,1)2:SBOW

a(MEW,1,1)3:SBOW

M(C2)D4hLoA(C3)4'

M(C2)(E十C4+lu2ェ)D2hLoA(C3)◎

(E十C2zu2=)C2mLoA(C3)R

(E+C2zu2x)C2vaLoA(C3)R

(E+Iu22)IID4hLoR

M(e2)TxD4hLIA(C3)◎

TxD4hLIA(C3)a

(E+C4+zT(el))T2D2hLIA(C3)R

(E十C2yu2y)TIM(C2)C2V｡LIA(C3)申

(E+C2bu2y)TxM(C2)C2vaLIA(C3)◎

(E+T(el)u2Z)(E+Iu2Z)M(C3)IID4Ll◎

(bT(k)lil)aksqs38′aks′
bq(k)atkSqS3S,aks′
十bsinklaksqB38,aks,++
b(sinkl+sink2)aksqs3S′aks′
b(sinklCrsls′+sink2qs28′)akBakB′
ba言k十Q,sqs3S′aks′
ih(k)alk十Q,sqs33′aks′
ibn(k)atk十Q,sqs38′aks′

ibsinklatk.Q,BCS38,aks, ' '

ib(sinkl+sink2)afk.Q,sqB3S,aks,

ib(Sinklqsls′+sink2qs2S,)afk･十Q,sak･S′
HBl-∑ks(aT(k)

Hm -HSl+∑k∑ss′鶴 (k)ss′

''の場合H- -HEl十∑k∑ss′鶴 (k)ss′十C∑ksq(k)aksaks
c2t,I-(E,C2訂 C2Z,IC2y)

C2t･a-(E,C2a,IC22,IC2b)
TT-(E,T(el)u2｡)

M(et)-(E,tu2i)

表8.4:磁性状態の固定部分群と平均場ハミルトニアン
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付 録A 定理6.2の証明

HFB自由エネルギ-の表式(6.73a)を使い

F(Zg)-(～)zg+去trlR(Zg)logR(Zg)+(12N-R(Zg))log(12NIR(Zg))]

-F(Z)-(瑚Z･i trlR(Z)logR(Z)I(12N -R(Z))log(12NIR(Z))] (A･1)

を示せばよい･まず次の等式を準備しておく･g∈Goの条件(6･98)の第1式の左からgli,右から

gjkを掛けてi,jにつき和を取ると

∑∑gligii,(Ti′j′-P6i,i,)(辛)9,I,jgjk-∑ gli(Tij-P6ij)gjk
りi/i/ i2'

(Tlk-P6lk)(*)-∑ gli(Tij-IL6ij)gjk
i3-

(A.2)

を得る･また(6･98)の第2式の左からgligttn,右からgjkgmsをかけてi,i,･m,nで和を取ると,

∑ ∑ glfigii,gtTngnn,(i'n'LVIj'm')(*)9,I,1g,･kgL′mgms-∑gltigtfn(inJVIjm)gjkgms
りrTmi/i/m/n/ りmTZ･

(llIVlks)(*)-∑gligtfn(inIVIjm)gjkgms
りrTtn

(A･3)

を得る.また(6.6)とβのエルミート性,人の反対称性を使うと

[∑(Tij-FL6i,I)pji]'-∑ (Tij-IL6ij)*p,ti
ij

-∑(Tji-P6ji)pij
ij

-∑ (Tij-P6ij)p,･i
ij

[∑ (叫 VIjm)pjiPmn]*-∑ (iniVIjm)*p,tiP㌫n
りrnn りrnn

∑(jm lVIin)pijPnm
り T7ttと

∑ (叫 VIjm)pjiPm n
りT77n
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[∑ (in,IVIjrm)A.Li入jm]*- ∑ (inIVIjm)辛(入*)･hi(A)三m
りmTt りrn;n,

-∑(jm‖′Iin･)(A)Li(A)tn
りrnn

-∑ (inlVljm)人とi入jm
りmn

が得られる.(6･67)の表式より

(71)zg-∑ (Ttj-P6ij)(p9)ji
i)'

･吉∑(inLVIi-)〈(pg)ji(pg)-n-(pg)-i(pg)jnI(入9),たi(入9)i-)l}mT7

(6･127)より

∑ (Tij-P6ij)(pg)ji-∑ (Tij-P6ij)(gp(辛)gT)ji
ij ij

-∑∑(Tij-P6ij)gjkP法)gli
i)LA.I

-∑∑ gli(Tij-P6ij)gjkP法)klij
-∑ (Tlk一両 k)(*鳩)
kl

-[∑ (Tlk-FL6lk)pkl](')
kl

-∑ (Tlk一両k)pkl
kl

を得る･ここで第4の等号は(A.2)を使い,最後の等号は (A.4)を使った.

また(A.3)および (A.5)を使って(A.7)の第二項は次式のようにかける.

去∑ (叫 V Ij･-)(pg ),i(pg)- a - 去 ∑ (in LVIi-)(gp'*'gT),i(gp'･'g†)-a
りmn りmn

1
2∑∑ (inIVIjm)9,kP法)gltgmspS;)gttnりmnklst

吉∑(∑gligtfn困 V‖-)gjkgrns)p法'pS;)klsti]'rTm

去∑(ltIVLks)'･)離 ;)klst
(去∑(l岬 困 pklPst)(*)klst

去∑(勘VIks)pklPstk-lst

同様にして(A.7)の第3項は

一三∑ (inLVIj-)(pg)-I(pg)j化 -りrnT1
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となることが示される.(A.7)の第4項は(A.6)を使ってつぎのようになる.

去∑ (inIVIi-)(入g)Li(Ag)i--去∑(inAVIi-)(gA'･'gt)ti(9人'･'gt),-
りmn

したがって

1
2
りmn

∑(inIVAjm)(g*(A(+))to†)ni(9人(*)gt)jm
りT72tZ･

去∑∑(叫VIi- )g ･:k(̂ '*))tlgligjs(来 ;'gttmijmnlkst

去∑〈∑glfigLn(inIVlj-)gjs9-i)(入'･')tl人皇;)lkstりrTm
去∑(lkIVIst)'*)(̂'･')tl入三㌢lkst
言∑ (lkIVIst)(人偏Ikst

(7lt)zg-(71)Z (A･12)

が示された.また (6.125)より

去trlR(Zg)logR(Z g) + (12N-R(Zg))log(12N-R(Zg))]
1

- 壷叫BR(Z)'*'b f lo g (6 R (Z)'*'bt)+(12N -BR(Z)(守 )log(12N-BR(Z)'*'bt)]

- 3trl1"Z )'m og R (Z)'''･ (12N-R(Z)'･')log(12N-R(Z)'･')]

-3trlR(Z)logR(Z)I (12N -R(Z))log(12N -R(Z))] (A･13)

を得る.最後の等式はR(Z)のユニタリー性とユニタリー行列Aに対してtr(AlogA)が実数であ
ることを使った.1
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付 録B D4hの既約表現行列

D仙 E C4+z C2z C4-Z 基底関数

Alg 1 1 1 1 1,coskl+COSk2,COSk3

A29 l l l l fA29(k)
BID 1 -l l -1 (cosk1-COSk2)

B29 1 -l l -1 sinklSink2

D C2x C2y C2a C2b

Alb 1 1 1 1

A29 -1 -1 -1 -1

BID l l -1 -1

B2g -1 -1 1 1

D4h I IC4+h-S4-z IC2Z- Crz IC4+I-S4+I

Alg 1 1 1 1

A2g 1 1 1 1

Big 1 -l l -1

B2g 1 -l l -1.

D4h IC2.T- 0-.T IC2y- C,y IC2a- Jda IC2b-Jab

Alg 1 1 1 1

A2g -1-1 -1 -1Bigll -1 -1B2g-1 -1 1 1

基底関数

fA2g(k)-sinんlSink2(coskl-COSk2)
表 B.1‥D4hの偶(gerade)既約表現行列
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D E C4+z C2z C4-_, 基底関数

Alu l l l l flu(k)

A2u 1 1 1 1 sink3

Blu 1 -l l -1 sinklSink2Sink3

B2u 1 -l l -1 fB,"_(k)

D C2x C2y C2a C2b

Alu 1 1 1 1

A2u -1 -1 -1 -1

BIN l l -1 -1

B九 -1 -l i l

D4h I IC4+h-S4-z IC2Z-Jz IC4+I-S4+～,
Alu -1 -1 -1 -1

A2u -1 -1 -1 - 1

Blu -l l -l l

B2u -l l -l l

D4h IC2.T-J.T IC2y-Jy IC2a-Jda IC2b-Jdb

Alu -1 -1 -1 -1

A2u 1 1 1 1

Blu -1 -1 1 1

B l l -1 -1

基底関数

fAlu -SinklSink2Sink3(coskl-COSk2)
fB2u-Sink3(cosk1-COSk2)

表 B･2‥D4hの奇 (ungerade)既約表現行列
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付 録C (7.100)の証明

証明.Cornwellによる方法 22)に沿って証明する.n軸の周りの角0の3次元回転R(n,0)で,

3次元実空間(el,C2,C3)Rの基底 (C1,C2,C3)が 〈e'1,e'2,e'1)に移動するものとする.すなわち
3

e;I- ∑ eiR(n,0)i" 3-1,2,3
l=1

eiとの内積を取って

R(n,0)i,.-ei･e;., 3,%-1,2,3

を得る･まず eJ･がnに一致しない場合を考える･lj,-jを次のように定義する･

JJ
nXej

lnxejl

mj- ljX n
(nxej)xn = ej-(ej･n)n

Inxejl lnxeiI

ここでベクトル積の公式

Ax(β ×C)-β(A･C)-C(A･β)

を使った･(C.4)を使うと(C.3)より

-Jxlj- n

ljXn--i

(C･1)

(C･2)

(C･3)

(C･4)

(C･5)

nxmj-lj

を得る･こうして-∫,lj,nは互いに直交する単位ベクトルで右手系をなす･ (C･3)の第2式の最

後の表式を使うとejは-jとnで張られる平面上にあることが分かる･したがって

ej-(ej･-i)-i+(eJ･n)n (C･6)

と書くことが出来る･ ベクトルejをn軸の周りに0回転してC3となるとすると,(ej･n)nは不

変であるので

/
ej- (eJ･mj)mjCOSO+(eJ･mj)lJsinO+(ej･n)n

(AxB).(CxD)-(AIC)(B･D)-(A･D)(B･C)

- 3 4 1 -
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を使うと

を得る.したがって

ej'mj

恒×ejl2-(nxeJ)･(nxej)

-1-(n･ej)2

ej･(ej-(C3･･n)n)

lnxejI

-lnxejJ

1-(ej･n)2

lnxejl

が得られる.(C.6)より

(ej･-i)-i-ej-(ej･n)n

を得る.(C.3)の第1式と(C･10)より

(ej･-i)lj-nXej

を得る.(C.ll)と(C･12)を(C･7)に代入すると

e;･-(C,-(ej･n)n)cosO+(nxe,)sine+(e,･n)n

を得る.(C.2)と(C･13)より

R(n,0)ij-ei･e;

-ei.ejCOSO+(ej･n)(ei･n)(1-cosO)+ei･(nxej)sine

-6ijCOSO+ninj(ト cosO)-sinO∑ eijknk
k

最後の等号は

ei･(nxej)-n･(ejXei)--n･(eiXej)ニー∑ 亡ijknk
k

を使った.

ejがnに一致する場合e;･-ejとなる･したがって

R(n,0)ij-ei･弓 -et･C, -6ij

となり(C･14)と一致する･
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付 録D 電流密度演算子

Hartree-R)ck近似での電流密度演算子を求める.23)非磁性状態のHFハミルトニアンをサイト表

示で

Hm-∑ ∑ hOmnainsans
mn s

(D･1)

与えられているものとする.ここでhOmnはm - nまたはm とnが互いに最近接サイトにある
ときのみゼロでない値を持つ.電荷密度演算子

a(n)-∑ aLsans
S

(D･2)

に対するHeisenbergの運動方程式は

-ih空禁 -lH- ,Hn)] - ∑(hlhaLsa妬S-hOhnaksans) (D･3)
免S

で与えられる.ここで免についての和はnの最近按サイトについての和を意味する.nと免との

ボンドをn一 元の方向に流れる電流密度演算子Ĵa詔 ま電荷保存則

-C等 1-∑ Ĵa免
免

が成り立つように定義される.(D･3)と(D.4)より

j‰免 ニーi孟∑(hOn免aLsahs-hOhnaksans)S

を得る.

(鴨 n)-(h,On免)辛

(aksans)-(aLsa免S)*

より電流密度の平均値J品免-(ja危)は

J品免-筈∑I-lhLh(aLsahs)]β
で与えられる.

ここで電流密度の平均値Ja 免の計算に有用な等式を挙げてておく･
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命題 D.1.次の等式が成立する.

∑aとsaks′-∑ aLsans,
k

∑ 7(k)aとsaks′
k

∑～(k)aとsaks′k
∑ sinklaとsaks′
k

∑sink2aとsaks′
k

n

去∑ (aLsan.elS′+aLsan-elS′+aLsan十C2S′IaLsan-C2S′)
n

去∑ (aLsan十elS′+aLsan-elS′-aLsan十e2S′-aLsan-C2S′)
n

請 (aLsan･elS′-aLsan-elS′)

請 (oILsan･e2S′- aL sa--e2S′)
証明

(D.8)の第2式を証明する.(7･3)より

∑7(k)aksaks′-嘉∑ ∑ (eik･el十e-ik･el+eik･e2Ie-tk･C2)eik.'n-n''aLsan,S′
1
百万

k nn'

∑∑(eik.(n十el-n')+eik･(n-e1-n')
k nn'

+eik.(n'e2-n')+eik･(n-e2-n'))aLsan′S′

-去∑(aLsan.elS′IaLsan-elS′+aLsan十C,S′IaLsan-C2S′)n

を得て(D.8)の第2式を得る.他の等式も同様に証明できる.1

同様に次の命題を得る.

命題 D.2.次の等式が成立する.

∑ a‡k十Q,saks′ - ∑ eiQ'naLsans′
7c n

∑ 7(k)afk十Q,saks′-喜∑ eiQ･n(aLsan十elS′+aLsan-elS′
k n

+aLsan+C2S′+aLsan_e｡S′)

∑刷a‡k.Q,saks′-去∑ eiQ･n(aLsan.elS′IaLsan-elS′k n

-aLsan.e2S′-aLsan-e2S′)

∑ sinklatk十Q)saks′-請 eiQ'n(aLsan･C,1-aLsan-ei)k

∑ sink2afk十Q,saks′-去∑ eiQ･n(aLsan十C2S′-aLsan-C2S,)
k n

- 3 4 4 1
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証明

(D.10)の第2式をを証明する.(7.3)より

∑7(k)alk.Q,saks,-去 ∑ ∑ 〈eiQ･n(eik.el+e-ik･el十eik･C2+e-ik･e2)
k nn'

･ eik･(n-n')aLsan′S′チ
1
百万∑∑〈eiQ･n(eik･(n'e1-n')+eik･(n-e1-n')
knn'

+eik･(n'e2-n')+eik･(n-e2-n'))aLso,n′S′〉

∑〈eiQ.n(aLsan.elS′十aLsan-elS′
n

+aLsan十C2S′+aLsan_E∃S,))

を得て(D･10)の第2式を得る･他の等式も同様に証明できる･l
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付 録E スピン流密度演算子

Hartree-R)ck近似でのスピン流密度演算子を求める.23)磁性状態のHFハミルトニアンをサイト

表示で

3

Hm -∑ ∑ (hOmnainsans+∑ h‰nainsJsAs′ans′)
rnnss/ =̂1

(E･1)

与えられているものとする.ここでhOm n,hhm はm - nまたは m とnが互いに最近接サイト
にあるときのみゼロでない値を持つ.スピン密度演算子

Bh- 喜 ∑ aL sJsAs,ans′
ss/

に対するHeisenbergの運動方程式は

-ih% -lHm,Bh]-去∑∑i(一塊maLsams′+hOmnainsans,)JsAs′
rnss/

+(-hhmaLsams′+h㍍nainsans,)C'gs,

-i∑ e入pu(hPnmaLsams′+hPm nainsans′)JsUs′〉
/LLr/

(E･2)

(E･3)

で与えられる･ここでe入〃Uは (7･101)で定義され,(A,FL,I/)の置換の符号を表す･nと免とのボン

ドをn- hの方向に流れるスピンの入成分の流れの演算子 jA詔 まスピンの保存則

-e(普)-∑jA免 (E･4)
免

より次式で与えられる.ここで免についての和はnの最近按サイトについての和を意味する.

jA免ニー(ie/2h)∑i(-hOn免aLsahs,十hOhnaksans,)JsAs′
ss/

+(一枕元aLqa免S′+鳩naksa n s,)Jes,

-i∑ e入〃U(hn免aLsahs′+鳩naksans,)JsVs′チ
/Il′

平均場ハミルトニアンのエルミート性 hOmn-(hOnm)*,him -(ham)*を用いると

n=⇒ n +e]のスピンの入成分の流れは

J入(n)i-(lan.e,)-一言〈2I-lhOnn.C,t̂(n)j]IImlhhn.C,p(n)j]

+∑∈入′LVRe[鳩n十e,LU(n),])
/∫一′

で与えられる.ここでRe4ImAはAの実数部分,虚数部分を表す.
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