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1 序論

Vycorグラスのような多孔質グラスに閉じ込められたいわゆるランダム系での液体4Heの

ボース･アインシュタイン凝縮 (以下ボース凝縮)と超流動は量子流体に関する非常に重要な

問題の1つである｡ このような制限された空間の中でボース流体がどのような影響を受けるで

あろうか､ということは理論的にも実験的にも非常に興味深い｡

入点と呼ばれる温度2.17【K]以下で液体4Heは粘性を持っていない かのように振舞う､超流動
状態へと転移する｡超流動は超伝導とともにマクロなスケールで量子状態が現れる現象であり､

これらの現象を理解することは量子統計力学の最重要課題であった｡超流動は現象論的な二流

体モデルを用いてその観測事実のほとんどを説明することができる回｡二流体モデルとは超流
動4Heが粘性のない超流体と粘性を持つ常流体の二つの成分から成るというモデルである.～

方､入点における超流動転移はボース凝縮によって引き起こされると考えられてきたが､これ

は超流動4He中の量子渦の観測により支持され [2,3ト 中性子散乱の実験によって確認された

[4]｡ボース凝縮とは巨視的な数の粒子が1粒子の基底状態を占有し､巨視的波動関数を作り出

す現象である｡粘性のない超流動はこの巨視的波動関数によって記述することができる 【5】｡し

かしながらボース凝縮と超流動の正確な関係は束だ良く分かっていない｡超流動とボース凝縮

はお互いに密接な関係にあるのだが､片方がもう片方の必要条件でも十分条件でもない｡例え

ば二次元ボース系ではボース凝縮は存在しないが超流動は存在する､ということがKosterlitz

とThoulessによって証明され [6ト この超流動は薄膜4Heで観測された 【71｡このようなボース

凝縮と超流動の関係を調べる恰好の例がランダム系におけるボース流体である【8,9]｡ボース

凝縮体はランダムネスによって捕らえられ､その一部は超流体よりはむしろ常流体として振る

舞い､ボース凝縮と超流動が分離することでこの系の相図に特徴的な常流動の相が現れると考

えられている｡ ランダムネスを調節することでボース凝縮や超流動を上手く制御することがで

きれば､ボース凝縮と超流動の詳しい関係が明らかになるであろう｡

実験にはVycorグラスのような多孔質グラス中の液体4Heを用いる｡バルクの液体4Heに比

べて､この系の特徴は液体4Heの注入量やVycorグラスの孔径を変化させることで､超流動の

振る舞いを制御できることにある｡ Reppy達はこれを用いて比熱や超流動密度など様々な物理

量の測定を行っており【10,11ト特に超流動がVycorグラスによって著しく抑制されることで､

以下のようにバルクの液体4Heの超流動とは著しく異なる振る舞いを観測した｡

1.注入量が大きく､4Heのボース凝縮のコヒーレンス長がVycorグラスの孔径よりも十分小

さいとき､系は二次元的な振る舞いを示す｡

2.注入量が小さく､コヒーレンス長が孔径と同程度かそれ以上の場合､系は三次元的な振る

舞いを示し､さらに超流動密度や転移温度は注入量の減少とともに小さくなってゆく｡ま

た､ある注入量以下で超流動密度が絶対零度付近においてすら存在しないという実験結果

が報告されている｡

一方ボース凝縮はDimeo達 【12]やPlantevin達 [13〕によって､中性子散乱を用いて観測されて
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いる｡この実験において､ボース凝縮が超流動のないところで存在する可能性が示されており

非常に興味深い｡これら実験の詳細は2章で述べる｡

この問題は理論的側面からも非常に興味深い｡ボース凝縮によって生じる巨視的相関はラン

ダムネスにより破壊され､ボース凝縮や超流動の転移温度は低下すると考えられる｡Huangと

MengはVycorグラスへの4Heの注入量が少ないという状況を仮定し､ランダムポテンシャル

中の三次元希薄ボース気体のモデルを提唱した 【14]｡Vycorグラスのようなランダムネスを解
析的に扱うのは困難であり､彼らはデルタ関数的な不純物ポテンシャルを導入し､ボコリュ-

ボフ変換とアンサンブル平均を用いて計算を行った｡彼らの計算によるとボース凝縮と超流動

はともにランダムポテンシャルによって抑制され､絶対零度においても超流動がある密度以下

で消失してしまう｡これはReppy達が行った実験と定性的に一致している｡さらに彼らは低密

度の領域において､温度の減少とともに超流動相が再び常流動相へ転移する､いわゆる ｢再起

型転移｣があり得るという事を予言した｡しかしながら彼らのモデルはVycorグラスの孔径依

存性を考慮に入れておらず､そういった意味で実験との定量的な比較を通してのモデルの正当

性の議論は不可能である｡ またこの系を記述するための別のモデルとして､共鳴輸送積分､同

一サイト内の粒子間反発ポテンシャルとランダムポテンシャルを考慮したFisher達によるボー

ス･ハバードモデルがある【15]｡このモデルでは絶対零度において超流動相､Mott絶縁体相の

ほかに金属におけるAnderson絶縁体 [161に類似のボースグラス相が存在する｡ボースグラス

相とはランダムポテンシャルによってボース凝縮体が局在し､超流動にならない相である｡ し

かしながらボースグラス相において計算された励起スペクトル 【17]と中性子散乱の実験から得

られたスペクトル [13]とが定性的に一致する領域は末だ見つかっておらず､したがって実際に

ボースグラス相が存在するかどうかは不明である｡ またこのモデルの研究はフェルミ粒子系の

ハバードモデルに比べるとまだ研究が進んでおらず､その理解は不十分であるのが現状である｡

なおHuangとMengのモデルはアンサンブル平均を用いて系に並進対称性を回復させているた

め､ボースグラス相は記述できない｡

以上を踏まえ､本論文では以下の2つの計算を行っている｡ 1つめは実験との定量的な比較

を行うことを前提に､デルタ関数の変わりにランダムポテンシャルの孔径依存性を考慮するこ

とでHuangとMengのモデル 国 を改良したランダムポテンシャル中の希薄ボース気体のモ

デル 【18】を考察する｡ランダムポテンシャルの強度は､絶対零度において超流動が消失する注
入量を実験と計算で比較することによって見積もられる｡結果としてモデルにフリーパラメ-

夕はなくなり､実験結果との定量的な比較が可能になる｡ 凝縮体の多くが熱的に励起されるよ

うな高温領域を除いて､我々のモデルは系をはば正確に記述することができ､低温領域におけ

る比熱や超流動密度の実験との定量的一致は非常に良い｡そのほかにも以下のような実験では

観測されていない現象を記述することができる｡

1.比熱はフォノンのT3の依存性ではなく､ランダムポテンシャルの影響でTに線形な振る

舞いをするようになる｡ ここでTは温度である｡したがって精密な測定から比熱のTに線

形な振る舞いが観測されれば､それはランダムポテンシャルの影響を観測したことになる｡

2.ボース凝縮と超流動を比較することで､低密度領域で超流動が消失した後もボース凝縮が

存在するという結果を得た｡つまりこのような領域でボース凝縮と超流動の分離が可能で

ある｡
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3.HuangとMengのモデル同様､低温低密度領域における超流動の再起型転移の結果を再び

得た｡またこの再起型転移の実験における観測可能性を議論する0

ただしこのモデルは､希薄であるためにボース凝縮のコヒーレンス長が孔径サイズよりも十分

大きいと仮定し､HuangとMengのモデル同様にアンサンブル平均を用いて､系に並進対称性

を回復させている｡ しかし孔径サイズを大きくし､コヒーレンス長と同じオーダーかそれ以上

になると系の並進対称性は消失し､系はランダムポテンシャルの形状にまともに依存するよう

になる｡このような状況を扱うのが例えばFisher達のボースハバードモデル [15]である｡そこ

で我々は2つめの計算としてGross-Pitaevskii方程式 [19,20]を用いたランダムポテンシャル

中のボース系を議論する｡この計算はボースハバードモデルと違い､ボース凝縮が作る巨視的

波動関数の振幅と位相を同時に知ることができる｡我々はランダムポテンシャルのある二次元

Gross-Pitaevskii方程式を数値的に解くことにより以下のような結果を得た｡

1.ランダムポテンシャルの強度を大きくする､またはコヒーレンス長を短くしていくと系は

ランダムポテンシャルの極小部分に局在するようになり､それによって超流動は大きく抑

制され､ついには消失する｡

2.系に流れ場を印加すると､ある臨界流れ場以上で量子渦対が生成 ･消滅するようになる｡

この量子渦対の存在によって､超流動は大きく抑制される｡またこの臨界流れ場の大きさ

は系が局在しているほど小さく､ゆえに局在している系は基本的に超流動が抑制される傾

向にある｡

以上ランダムポテンシャル中の希薄ボース気体のモデルの解析計算とランダムポテンシャルの

あるGross-Pitaevskii方程式の数値計算の2つの計算を用いてランダムポテンシャル中のボー

ス系を議論する｡

また1995年に､レーザー冷却､蒸発冷却により磁気トラップ中の中性アルカリ原子気体

のボース凝縮が実現した｡さらに2002年にはこの系において､光周期 トラップを用いた超

流動-Mott絶縁体量子相転移が観測され､大きな話題を集めている｡この問題はポテンシャル

が周期型であるため､我々のランダム系とは少し異なるが､非常に深い関係があると思われ､

興味深い｡我々はGross-Pitaevskii方程式の数値計算を再び用いて､この問題にも取り組んで

いる｡

本論文は以下のように構成される｡

･2章ではVycorグラス中の液体4Heの実験を紹介する｡Reppy達が行った超流動の観測､

そしてDimeo達やPlantevin達が行った中性子散乱によるボース凝縮の観測について述

べる｡

●3章ではランダムポテンシャル中の希薄ボース気体のモデルの解析計算を議論する｡ モデ

ルの導出､実験との比較について述べる｡

●4章ではランダムポテンシャルがあるときのGross-Pitaevskii方程式の数値計算を議論す

る｡ Gross-Pitaevskii方程式の導出､系の基底状態の振る舞い､流れ場をかけたときの振

る舞いについて述べる｡
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●5章では､光周期 トラップ中のアルカリ原子気体の超流動-Mott絶縁体量子相転移を紹介

し､周期ポテンシャル中のGross-Pitaevskii方程式の数値計算を用いて､この問題を議論

する｡

●6章は結論である｡

2 実験

本章では多孔質グラス､主にVycorグラス中での液体4Heの超流動とボース凝縮に関する

実験について説明する｡Vycorグラスとは直径約30A-100Åの空洞が三次元的に虫食い穴のよ

うに張り巡らされた構造をもつ多孔質グラスであり､その空間充填率は30～70%である (図1)0

この系は平均孔径や4IieのVycorグラス-の注入量を調節することで､4Heの密度や超流動転

移を自由に調節することができるのが特徴である｡

図 1:多孔質Vycorグラスの断面図｡

2.1 超流動の測定

超流動そのものは一般的に二流体モデルを用いて記述されるll]｡つまり超流動状態では流体

を粘性､エントロピーを持たない超流体成分nsと粘性,エントロピーを持つ常流体成分nnと

に分けることができ､

n - ns+nn (2.1)

のように書くことができるのである｡ここでnは流体全体の密度である｡nsの測定には一般的

にねじれ振り子が用いられる｡試料 (ここでは液体4Heを注入したVycorグラス)をねじれ振

り子にセットし､ねじれ振り子の振動数と周期を測定する｡粘性を持たない超流動成分は慣性

モーメントに寄与しないため､ねじれ振り子の振動数や周期は超流動状態でないときに測定さ

れたものと比べると明らかに違う.その周期差△Pは超流動密度nsに比例している. つまりね

じれ振り子の測定原理は､超流動密度を周期のシフトを通して観測することにある｡
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Reppy達はこのねじれ振り子を用いて､さまざまなVycorグラスの孔径や液体4Heの注入量

のもと､数多くの興味深い超流動密度や超流動転移温度の振る舞いを観測した【10,11】｡図2(a)

は異なる2つの注入量における超流動密度の振る舞いを､図2(b)は比較的低注入量における

Vycorグラスと10倍ほど孔径の大きなⅩerogelグラスにおける超流動密度の振る舞いを両対

数グラフで示している｡ ここで

: - (1-;)' (2･2)

としたとき (告は超流動転移温度)､2つの図から分かるように注入量または孔径が小さいとき

に臨界指数ぐは小さな値をとり､バルクの液体4Heの値に近い｡注入量または孔径が大きなと

きのぐは大きな値をとりバルクの4Heの値からはずれる｡ これは次のように理解される｡Vycor

0.1

ミ O.olI:

0.001

0.0001
i0-50.00010.001 0.01 0.1

I-T/Tc

(a)

0.001 0.01 0.1 1

1-T/Tc

(b)

図 2:異なる注入量における超流動密度(a)(文献 【10]の図17)とVycorグラスとXerogelグ

ラスにおける超流動密度(b)(文献 [10】の図15)の両対数グラフ｡(a)において臨界指数を見

積もるとくと0･62(低注入量)､ぐと0.81(高注入量)である｡(b)において臨界指数を見積もると

Eと0.63(Vycor)､ぐと0.84(Xerogel)である.なおバルクの4Heではぐと0.65である｡

グラス中では液体4Heの注入量が小さくなれば系のコヒーレンス長は伸びてゆき､Vycorグラ

スの平均孔径と同程度かそれ以上になると系は三次元的な振る舞いを示すようになる｡逆に注

入量が大きい場合や､Xerogelグラス中の4Heのように､コヒーレンス長が平均孔径よりも小さ

い場合､系はKosterlitz-Thouless理論 [6]で示されるような2次元的な振る舞いを示すように
なり､臨界指数はバルクの液体4Heのものと異なる値をとるようになるのである｡ つまり注入

量または孔径が小さいとき4Heは三次元希薄ボース気体として振舞うであろうと考えられる｡

次に注入量の低下における超流動密度や超流動転移温度の変化を示したのが図3である｡ こ

れをみると超流動密度も超流動転移温度も注入量が少なくなると減少し､超流動は抑制される｡

また500lmK】以下の極低温で､注入量を下げていったときの△Pの変化をプロットしたのが図

4である｡ この図から分かるように､超流動がある注入量以下で消失しているのが分かる｡こ
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図3:ねじれ振り子の周期差△Pの温度依

存性 (文献 【10】の図5)0 8通りの注入量
で測定しているが､注入量が少なくなると

ともに△P (超流動密度)が小さくなって

いる｡
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図4:500【mK]における△P(超流動密度)

の注入量依存性 (文献 [10]の図11)0

れは､超流動になるべき4He原子が､Vycorグラスという ｢ポテンシャル｣に捕らえられて動

けなくなるという描像を想起させる｡ この描像については3章で詳しく解説する｡

2.2 ボース凝縮の測定

ボース凝縮の測定には中性子散乱が用いられる｡ ボース凝縮とはマクロな数の粒子がその-

粒子基底状態を占有するということであり､中性子を用いてボース凝縮した4He原子を励起さ

せることでそれを観測することができる｡Dimeo達 【12】やPlantevin達 [13]は多孔質グラス中

を液体4Heで完全に満たしたものに中性子を当て､液体4Heを注入しない場合の結果との差を

取り､そのボース凝縮のシグナルを観測した｡図5はいくつかの温度での波数1.70【Å-11にお
ける中性子散乱の測定結果である｡

バルクの液体4Heでは､この波数領域で凝縮体からのロトンの励起が観測される｡ロトンは液

体4Heのボース凝縮に固有のものであり､ロトンの励起が見えることでボース凝縮の存在を支

持している【1]｡Vycorグラス中においても図5から分かるように､ロトンの励起がエネルギー

0･9【meV]付近で見えており､ボース凝縮がVycorグラス中でも存在することを示している｡ 興

味深いことに､この系においてねじれ振り子により超流動転移温度㌫ -1.95[K]が観測されて

いるが､図5ではT-1.99[K]においてもロトンの励起が見えている｡つまりこの実験結果は､

Vycorグラス中において超流動転移温度以上でのボース凝縮の存在の可能性を示している｡ 現

時点ではボース凝縮体の定量的な測定や､注入量を変化させたときの測定などは行われていな

いが､いずれこれらの測定も可能になるであろう｡
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図5:波数1.70【Å~1]における中性子散乱の測定結果 (文献 国 の図4)0

3 ランダムポテンシャル中の希薄ボース気体のモデルを用いた

解析計算

相互作用のない三次元理想ボース気体の場合､よく知られているように低温において巨視

的な数の粒子が基底状態を占有し､ボース凝縮を起こす｡粒子間に相互作用があるときも同様

にボース凝縮が実現していると考えられ､液体4Heの場合､超流動への相転移が起こる 【1,51｡

前章の液体4Heの実験で用いたような多孔質グラス中で､ボース凝縮や超流動がどのように抑

制されるかを理論的に考察するのが本章の目的である｡そのための解析的モデルとしてランダ

ムポテンシャル中の希薄ボース気体を用いる [18].

類似した問題としてランダムポテンシャル中のフェルミ粒子系の金属-アンダーソン絶縁体転

移の問題がある [16,21,22]｡しかし解析的扱いはフェルミ粒子系よりもボース粒子系の方が複

経である｡ なぜなら､粒子間相互作用のないボース粒子系を考えた場合､すべての粒子がラン

ダムポテンシャルの空間的な極小点に凝縮してしまうからである｡他方フェルミ粒子系ではパ

ウリの原理が働くため､このようなことは起こらない｡つまりフェルミ粒子系では最も簡単な

モデルとしてランダムポテンシャル中の自由フェルミ粒子系のモデルが可能であり､そこから

粒子問相互作用を摂動として取り込むことが可能である｡ ところがボース粒子系でははじめに

粒子問相互作用を考えないといけないのである｡

本章では次のように話を進める｡ まず最初にランダムポテンシャルのない場合において相互

作用をしているボース系の微視的理論を展開する｡ 次に超流動現象を記述する二流体モデルを

踏まえ､線形応答理論を用いて超流動の微視的理論について解説する｡そしてこれらの結果を

ランダムポテンシャルが存在する系へと展開する｡ 最後にこの結果を多孔質Vycorグラス中の

液体4Heの実験と比較する｡
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3.1 ボース凝縮と超流動の理論的取り扱い

相互作用しているボース粒子系の大正準ハミルトニアンは次のように記述される【23】｡

K I H-pN

-/dxB(x)†上蓋,2-p+U(x)]@(a)
･去/dx/dx,毎 )†%(a,)†V(a-a,)6(a,)6(a) (3･1)

ここでpは化学ポテンシャル､mはボース粒子 1個の質量である｡ また㊨(x),㊨(x)Iはボース

場の消滅および生成演算子であり､次の交換関係を満たす｡

[%(a),㊨(x')I]-6(x-x′),匝(a),㊨(a'′)]-匝(I)千,㊨(3,I)I]-o (3･2)

U(x)は外場であり､ここでは多孔質グラスを想定したランダムポテンシャルである. さらに
V(a-〇′)は位置xとx'にある粒子間に働く相互作用であり､次のような形を仮定する.

V(a-x′)-96(a'-x') (3･3)

これは粒子間の相互作用が剛体芯反発ポテンシャルであることを意味し､多体ボース系が希薄

であるときによい近似となる｡もちろんバルクの液体4Heは希薄ではないので､この仮定はよ

い近似とは言えないが多孔質グラス中の液体4Heの場合､注入量が少ないと4He原子は希薄と

なり､この近似は妥当であると考えられる｡

また式(3.3)中のgは剛体芯反発ポテンシャルの結合定数であり､二体散乱の微視的理論から
その形が求められる[23】｡具体的には三次元では9-47Tah2/mとなる｡ここでaは原子1個の
s波散乱長である｡

結局これらの仮定のもとで､大正準ハミルトニアンは次のようになる｡

k-/dxb(x)tl一芸, 2-p+ U(x)+芸@(I)†@(x)]@(x) (3･4)

このハミルトニアンをフーリエ変換を用いて波数空間での表示に直す｡具体的には

毎 '-派+去kEeik'xak '3･5)

U'x)- 吉富eik.xUk (316)

を用いるoVは系の体積である｡ またakは波数kの1粒子の消滅演算子である｡系はボース凝

縮の状態で､k-0の量子状態を巨視的な数の粒子が占有していると仮定し､aoJ ao-V% -

府 としてa｡をC一数に置き換えた｡ noEまボース凝縮している粒子の数密度となる｡

フーリエ変換(3.5),(3.6)を用いると､ハミルトニアン(3.4)は次のような形になる｡

K-_Kkin+Ko+K2+K3+K4+KRl+KR2

ー 737 -

(3.7)



小林 未知数

kkin - -VJmo+∑ (ek-P)atkak,
k≠o

h2k2
Eた=｢丁一一一~-~~
2m

Ko-芸vnZ

k2-芸nokE'鶴 +帆 .aha-k'

k3- gJ;kl忘≠｡(atkl･k2ak2akl+賦 akl･k2) (3･11)

K4 - 孟 kl,kEq≠｡転 ･qak2-qak2akl '3･12)

kRl -帯 kE 'Ukak+U-kak) (3･13)

kR2- 妄kl忘≠｡Ukl一顧 k2 '3･14)

Ko～K4はハミルトニアンの粒子問相互作用の部分を考えたときに非凝縮体の粒子の演算子が

0-4個関与する項である (1個だけ関与する項は運動量が保存しないため存在しない)｡同様に

kRl,kR2はハミルトニアンのU(a)の部分において非凝縮体の粒子の演算子が1または2個関
与する項である.Kkinは運動エネルギーの項である.KkinとK.を無摂動ハミルトニアン､残

りを摂動として摂動論を展開する 【23】｡

注意しておかなければならないことだが､上で議論した波数表示は系が一様で並進対称であ

るときによい量子数となりうる｡ つまりU(a)のようなランダムポテンシャルがあると系は並

進対称性を失い､波数はよい量子数とはならず､このような波数表示は意味がないと考えられ

るかも知れない｡これについては後に議論する｡

3.1.1 純粋な系

まずは純粋な系として､式(3.7)のK2の摂動論を展開する (有効ハミル トニアンkeff1 ≡
Kkin+Ko+k2).次のような正常温度Green関数gと異常温度Green関数912を定義する.

g(k,T;T′)≡ -Tr(eβ(0-ke机)TTlak(T)ak(T')]) (3･15)

912(k,T;T′)≡ -叫 eβ(0-ke机)TTlak(T)a_k(T')i) (3･16)

ここでβ-1/kBTであり､nは熱力学関数である｡Tは虚数時間であり､ハイゼンベルク表示

A(T)-eke飢TAe-keff1T (3.17)

を用いた｡TTは (虚数の)時間の順序付けを意味する｡ さらに無摂動正常温度Green関数g0

は

go(良,T;T′)≡ -nfeβ(0-Ke机)akl(T)症 (T'))

孟写e-i-nTgO(k,un)
go(k,LJn)

i(Jn- (亡k-FL)/a
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と計算できる｡ここで相互作用表示

Å(T)- e(kkin'Ko)TAe-(kkin'Ko)T (3･20)

を用いた｡

Green関数の1次の摂動展開はファインマンダイアグラムで図6のように､2次の摂動展開

は図7のように表示できる｡ 最終的にこれらのファインマンダイアグラムから図8のような

I,,,i'' ,,,,i'''
図6:正常温度Green関数(a)と異常温度Green関数(b)のk2による1次の摂動.実線の矢印
は無摂動の温度Green関数､点線の矢印は凝縮体､丸印は凝縮体､非凝縮体の両方を含む粒子

間相互作用を表す｡

:,皇二 + ,: i '∴ ∴ 二

(a) (b)

図 7:正常温度Green関数(a)と異常温度Green関数(b)のk2による 2次の摂動.

Dyson方程式を推測できる｡このDyson方程式は考えられるすべてのファインマンダイアグラ

ムを含んでおり､すべての次数の摂動を計算できる｡このDyson方程式を解けば以下のような

Green関数を得ることができる｡

g(k,wn)
lu kI2 Lvkl2
iLJn-Ek/A iLJn+Ek/A

912(k,LJn)ニ ーukVk(
1 1

i(Jn-Ek/A iun+Ek/A

lu k f2 - 措 欝 + 1〉
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･ ,,,i ,' ' ･ ,,,,i'''

(a)

,,,i''' ･ ,, ,i,''
(b)

図 8:∬2による摂動から得られる正常温度Green関数(a)と異常温度Green関数(b)のDyson
方程式｡太い矢印は摂動を取 り込んだ温度Green関数を表す｡

Ivkl2 - 措 欝 - 1〉
Ek2- eE2+2gn｡EE

eだ - ek-P+gno

である｡ この温度Green関数から系の全粒子数とエネルギーを求めることができ､それは以下

のようになる｡

n

ニ
h]
lV

no-寓話 kFneiunng'k-n' '3･27'

去pno一芸忠 吉去kFnei仰 (ihun･ eた+脚 ,wn' '3･28)

化学ポテンシャルは粒子数に対してEを最小にするように決めることができ､最終的に次の形

を得る｡

芸 - 蛋 -o (3･29)

p 竺 gno (3.30)

式 (3･30)は系の励起スペクトルである式 (3･25)のEkがギャップレスにならなければいけない

(Eだ-ek)というGoldstoneの定理や､摂動k｡の化学ポテンシャルに対して一般的に成り立つ

Hugenholtz-Pinesの定理 [24]からも導くことができる. 式(3.30)の化学ポテンシャルと9の具
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体的な形である9-47Tah2/mを用いると､式(3.27),(3.28)の最終的な形を得るo

m
Eq
lV

m1

rれ三

.･

托｡
些

Ⅴ

こ

こ

a(noa)3'2
nT -j EJ.∞ dt
E1 27Tah2n呂
l′
ET

こ

こV 斤ヽ入3β

i(t2+a/2)
仰 【exp(t仰 )-1】

tl2t4+20t2+02/4】

ここで0-8汀ah2βn｡/m､入-節 (熱的ドブロイ波長)である.式(3･31)中のnlは
粒子間相互作用がもたらす絶対零度での非凝縮体､ nTは温度励起による非凝縮体を表し､式

(3･32)中のElは粒子問相互作用がもたらす絶対零度でのエネルギー､ETは温度によって励起

した準粒子のエネルギーを表す｡

次に超流動密度を計算する｡現在､超流動密度は次のような描像で計算できると考えられて

いる｡まず十分長い管を仮定し､その管を管軸方向に動かす｡系が超流動状態になっていると､

粘性を持っている常流動成分のみが応答し､超流動成分は応答しない｡よってこのような外力に

対する系の運動量の線形応答を計算すれば､常流勤密度nnが計算でき､超流動密度nsはn-nn

から得られる [25]｡

具体的な計算方法を述べる｡ 実際には系に流れ場をかけたときの運動量の線形応答の横方向

の成分が常流動となる. 線形応答理論によると時間toから加え始めたj方向の流れ場vjのハミ
ルトニアン

hex(i)-/dxvj(x,i)-Lj(項 )
畠j(a,i)- ihB(x,i)†孟 毎 t)

に対する､位置x､時間tのi方向の運動量の応答は

<ji(a,i)> 了左

パ-
九

･,･二十化
l
一六川

･～､dTr(eP(0-Keffl)l氏x(t'),3'i(x,i)])

dt'/dx'Dt?(項 ;3',t')V,･(x',t')

となる｡ここでDlS(a,i;33/,i/)は遅延感受率

iDt3(a,i;3',t')-Tr(eβ(n~keHl)【3'i(a,,i),全,･(x/,t')])

(3･33)

(3･34)

(3･35)

であり､この遅延感受率の横方向の成分が常流体成分nn/nとなる｡ またji(x,i)はi方向の運
動量演算子

3･i(x,i)- 芸よi1-x(芸 一芸 )@(w b(a,i)
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である｡

次のような虚時間形式の温度感受率を定義する｡

Qij(x,T;X′,T')ニーn teP(∩-keff1)TTl3'i(x,T)全j(x',T')]) (3.37)

再びフーリエ変換を用いて波数表示に直すと､式 (3.15),(3.16)で定義した温度Green関数を用

いて温度感受率を表すことができる｡ 詳細な計算は省略するとして､最終的に式(3.37)はフ-

リエ変換した形で

9i,.(k,wn)- )i.Tnh2圭去 ∑ kikj｡i-
声 jIoーVβh

k,元

･lg(h E,uh)g(k一芸,uh-Un)

-921(行 書,uh)912(h一芸,u元一Un)

となる.回転不変の系では9ijを縦成分d と横成分虜 に分解することができる.

Qij(k)- ulni%9ij(k,wn)-笠 d(k)I(6ir笠)a(k)
常流動密度nnはその横成分の長波長極限で定義される｡

nn-去 kiln.顔(k)

芸 左右kFnk2eiunり
×[g(k,un)g(k,LJn)-921(k,LJn)912(k,wn)]

式 (3.21),(3.22)の温度Green関数を用いれば超流動密度の最終的な形を得る｡

ns - n･芸 妄言k2&(読 )
= n-nnT

t4exp(t仰 )

(3･38)

(3･39)

(3･40)

ここで式(3142)中のnnTは準粒子の温度励起によって生じる常流体成分を表す.式(3.41)は

Landauの準粒子措像とガリレイ変換不変性に基づいたKhalatnikovの表式からも得ることがで

き 【26]､ここまでの線形応答理論による超流動密度の導出と矛盾しない｡

3･1･2.ランダムポテンシャル中の系

次にランダムポテンシャルがある場合に対し､定式化を発展させる｡ 摂動として式(3.13)の

KRlを考え､無摂動ハ ミル トニアンは今までの計算で用いたKefflを使う (有効ハミル トニア
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ンke庁2- k effl+kRl)Oしかしランダムポテンシャルが加わると系は並進対称性を失うため､
今まで用いてきた波数が良い量子数でなくなり､フーリエ変換を用いた定式化が､もはやでき

なくなるように思える｡しかしランダムポテンシャルに関してアンサンブル平均を取ると､再

び系は並進対称性を回復する｡ そしてアンサンブルに関して平均化されたランダムポテンシャ

ルは2つの特徴的なパラメーターのみを持つようになる｡ 1つはランダムポテンシャルの特徴

的な強度､もう1つは多孔質グラスの平均孔径を反映した特徴的なサイズである｡ ランダムポ

テンシャルのフーリエ変換Ukはその特徴的なサイズよりも大きな波数の領域で減衰するはず
であり､次のようなガウス分布を仮定する｡

;(UkU-k,av-R(k,-Roexpト& ], (3･43)

ここで(･･･)avはアンサンブル平均を意味し､Roは平均化されたランダムポテンシャルの特徴的

な強度で､(energy)2(length)3の次元を持つ｡またkp-27,/rpでありrpは多孔質グラスの平均

孔径､つまりランダムポテンシャルの特徴的なサイズを意味する｡ このアンサンブル平均をと

るという操作は次のような考察から正当化される｡ 多孔質グラス中への注入量が少ないと液体

4Heは希薄となり､そのボース凝縮のコヒーレンス長は数100Å～1000Åにまで長くなるといわ
れている.一方､今考えている多孔質Vycorグラスの平均孔径は数10Aである. よってコヒー
レンス長は孔径よりも十分長く､系はポテンシャルの局所的な空間変化よりはむしろ空間平均

された量に依存するであろうと考えられる｡よって多孔質Vycorグラス中で系は三次元的にほ

ぼ一様となり､波数表示やランダムポテンシャルに関するアンサンブル平均が正当化されるの

である｡ランダムポテンシャルに関して式(3.43)を用いていることで､我々のモデルはHuang

とMengのモデル [14】とは完全に異なっている｡

上の考察を踏まえ､KRlに関する摂動論を展開する｡再び温度Green関数を定義する.今度
は無摂動温度Green関数が式(3.21),(3.22)のgと912になる.1次の摂動は粒子線が保存しな
いため存在せず､2次の摂動はファインマンダイアグラムで図9のように表すことができる｡

この摂動を取り込んだ結果､温度Green関数は次のようになる｡

g(k,un)- gO(k,wn)-noR(k)βh6un,o

912(k,LJn) - 9102(k,LJn)-noR(k)βh6wn,0

(uk- Vk)4

His

(uた- Vk)4

E k2

ただし､無摂動の温度Green関数90,9102は式(3.21),(3.22)の9,912に等しい.この温度Green

関数を用いて､粒子数とエネルギーを計算すれば

n - no+nl+ nT+nR

辛 - 幸 一一手 一手

nR - £纂 J;le2α(1･4α){1lerf(伺 }-塘]
ER mヽ応n30/2Ro
V 4～斤h2[-e2α(5+4α){1-erf'V% }+J: '1+α)]
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淡 + 徳 :'t (i, 甘 + %'::

u t'二 激 凋 + % :'t
図 9‥正常温度Green関数(a)と異常温度Green関数(b)のkRlによる2次の摂動.実線の矢
印は無摂動の温度Green関数､点線の矢印は凝縮体､波線はランダムポテンシャルを表す｡

となるoここでα-47Tano/kp2であるo erfは誤差関数を表すo式(3･46)中のnRはランダムポ

テンシャルと凝縮体の散乱によって引き起こされる非凝縮体を､式(3.46)中のERはその散乱

がもつエネルギーを表す.式(3.46)においてa→0とするとnRは発散する. これは本章の最
初に述べたように､ランダムポテンシャルの存在下で粒子間相互作用が重要であることを意味

している｡ さらに式(3.40)から超流動密度も計算できて

ns = n- nnT-nnR (3･48)

4

nnR =豆nR

が得られるO式(3.48)中のnnR-4/3nR-nR+1/3nRという関係から分かるように､ランダ
ムポテンシャルは非凝縮体よりも多くの常流体を生み出している｡ つまり凝縮体のいくらかは

ランダムポテンシャルに捕らえられ､常流体に属していることとなり､さらにn竺nnRという

状況では絶対零度でも超流動にならないことが分かる｡
′ヽ ノヽ

最後にここまでの計算では温度Green関数を用いた摂動論を展開してきたが､K2,KRlにお

いて

･Lfl-
ek+TkeT_k
1-7左+gk (3･49)

というボコリュ-ボフ変換を用いてK2とKRlを対角化することによっても同様の結果が得ら

れる[18]｡つまり今まで用いてきた摂動計算がすべての次数の摂動を含んでいることを表して
いる｡
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3.2 計算結果

式(3･46),(3･47),(3･48)を用いて､系の凝縮体密度やエネルギー､比熱､そして超流体密度な

どの物理量を計算し､粒子問相互作用や特にランダムポテンシャルがこれらの物理量にどのよ

うな影響を与えるのか考察できるようになった｡しかしK3,K4,KB2の項が残っており､これら
の項を取り入れた摂動計算をさらに進めなければいけない｡だが､これらの項は非凝縮体同士

の高次の散乱や､非凝縮体とランダムポテンシャルとの散乱など､凝縮体の項をほとんど含ま

ない｡それゆえ低温において凝縮体がほとんど熱的に励起されず､ほぼ一定となる領域ではこ

こまでの摂動計算で十分に系を記述できていると考えられる｡もちろん凝縮体の量が劇的に変

化するような高温領域を考えるときはこれらの項を考える必要があるが､本節ではここまでの

計算で物理量を定量的に計算し､低温領域での実験結果と比較することにする｡

3.2.1 パラメーターの決定

実験との定量的な比較をするためには幾つかのパラメーターを決定しなければならない.m二と

6･6×10127lkg],a～-5･0×10~10lm]は4He原子の質量とs波散乱長である｡その他のパラメー

ターはReppy達の実験から決定する [10】｡体積VはVycorグラス中の孔の空いている部分の体

積､つまりVycorグラス全体の体積の約40%であり､1×10~6【m3]のオーダーである｡Vycorグ

ラス中の4Heの密度nは次のようにして見積もられる｡ Vycorグラス中では4He原子はフアン

デルワ-ルス引力によって孔の表面(cylO8lm2/m31)を第 1層として完全に覆ってしまい､壁に

吸着しない残りの4He原子のみが希薄気体として振舞う.そのため希薄気体の密度nは液体4He

の注入量から吸着量を引くことによって見積もられ､大体1×10~5nbulkSnSO.7nbulkである

と考えられる｡ここでnbulkと2･1×1028[m~3】はバルクの液体4Heの密度である.壁に吸着した

4Heの第1層は固体として振る舞い､Vycorグラスの平均孔径30刷 は実質2αだけ減ることにな

り､ rpと20【Å】となる｡残ったパラメーターはランダムポテンシャルの特徴的な強度Roであり､
これは実験との比較によって見積もられる｡図10(a)は2.1節で議論した絶対零度近傍での超

流動の観測実験の拡大図である.ここでねじれ振り子の周期差△Pに比例する超流動成分が約

17･5【mg】の注入量で消失している｡一方図10(b)は式(3.48)から得られた絶対零度での超流動密

度である.実験同様に超流動密度がある注入量で消失するが､その注入量はR｡に依存するOつ

まりRoが図10の(a)と(b)を比較することによって見積もられ､ここではRoと5×10~75J2m3
が得られる｡ここでRoから換算した4He原子1個あたりのエネルギーRu≡府 を定義す

ると､乱 ノkBは0.001-1[K】のオーダーとなる. また超流動密度は実験においても計算におい
ても､超流動が消失する注入量付近でほぼ線形に近い形で立ち上がっているが､実験において

nsの大きさが得られていないためその傾きまでは比較できない.しかし超流動が消失する注入

.量17.5[mg】付近での注入量に対する△Pや超流動密度の臨界指数xを次のように定義する｡

△P∝(C/17･5-1)x (3･50)

ここでClmg】は図10中の注入量であるo実験ではx-1.19士0.17であり､見積もったR｡で計

算した値ではx-1.21と実験に近く､このR.の値は妥当であると考えられる.
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図 10:実験における絶対零度付近での超流動の測定結果(a)(文献 [叫 の図12)と絶対零度で
の超流動密度の計算結果｡△Pはねじれ振り子の周期差であり､ほぼ超流動密度に比例する｡

3.2.2 実験との比較と理論的予言

すべてのパラメーターを決定することができたので､実験と計算との定量的な比較を行う｡

比熱の比較を行うが､比熱は式(3.47)のエネルギーを温度で微分することによって得られる｡

図11は低温領域における実験と我々の計算結果の比較である｡図11(a)は比較的注入量の多い

ときの比熱の比較であり､密度nは実験における4Heの注入量から見積もった｡一方､図11(b)
は注入量の小さいときの比熱と超流動密度の比較であり､密度犯は注入量に関する情報がなかっ

たので､超流動の転移温度から見積もった (文献 岡 の図8)｡ 理論と実験はフリーパラメー

ターなしで定量的に良く一致している. 特に注入量､つまり密度の小さな図11(b)での一致は

非常に良い｡つまりVycorグラス中で液体4Heが三次元希薄ボース気体のように振舞うという

我々の描像が裏付けられたことになるO図11(a)では1.0[K]以上で凝縮体密度noは急激に減少

し､そのため計算と実験はあまり一致しなくなる｡ しかし図11(b)では超流動転移温度近傍の
非常に高い温度にわたるまで凝縮体密度はほとんど変化せず､計算と実験の比熱はよく一致す

る｡ これは系が図11(a)のときより希薄であり､温度励起よりはむしろランダムポテンシャル

の影響を強く受けているためである｡ これについては後述する｡

我々の計算は実験とよく一致するだけではなく､実験ではまだ観測されていないランダムポ

テンシャルが引き起こす効果を幾つか予言することができる｡図12は図11(a)の対数表示であ
る｡ この図から明らかなようにランダムポテンシャルがない場合､比熱はフォノンの寄与によ

る温度の3乗の振る舞いを示すが､ランダムポテンシャルがあると､その振る舞いは低温で温

度に線形になる｡これは低温でランダムポテンシャルの寄与が､素励起の寄与よりも大きいこ

とを意味している.式(3.47)中のERはnoを介してのみ温度に依存する｡ またERは凝縮体の
ランダムポテンシャルによる散乱によって生じる項であり､与えられる比熱は凝縮体がランダ

ムポテンシャルを抜け出すのに必要なエネルギーであることを意味する｡もし実験でこのよう
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図 11:実験 (点)と計算 (級)で得られた比熱のデータ｡(a)の実験データは文献 [10]の図1を

参照しており丸､三角､四角の点はそれぞれfullpores,6-0.780,0･-0.636に相当する. ここ

でO-は最大注入量 (fullporescoverage)に対する注入量の比であるo (b)では超流動密度も比較

している(Tc-0･163【K]).

I(xa
tOu)Jr]
蔽
3
7

0.1

温度 【Kl

図 12:図11(a)の両対数表示｡n/nbulk-0.381におけるR｡-0での比熱と∝T,∝T3の線が追
加されている｡
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な低温における温度に線形の比熱が観測されれば､それはランダムポテンシャルの効果をより

はっきりと観測したということを意味するであろう｡

図13は我々のモデルから計算されたnoとnsの温度と密度依存性であるono,nsともに密度

(a) (b)

図13‥n.(a)とns(b)の温度と粒子密度依存性.(R0-5.0×10175【J2m3])

の減少に伴って減っているが､これは密度が小さいほどランダムポテンシャルの影響が大きい

ことを意味している｡つまりより希薄な図11(b)は､図11(a)に比べ､ランダムポテンシャル
の影響が大きく､超流動は温度励起よりはむしろランダムポテンシャルによって抑制されてい

る｡よって超流動転移温度付近におけるまで､我々のモデルは実験の比熱と超流動を良く再現

できるのである.さらに図13はnoとnsの遠いをより明確に表している.超流動密度は前に述

べたとおり､絶対零度においてもある密度以下で消失しているが､凝縮体は存在している｡ こ

の状況は3.1節で予測したように､ポテンシャルによって凝縮体が捕らえられ超流動に参加で

きないということを意味する｡2.2節で紹介した中性子散乱の実験も同様の状況､つまり超流動

転移温度以上での凝縮体の存在を観測している 囲 ｡低温､低注入量における中性子散乱の実

験で凝縮体の定量的な測定が行われれば､このような状況を観測することができるであろうと

我々は期待している｡

図14は超流動が消失する直前の密度領域における超流動密度の温度依存性である｡ このよ

うな領域では超流動密度が温度の減少に伴って再び消失するという再起型の転移をすることが

わかる｡この再起型の転移は次のように理解される｡図15に示されているように､ランダム

ポテンシャルと凝縮体の散乱によって引き起こされる凝縮体の抑制nRは温度の増加に伴い､

noとともに減少する｡よってランダムポテンシャルによる超流動密度の抑制 nnR-4/3nRも

温度の増加とともに減少する｡もちろん素励起による超流動の抑制nnTは温度とともに増加

するが､T≦0.5[mK]という低温において､nnRの減少はnnTの増加よりも大きい.これは言
い換えると､ランダムポテンシャルによって捕らえられていた凝縮体が熱的励起によってその

束縛を抜け出し､超流動に参加するということを意味している｡この再起型の転移は低温､低

密度領域のみで起こり､実験ではまだ観測されていない.しかし､これから述べるようにR｡

を大きくすることによって､観測が可能になるかもしれない｡nsが極大値を取る温度Tmaxと

△ns≡ns(T-Tmax)-ns(T-0)を定義すると､これらの粒子密度依存性は図16のようにな

る｡両者の値はRoとともに増加している｡これはもし実験においてRoの値を大きくすること
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図 16:Tmax(a)と△ns(b)の粒子密度依存性.Tmaxはnsが極大値を取るときの温度であり､

△ns≡ ns(T- Tmax)-ns(T-0)である｡
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ができるならば､この再起型の転移はより観測が容易になることを意味している. Roはラン

ダムポテンシャルの特徴的な強度であり､たとえばvycorグラスの空間充填率を下げることに

よって大きくすることができるであろうと考えられる｡

4 ランダムポテンシャル中のGPモデルを用いた超流動の数値

的解析

前章で行った解析計算では､BECのコヒーレンス長がランダムポテンシャルの特徴的なサ

イズよりも長いために系がポテンシャルの空間平均に依存し､ランダムポテンシャルのアンサ

ンブル平均を用いて､系のボース凝縮体密度や比熱などの物理量の熱平衡状態の振る舞いを計

算した｡ところがランダムポテンシャルの特徴的なサイズが大きくなってコヒーレンス長を超

えると､系はポテンシャルの局所的な形状そのものに依存するようになる｡ これは実験でも実

現可能であり､例えばボース凝縮体の局在などの効果が現れるようになってくると考えられる｡

このような状況下では統計的物理量だけではなく､ボース凝縮体の波動関数そのものの振る舞

いも非常に興味深い｡本章ではランダムポテンシャル中の二次元ボース系において､様々なコ

ヒーレンス長やポテンシャル強度におけるボース凝縮の絶対零度での巨視的波動関数そのもの

をGross-Pitaevskii方程式 [19,20]の数値計算によって求め､その振る舞いを議論する｡最終的

に実験との比較を行う場合は三次元系での計算が必要になってくるが､二次元系の計算におい

てもランダムポテンシャルがボース系に与える様々な効果を明らかにすることが可能であり､

例えばボース凝縮の巨視的波動関数の局在化や､量子渦対の生成､消滅に伴う超流動の抑制効

果などを計算することができる｡ こういった効果は三次元系でも十分に期待できるものである｡

またGross-Pitaevskii方程式を用いた計算の一番の特徴は､波動関数の振幅と位相を同時に知

ることができることであり､不純物ボース系で通常用いられているボース ･ハバードモデルや

ジョセフソン結合アレ-モデル 【15]とは決定的に異なる｡Gross-Pitaevskii方程式を用いた数

値計算によって不純物ボース系の新たな局面を知ることができるであろう｡

4.1 GP方程式とその取り扱い

前章のハミルトニアンの式(3.4)から始める｡これをハイゼンベルク表示

k(i)-/dxB(I,i)†上蓋∇2-p+U(x)･芸6(x,i)･%(a,i)]@(a,i) (4･1)

に変換する｡ 波動関数㊨(x,i)をボース凝縮の巨視的波動関数◎(a,i)とそのまわりのゆらぎ

i(3',i)とに分ける.

㊨(a',i)-◎(x,i)+i)(x,i) (4.2)

絶対零度において揺らぎi)(a',i)は無視できるほど小さいと考えるとハミルトニアンはもはやC一
数となり､ここからラグランジュ密度

g(x')- i旭(a,i)- (x,i)-芸 ,@(x')･･,◎㈲
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･[p-U(I)一芸◎(a,i)*｡(a,i)]@(a,i)*坤 ,i) (4･3)

が得られる｡これをラグランジュの運動方程式に代入することで次のGross-Pitaevskii方程式

が得られる｡

i瀞 (a,i)-上 蓋 ∇ 2-p･ U(a)+gl@(a,i)L2]qx,i) (4･4)

このGross-Pitaevskii方程式を数値的に扱えるようにするために次のような無次元化を行う｡

諾 → Ex, E2-2hm2p
i t
六
川
一
〃｣

U(x,i)→ FLU(x,t)

･㈲ -GO(x,t)
これを行うことによって無次元化されたGross-Pitaevskii方程式

i孟◎(x,t)-ド ,2-h U(x)+lO(x,t)12]･(x,t)

1■11
u
E
u
I川‖■.l1-1nH1

6

7

8

4

4

4

iHⅦ一u
JuL川U
iⅦ川口

(4.9)

を得る.ここで式(4.5)中のEは回復長と呼ばれ､壁や後述する量子渦の芯などで甘(3:,i)が抑
圧されたとき､バルクの値にまで回復する特徴的な長さを表す｡以降は式(4･9)を数値的に解く

ことで､巨視的波動関数の時間発展を調べる｡

4.2 ランダムポテンシャルとその取り扱い

式(4･4)中のランダムポテンシャルU(a,)は図17のように空間に等間隔入ごとに乱数を振り､

それを適当に補間することによって作る [27】｡このようにすると入がちょうどランダムポテン

シャルの山の間の特徴的なサイズとなり､例えば多孔質Vycorグラスの平均孔径に相当する量

となる｡ この方法を二次元に拡張して作ったランダムポテンシャルが図18(a)である｡またラ

ンダムポテンシャルの平均強度と特徴的なサイズ人を固定し､そのフーリエ変換における10

0個のアンサンブル平均を取ったものが図18(b)である｡ 図18(a)では一方向にポテンシャル

の山が平均4個できるように人を調節しているので(A-L/8)､図18(b)ではkL/27T-4のと
ころで仕付2が減衰するようなガウス分布に近い形をとっており､k-0で特徴的な強度R.を
持つ.ここでkは無次元化した系の波数､Lは一方向の系の大きさ､LはLを無次元化した量

L-L/Eである｡当然ながら､これは3章で用いたランダムポテンシャル式(3.43)の設定が妥

当であることを示している｡

4.3 計算結果

この節では実際に式(4.9)を数値計算した結果について説明する｡数値計算法については､空

間に関しては周期的境界条件を用いたスペクトル法を､時間に関しては4次のルンゲークッタ法
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図 17:1次元ランダムポテンシャルU(x)の一例｡乱数を間隔入ごとに振り､これを補間する｡

0 1 2 3 4 5 6 7 8
kLJ27t

(b)

図 18‥2次元ランダムポテンシャルU(x)の一例 (a)と100個のアンサンブル平均における

ランダムポテンシャルのフーリエ変換Uk(b)｡ここでkは系の波数､Lは一方向の系の大きさで
ある｡
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を用いて計算している 【28]｡まずはじめに様々なパラメーターで基底状態を求めた結果を､こ
れに得られた基底状態に流れ場を印加したときの系の応答について説明する｡

4.3.1 基底状態

基底状態は式(4･9)に仮想的な粘性項を入れた式

(i-7)芸@(x,t)-[-,2-1+U(x)+[･(x,t)糎 x,t) (4･10)

を用いて､適当な初期の◎(x,t)から時間発展させ､定常状態を見つけることによって得られる｡

ここでTは粘性項である.

図18(a)のランダムポテンシャルの下で得られた基底状態を図19(Ro依存性)と図20(E依

存性)に示す｡ 両方の図から分かるとおり基底状態の波動関数はポテンシャル強度月｡が大き

(b) (C)

図 19:E/A-2における基底状態lO(x,t)l2のR.依存性｡それぞれ廊 -10(a),30(b),60(C)o
ただしV- L2である｡またJdxL◎(x,t)l2-64人2/E2となるように規格化している

(b) (C)

図20‥廊 -50におけるl◎(x,t)I2のE依存性｡それぞれE/A-1(a),2(b),3(C)0

いとき､または回復長Eが短いときにポテンシャルの最小部分に局在する｡ また回復長が短い

ときは､ポテンシャルの最小部分だけでなく幾つかの極小部分に局在していることがわかる｡
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(b)

図 21:超流動密度nsと相関関数Coの.私依存性(a)とE依存性(b).ただし(a)ではE/A-2､

(b)では､厄 再 -50における100個のアンサンブル平均を取っているo

これは次のようにして理解できる.Roが大きいときは波動関数の閉じ込め効果が強く働くため

に､波動関数がより局在するがこれは普通のSchr6dinger方程式でも同様である.次に回復長

が短い場合だが､ポテンシャルがない場合､平衡状態では式(4.4)でp-glO(a,i)l2が成り立

ち､つまり式(4.5)からE2-h2/2m掴 (3',i)l2となる｡ よって回復長が短いということはgが
大きい､つまり粒子間相互作用が強いということを意味する｡ ポテンシャルがある場合も事情

は同様である｡つまり回復長が短いと基底状態はランダムポテンシャルの細かい空間構造に､

より追随できるようになるが､粒子間相互作用が強いためにポテンシャルの最小値にのみ局在

するのではなく､複数の極小部分に局在して全系のエネルギーを低くしている｡

得られた基底状態に関して､式(3.35)を用いて､微小流れ場に対する線形応答の遅延感受率

を計算し､そこから超流動密度を得ることができる｡ただし式(3.35)中の交換関係は◎(a,i)が

もはやC-数であるためq一数の交換関係の代わりに古典力学のPoissonの交換関係を用いて計算

した.図21は基底状態における超流動密度nsと相関関数の空間平均値

Co-(◎(x,i)*◎(a:I,t')) (4･11)

のRo依存性(a)とE依存性(b)を示す｡ただし1つの決まったRo,Eにおいて100個のアンサ
ンブル平均を用いて計算している｡ この図からわかるようにRoの大きいときやEの小さいと

き､つまり波動関数がより局在した状態において超流動密度が急激に減少し､超流動が破壊さ

れていることが分かる. また相関関数Coも同様にR｡の大きいとき､Eの小さいときに減少し
ているが超流動密度ほど急激ではなく､超流動がないところでも有限の値を持っている｡ つま

り系に相関が残っていても､超流動が消えてしまうということがあり得るということをこの図

は示している｡ これは3章の図13で議論した状況､つまりボース凝縮が存在していながら超流

動が存在しないという状況と非常に似ている｡ ただし本章では､相関関数や超流動の抑制は波
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動関数の局在効果に直接的に起因していると考えられる｡つまり相関がある系が局在している

ために超流動になれないということであり､この状況はFischer達がボースハバー ドモデルで

議論しているようなボースグラスと非常に深い関係にあるのかもしれないが､詳しいところは

よく分かっていない｡

超流動密度はns/n-1の状態からns/n-0の状態へ急激に転移し､RoとEに対して超流動一
常流動の相図を措くと図22のようになる｡ この相図は､波動関数の局在効果による超流動の破

壊を明確に示している｡

40 60 80 100 120 140

(RdJV)lJ2

図 22:基底状態から計算された超流動密度によって得られる超流動一常流動の相図｡

4.3.2 流れ場をかけたときの応答

前節では､得られた基底状態に微小流れ場を加えたときの線形応答を計算したが､今度は

実際に基底状態に有限の流れ場をかけることで､その非線形の応答を計算する｡ 系に流れ場

があることは系が速度をもって運動していることと同じであり､従って流れ場があるときの

Gross-Pitaevskii方程式は式(4･4)をガリレイ変換することで得られる｡流れ場Vがあるときの

Gross-Pitaevskii方程式は次のようになる｡

i孟◎(x,t)ニ ト , 2-1･U(x)･l◎(x,t)l2･iv･,]◎(x,t) (4･12)

ただしV→ 斥 扇 Vの無次元化を行った｡
実際に得られた基底状態に流れ場を加えると､ある大きさの流れ場以上で量子渦が対になっ

て生成 ･消滅するという結果が得られた｡量子渦とは超流動や超伝導に固有の渦であり､その

循環が量子化されているものである｡ボース凝縮している状態の系の速度は式(3.36),(4.2)よ

り､V(x,i)-A/m∇0(a,,i)と書くことができる.ここで0(a,i)は複素数◎(I,t)の位相である｡
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よってrotv(a:,i)-0となり､ボース凝縮系では通常､渦が存在できない.しかし位相0(a,i)

を定義できない一点◎(33,t)-0を考え､その周りで位相が一周して27Tだけずれているような

状況を考えた場合､その点だけはrotv(a,,i)≠0となり､渦が存在できる.渦の周 りでの速度
場の-周線積分 (循環)は

fv(x,i)･dl-/rotv(a,i)･ds-2打芸 (4･13)

と量子化される｡このように量子渦は波動関数◎(x,t)の位相0(α,i)の空間構造を調べれば､そ
の存在を確認できる｡ 図23は1つの量子渦と反対方向の量子渦が対になっている量子渦対が存

在するときの波動関数の位相の空間構造の例である｡ 黒い部分が0(a,i)--7Tを､白い部分が

-7r 7r

図 23:渦対のあるときの波動関数の位相｡黒い領域が -7Tt白い領域が7rとし､その間の位相

を色の濃淡で表している｡ また渦のある場所を矢印で示している｡

0(I,i)-7Tを表し､この図中のブランチカットの端点を一周すると位相が27Tだけずれている

ので､この端点が量子渦であることがわかる｡

図20(b)の基底状態に流れ場をかけたときの波動関数の振幅と位相を図24に示す｡この図か

ら分かるように､一様な位相であるt=0の基底状態から位相が乱れ始め､t-0.23では量子渦

対が観測される｡ その後しばらく動き続けた後に再びt-0.44で対消滅しようとしているのが

分かる｡この量子渦が超流動に与える影響を考察する｡今までは運動量の流れ場に対する応答

として線形応答理論を用いたが､今回は式 (3.33)から実際に運動量を流れ場で割ることで､そ

の感受率を計算し､応答を調べたO感受率のフーリエ0成分Dk=｡(t)と､渦対の数の時間変化
を示したものが図25である｡ この図からわかるように､量子渦が生成されると感受率が著しく

増大していることが分かる｡ 感受率が増大しているということは流れ場に対して系が強く応答

しているということであり､それは超流動の破壊を意味している｡ つまり量子渦の生成は超流

動を抑制する方向に働いているということが分かるo また図26はpk=｡(t)と渦対の個数の､流
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(a)

(b)

(d)

図24:図20(b)の基底状態にy方向に流れ場∨-1.5をかけたときの時間t-0(a),t-0･17(b),t-
0･23(C),t-0.44(d)での波動関数の振幅 (左)と位相 (右)｡ただし振幅は量子渦をより確認し

やすくするため対数スケールで示している｡位相の図では渦のあるブランチカットの端点を矢

印で示している｡
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図 25:図20(b)の基底状態にy方向に流

れ場V-1･5をかけたときの感受率かk=｡(t)
(点線)と渦対の数 (実線)のt依存性｡

′lU
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図26‥感受率かk=｡(点線)と渦対の数 (実
級)の流れ場の大きさに対する依存性｡た

だし､J瓦7V-50,E/A-2における10
0個のアンサンブル平均と500個の時間

平均をとっている｡

れ場の大きさに対する依存性である.この図から分かるように､ある臨界流れ場vcを超えると

量子渦対が生成するようになり､それと同時に感受率も著しく増大している｡つまり超流動が

その臨界流れ場以上で消滅するということを示している. 図27はこの臨界流れ場vcのポテン

シャルの強度Ro依存性 (a)と回復長E依存性(b)である｡ これを見るとポテンシャルの強度の
大きい方が､また回復長の短い方がV｡が小さく､渦対が容易に生成する｡特に図21と比べて

みて､超流動密度がない領域でのV｡は著しく小さい｡結論として､大きなランダムポテンシャ

ル強度と小さな回復長は､波動関数を局在させるだけではなく量子渦を容易にすることで超流

動をさらに抑制する方向に働くということが分かった｡ランダムポテンシャル中のボース系に

おける量子渦と超流動の関係はいまだ理解されていないことが多いが､この計算でこれらが非

常に密接な関係にあるということを見ることができたといえよう｡

5 周期ポテンシャル中のボース凝縮の超流動-Mott絶縁体量子

相転移とそれに伴う凝縮体の干渉

特に4章での議論に非常に関係ある話題として光周期トラップ中の中性アルカリ原子気体

のボース凝縮の超流動-Mott絶縁体転移の観測の実験がある｡ Mott絶縁体とは粒子間斥力のた

めに､もはや粒子は自由に動けなくなり超流動 (電子系の場合は電気伝導)が消失する現象で

ある｡本章では再びGross-Pitaevskii方程式の数値計算により､このMott絶縁体に対する物理

現象の再現 ･考察を試みる｡
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図27‥臨界流れ場vcのRo依存性(a)と挿 存性(b)oただし(a)ではE/A-2､(b)ではJ高7V
50における100個のアンサンブル平均を取っている｡

本章では､中性アルカリ原子気体のボース凝縮､そして光トラップ中での超流動-Mott絶縁

体量子相転移の実験的背景について簡単に述べた後､我々の行っている周期ポテンシャル中の

Gross-Pitaevskii方程式の数値計算によって得られた幾つかの結果について紹介する｡

5.1 中性アルカリ原子気体の超流動-Mott絶縁体転移

1995年､中性アルカリ原子気体のボース凝縮が成功し､それまで液体4Heのみでしか存

在しなかったボース凝縮の理論的 ･実験的研究が爆発的に進んだ [29]｡これは磁気トラップ中
に閉じ込めた87Rb,23Na,7Liなどを初めとする様々なボース気体に対し､レーザー冷却と蒸発冷
却を用いてその温度を下げることでボース凝縮を実現させるものである｡ この系はバルクの液

体4Heのボース凝縮 ･超流動に比べ､

1.気体であるために粒子間相互作用が小さく､それゆえに理論的に扱いやすい｡

2.中性子を用いずに､直接ボース凝縮を観測できる｡

などを初めとする多くの理由により､発見当時から現在に至るまで大きな注目を浴びている｡

また2002年2月には磁気トラップ中に閉じ込めたボース凝縮体をさらに光トラップに閉

じ込め､光トラップの大きさを大きくしていくことでボース凝縮体の超流動-Mott絶縁体の量

子相転移が観測された【301｡磁気トラップはボース凝縮体にとって放物線型の閉じ込めポテン
シャルを生み､光トラップは周期型ポテンシャルの働きをする｡磁気トラップに閉じ込めた凝

縮体に一方向から光を当てるとちょうど図28のような描像となり､光を三方向から当てること

で､磁気トラップの中心部分には図29のような三次元周期ポテンシャルが作られる｡ 周期ポ

テンシャル中で凝縮体は､各々の光トラップの極小部分に集まるが磁気トラップと光トラップ
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図28:実験で作られる- 周期ポテンシャルのイメー ジ図0左図のように磁気 トラップに閉
じ込め られた凝縮体に横 か ら光を当てるこ とで､右- うにトラップの中に周期ポテンシャルが作 られる ｡

図29:三次元周期ポテンシャルのイメージ凱 図中に- る面は､周期ポテンシャルの等ポテンシャル面である｡
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の両方をはずすと凝縮体は開放され広がってゆき､トラップの異なる極小に集まっていた凝縮

体同士が干渉し､その干渉模様が観測されるはずであるが､光トラップの強さを大きくしてゆ

くと､あるトラップの強さ以上で干渉模様はもはや観測されなくなる｡この実験結果を図30に

表す｡図中のaからfの問では干渉パターンが現れており､これは原子集団がコヒーレントな超

(a)

(e)

(b)

(g)

(d)

(h)

図 30:三次元光 トラップ中のアルカリ原子気体の干渉模様の観測 ([30]の図2)｡超流動状態に

あるときは干渉模様が見え(a～f)､Mott絶縁体にあるときは見えない(g,h)｡ポテンシャルの大
きさはaからhに進むにつれ増えている｡

流動状態であることを意味する｡ ところが光 トラップの強さを大きくしてゆき､図中のg,hに

なると干渉模様はもはや消えてしまい､これはポテンシャルの極小に各々の原子集団が局在し

たMott絶縁体状態であることを意味する｡ つまりf,gの間での凝縮体の超流 動-Mott絶縁体転

移の観測が成功したことがこの図から分かる｡ 最後にこの実験で原子は十分冷却されており､

温度による熱揺らぎの効果は十分無視できる領域にあり､これが量子相転移であることを付け

加えておく｡

5.2 周期ポテンシャル中のGross-Pitaevskii方程式を用いた超流動-Mott緒

縁体の解析

超流動-Mott絶縁体転移はFisher達が提唱したボース ･ハバードモデルを用いて議論するこ

とができる [151｡しかしこのモデルでは周期 トラップのひとつの極小部分の中における凝縮体
の空間構造や凝縮体全体の位相の情報を得ることができず､したがって実験結果で得られてい

る凝縮体の干渉模様の変化との直接の対応がつかみにくい｡そこで我々は4章で用いた二次元

Gross-Pitaevskii方程式の数値計算のテクニックを用いて､この超流動-Mott絶縁体転移を議論

することを試みた｡ここではGross-Pitaevskii方程式(4.9)中のU(x)は次のような周期ポテン
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シャルをとる (図31)0

U(x)-U(x,y)--Uocos2(kx)cos2(ky) (5･1)

ここでUoは周期ポテンシャルの特徴的な大きさである｡ このポテンシャルの元で4章同様､散

y

図31:式(5.1)の周期ポテンシャル.ただしkL/27T-2である｡

逸を入れたGross-Pitaevskii方程式を時間発展させることにより､基底状態を求める｡ 幾つか

のUoで基底状態を求めたものが図32である｡Uoが大きな方が基底状態は局在していることが

分かる.次に､基底状態に対してポテンシャルをはずし(U(x)-0)､その波動関数の時間発展

図32:式(5.1)のポテンシャルから得られたGross-Pitaevskii方程式の基底状態のl◎(x,t)l2｡ただ

し回復長はE/A-2で､Uoはそれぞれ(a)50,(b)100,(C)200である｡また4章同様､Jdxf◎(x,t)l2-
64人2/E2となるように規格化している

を調べるO 図32(a),(C)を初期状態としたlO(x,t)J2の時間発展を図33に示す｡この図から分か

るようにUoが小さなときは､ポテンシャルをはずしたときに波動関数の隣同士の振幅の山が
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図33:図32を初期状態として､周期ポテンシャルをはずしたときの時間発展において､t-0.024

のときの摩(x,t)‡2.(a)は図32(a)に､(b)は図32(b)にそれぞれ対応しているo

つながるように広がってゆくが､Uoが大きなときは山同士の中央に干渉模様が現れる. これは

Uoの小さなときにあった山同士の相関が､U.の増加に伴い消失し､お互いが干渉し合うため

であると思われる. また基底状態における超流動密度 nsと相関関数CoのUo依存性を計算し

たものが図34(a)である.4章のランダムポテンシャルのときとは違って､U0-200付近で超

50 100 150 200

Uo
0 50 100

Po
I50 200

(a) (b)

図 34:超流動密度nい 相関関数CoのUo依存性(a)と､流れ場に対する運動量の感受率におけ

るフーリエ0成分の時間平均かk=oo

流動密度､相関関数ともに消失しようとしていることが分かる｡ これはランダムポテンシャル

のときのように系に相関が残ったまま超流動が消失するのではなく､相関と超流動はより密接

な関係にあることを示している｡ このように周期ポテンシャルの場合はランダムポテンシャル

のときとは異なる機構で超流動が消失している可能性があるかもしれない｡また微小な流れ場
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をかけたときの系の感受率のフーリエ0成分の時間平均Dk=｡のUo依存性を計算したものが図

34(b)である.この図から明らかにU0-200付近で感受率が増大し､超流動が破壊されている

ことが分かる｡

以上の計算を通して､周期ポテンシャル中のボース凝縮体の非常に興味深い現象が得られた｡

しかしこの計算結果が実験､特にMott絶縁体転移とどのように関連するのかははっきりせず､

さらに計算を進める必要があるであろう｡ 我々の現在の課題として次の3点が挙げられる｡

●実験と状況を合わせるために､二次のトラップポテンシャルに系を閉じ込め､そこから開

放したときのダイナミクスを計算し､実験結果と比較する｡

●Mott絶縁体には必ずエネルギーギャップが存在する｡ 我々の計算において励起スペクト

ルを計算し､本当にエネルギーギャップが出現するのかどうか確かめる｡

●周期ポテンシャルとランダムポテンシャルで､超流動などの物理はどのように異なるであ

ろうかということを明らかにする｡

これらの研究が現在進行している｡ この計算によってボース凝縮体の超流動-Mott絶縁体転移

の物理はより明らかになることであろう｡

6 結論

本研究では､多孔質グラス中の液体4Heのボース凝縮 ･超流動現象に対してランダムポテ

ンシャル中の希薄ボース気体のモデルを用いて､物理量の解析的な導出､実験との比較を行っ

た｡また二次元Gross-Pitaevskii方程式の数値計算を用いて､ランダムポテンシャル中でのボー

ス凝縮の巨視的波動関数 ･超流動や量子渦の振る舞いのシミュレーションを行った｡さらに光

周期トラップ中の中性アルカリ原子気体のボース凝縮における超流動-Mott絶縁体転移に対し

て､再び二次元Gross-Pitaevskii方程式を用いて､波動関数の振る舞いを調べた｡以下に本論

文で得られた結果および今後の課題を示す｡

1.ランダムポテンシャル中の希薄ボース気体の解析計算

(a)多孔質Vycorグラス中の液体4Heは大部分がVycorグラスの壁面に吸着し､残りわずか

が希薄ボース気体として振舞うと仮定することによってVyocrグラス中の4Heの密度を､

そして絶対零度付近で超流動密度が消失する4Heの密度を実験と比較することによって

ランダムポテンシャルの大きさを見積もることができた｡これによって我々のモデルに

フリーパラメーターがなくなり､実験結果と定量的に物理量を比較することができるよ

うになった｡

(b)低温領域において､我々のモデルと実験との比熱や超流動密度は定量的に一致する｡ こ

こから我々のモデルは､実験における4Heの振る舞いを良く再現しているであろうと考

えられる｡

(C)低温での比熱の温度に線形な振る舞い､低密度領域でのボース凝縮の存在下における超

流動の消失､低密度領域における超流動の再起型転移など､我々のモデルは実験では観

測されていないランダムポテンシャルが引き起こす興味ある現象を予言することができ
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る｡ とくに超流動の再起型転移においては､ランダムポテンシャルの強度を上げること

により､実験でより観測が容易になるであろうということを示すことができた｡

(d)我々のモデルは非凝縮体の高次の項を無視しているため､多くの非凝縮体が励起される

ような高温領域を記述することができない｡高温領域を記述するためにモデルの近似を

上げる必要があるが､Hartree-Fock近似はあまり良い近似とはいえず､今後の課題とし

て非凝縮体の高次の項を直接計算する必要がある｡

2.ランダムポテンシャル中のGross-Pitaevskii方程式の数値計算｡

(a)ランダムポテンシャル中で､Gross-Pitaevskii方程式の基底状態はランダムポテンシャル

が大きいほど､また回復長が短いほど局在し､それによって超流動密度や相関関数は抑

制される｡ しかし相関関数の抑制は超流動密度に比べて緩やかで､系に相関を残したま

ま超流動は消失する｡

(b)基底状態に流れ場をかけると､ある臨界流れ場以上で量子渦対が生成 ･消滅するように

なる｡臨界流れ場は､系が局在しているほど小さく､よって量子渦対は容易に生成 ･消

滅するようになる｡ またこの量子渦対の存在によって超流動は大きく抑制される｡

(C)今後の課題として､実験と比較するために系の次元を三次元にして計算する必要がある｡

また現在の二次元系の計算がそのまま適用できるような実験を探すことも重要であると

考えている｡

3.周期ポテンシャル中のGross-Pitaevskii方程式の数値計算｡

(a)ある周期ポテンシャルの大きさ以上で､ポテンシャルをはずしたときの波動関数の振る

舞いが変化するという結果が得られた｡またその付近において相関関数 ･超流動密度と

もに消失し､ランダムポテンシャルの場合と異なる機構で超流動が消失している可能性

があると考えられる｡

(b)今後の課題として､実験に合わせたシミュレーション､励起スペクトルの計算､系の回

復長依存性や相図の描画など多数挙げられる｡
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