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量子力学では量子状態の量子相関が非局所性を表すものとして扱われているが,量子系の統計

的推測においては量子状態の量子相関だけでなく,量子測定における量子相関も重要な役割を果

たすことを解説する.さらに,現在の技術で十分に可能な測定で量子相関を用いることによる効

果が明確なものを量子ガウス状態や量子 2準位系を例にとって提案する.

1 量子系の統計的推測の意義

近年,情報機器から医療機器に至るまで様々な分野で微細化が進みつつある.そのため,従来

は古典的な記述で十分であったにも関わらず,その微細化の結果,量子力学的記述が必要となる

ことは少なくない.例えば,現在のコンピュータ機器は古典的な bitを基本としていると考えら

れる.個々のデバイスは量子力学に従うわけであるが, 1つの古典的 bitを表す粒子数が従来は

十分多かったので,巨視的にはこれを古典的に扱うことが許された.しかしながら,微細化の結

果, 1つの古典的 bitを表す粒子 (電子)の数がこのような扱いができる程度には多くはないと

いう状況になりつつある.事実,現状では1ビットに対応する電子の数が数百単位となっている

状況もあると言われており,これが数十単位になる微細化が進むと何らかの量子的な情報処理を

必然的に考えざるを得なくなる.その他,ナノスケールの微細な系を取り扱う際にも,同様のこ

とが問題になると思われる.

この間題の1つの定式化が量子系での統計的推測である.このような研究は,1967年に光通信

を量子的に扱う研究に関連してHelstrom【1】により始められ,70年代を通じて精力的に研究され

た[2,3,4ト80年代に入ると研究者の数が激減し停滞したが,90年代後半から,70年代には無かっ

た視点から研究されるようになり,急速に進展した【5,6ト この問題設定では,測定者に有用な情

報が,量子的な信号を決定するパラメータとして与えられていると考える.そして,信号に対す

る測定を通じてのみ,そのパラメータに関する情報が得られると考える.一般に量子系では測定

を行なうと系は乱され,系がもとから持っていた情報が失われる.そのため,それぞれの状況の下

で,最も多くの情報が獲得できる測定を選ぶ必要がある.一般には量子力学的な非可換性のため

に,複数のパラメータに対して,同時に最適な測定は存在しない.場合によっては,推定したい

1本稿は､編集部の方から特にお願いして執筆していただいた記事である｡

2E-mail:maSahito@qci.jst.go.jp

-662-



量子系の統計的推測と量子相関

パラメータが複数あるときには,片方のパラメータに対して最適な測定を行うと,他のパラメー

タに対する情報が全く得られないことが起きてしまう.故に,この問題設定では,測定の選択が本

質的な部分になる.ただ,困ったことに,実際に現在の技術でそのような量子力学的な信号に対

して可能な測定の範囲と,量子力学の原理から許される測定の範囲とのギャップは大きい.特に,

現在の技術で可能な測定は問題となる信号の性質にもかなり依存するなどの理由もあり,一般的

な定式化は困難である.このような事情から,しばしば,理論的な立場として,量子力学的に許

される全ての測定の範囲で,推測のために最適な測定を選ぶという問題が採用される.

このような問題設定は,微細化の結果として得られた量子系だけでなく,量子計算や量子暗号

などのように (微細化の結果ではなく)意図的に構成された量子系を扱う際にも有効である.量

子計算や量子暗号の部品を作ったとしてもそれらが設計図通りに動作するとは限らない.それゆ

え,それらが設計図通りの性能を示すか否か推測する必要があるわけであるが,もちろん,この

推測は量子系に対する測定を通じてなされるものであり,量子力学の確率解釈から必然的に統計

的なものになる.その統計的推測をなるだけ効率良く行うための手段として,量子系の統計的推

測は有効な手段である.

応用例の一つとして人体内部の情報を得る技術であるPositronEmissionTomography(PET)や

SinglePhotonEmissionComputedTbmography(SPECT)の性能向上が考えられる･ここで,こ

れらを例として量子系の統計的推測がどのような形で適用されるか簡単に説明しよう.PETや

SPECTではともに,放射性同位体を体内に投与して,外部からその分布状態を測定することで,

人体内部の情報を推測する.PETでは,陽電子を放出する放射性同位体を投与することで,体内

での崩壊が起き陽電子が放出される.その陽電子はすぐに電子と衝突し,1対の7線を放出する.

この1対の (運動量和が0となる2つの)7線を測定することで体内の情報を得る.一方,SPECT

では 7線を放出する放射性同位体を投与し,同様に7線を測定することで体内の情報を得る.し

かし,放射性同位体をある一定量以上,体内に投与することは危険である.そのため,より少な

い投与で精度の高い情報を得ることが課題となる.もちろん,投与する放射性同位体を減らせば,

体内での崩壊のときに放出される 7線の量は少なくなり,より撤密な情報処理が要求される.7

線は量子力学的対象で,放出された 7線から,その発生源を特定するには,7線を検出した場所

と,衝突時の運動量の方向を同時に推定することが要求される.しかし,量子力学では良く知られ

ているように,位置と運動量を同時に推定することは困難であり,また,これらは完全には確定

していない.そのような状況の下では,発生源を未知パラメータとする,量子状態の推定問題とし

て問題を定式化するのが適切であると思われる.ここでのポイントはデータ処理過程だけでなく,

測定過程までも最適化しようとする点にある.

その他,素粒子実験や重力波測定など,量子系から精密に情報を読み出す必要のある分野への

応用も期待できる.このように,量子系の推測は量子系を用いた様々な処理を実際に実行する際の

基礎となる部分であり,今後,人類がさらなる微細化の結果,量子系の操作に取り組むに当たり,

その必要性は益々高まると思われる.さらに信頼性のある量子状態発生のためにも,推定論的手

法が重要になることは間違い無い.既に,実際に生成されたエンタングルメント状態の検証に量

子状態推定は用いられている【7,8ト今後この分野の発展には,物理学,統計学の双方の分野から
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のアプローチが期待される･なお,その他の歴史的なことや参考文献については参考文献 [5げ [9】

を参照されたい.

2 量子相関を用いた推定

量子計算や量子暗号などをはじめとして様々な量子情報処理が提案されている.これらの情報

処理ではエンタングルした状態 (量子力学的に相関を持つ状態)が重要な役割を果たすことが少

なくない.エンタングルした状態は量子系にのみ存在するもので,量子力学的な効果を有効に発

揮するにはこのエンタングルした状態を利用することが必要であることが多い.一方,量子情報

処理の 1つである量子系での統計的推測では複数の状態が独立に準備されている状況を想定する

ことが多く,エンタングルした状態を想定することは少ない.しかし,状態がエンタングルして

いない場合でも,すなわち,状態が量子力学的に相関を持っていない場合でも,測定として量子

力学的な相関 (量子相関)を持つ測定を行った方が,量子相関を持たない測定を行う場合よりも

推定精度が良くなる場合がある.量子相関を持つ測定は量子系特有のものであるので,それを持

たない測定との推定精度の差が量子効果を表していると考えることができる.本稿では,現実の

物理系でしばしば表れる量子ガウス状態の推定問題に注目し,実現可能な量子相関を持つ測定で

明確に量子効果が表れるものを提案する.もちろん,量子相関を持つ測定が重要な役割を果たす

のは量子系の統計的推測に限ったことではない.量子系での通信路符号化でも量子相関を用いる

ことで通信路容量が向上することが理論的には確かめられている.それゆえ,量子相関を持つ量

子測定の効果に関する研究は量子情報理論での 1つの重要なテーマである.本稿では統計的推測

における推定論でこのような量子効果を実験的に検証する枠組みを提案する.

最抑 こ3節で量子系の数学的記述と推定の定式化について述べ,次に4節で量子 i.i.d.条件と量

子相関を用いた推定と,用いない推定の定義を与える.そして,5節では量子系で重要な状態であ

る量子ガウス状態の推定について述べる.この量子ガウス状態の推定はデーター数が少ない場合

での議論が可能であるが,一般のモデルではデータが少ない場合には適用できない.6節ではその

ような一般のモデルでも展開できる,データが多い場合の議論 (漸近論)を扱う.さらに7節で

は,もう一つの量子効果の検証となる実験として,量子2準位系の固有値推定を扱った.なお,確

率分布のパラメータ推定は統計学で古くから議論されてきたテーマであり,特に漸近論について

は蓄積が豊富である.これらについて,より詳しく述べるために,付録Bを準備した.はじめに

B.1節では未知のパラメータが 1つの場合の漸近論について述べ,B.2節では未知パラメータが複

数ある場合について述べた.そして,B.3節では2次のオーダーの漸近論について簡単に扱った.

3 量子系の数学的記述と推定の定式化

ここでは量子系を記述するために基礎的な事項を説明する.以下に述べられることは極めて基

本的であるが,標準的な量子力学の教科書には必ずしも十分に記述されていないので注意を要す

る.量子力学では注目する物理系 (量子系)はHilbert空間 (系の表現空間,以下 γ と記す.)で
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記述され 状態は Hilbert空間 71上の密度作用素で記述される.71上の密度作用素とは 71から

71へのself-adjoint(Hermite)な線型作用素で positivesemi-definiteかつそのTraceが 1となる

ものである･このような密度作用素の全体をS(71)で表す･

測定は71上の恒等作用素 Iのpositivesemi-definite作用素による分解 (Mi)で記述される･こ

の分解 くMi)は POVM (正作用素値測度 PositiveOperator-ValuedMeasure)と呼ばれる･系が

密度作用素 p∈S(7lt)に対応する状態にあるとき POVM (Mi)f=1に対応する測定を行うと,そ

の測定値 i-1,...,kは確率分布

PPM(i)･･-TrpMi (1)

に従う･これが確率の条件 (PpM(i)≧0,∑iPpM(i)-1)を満たすために,p及びM が positive

semi-definiteであることなどが効いていることに注意されたい.この定式化では状態と測定の再

現性が暗に仮定されている.そうでなければ,式 (1)を実験により検証することは不可能である.

よく知られているように,物理量が自己共役作用素 X で記述され,そのスペク トル分解が

X-∑iXiEi(xiは固有値で Eiはその固有空間への射影)で与えられるとき,分解 (Ei)を物理

量 x の測定とよぶことがある.しかしながら,より広い意味で

x -∑ xiMi
l

(2)

を満たす POVM tMi)を X の測定とよぶこともある･実際多くの粒子を一度に測る際にはその

期待値TrXp-∑iXiTr MiPが直接得られるため,そのような場合には POVM の形ではなく対

応する自己共役作用素 X の形が問題になる.しかしながら,粒子を1つずつ測定する場合には直

接問題になるのは測定値 ibミ得られる確率ppM(i)であり,どの自己共役作用素に対応するかを議

論するだけでは不十分である.推定の平均2乗誤差を評価するには(2)の意味で対応する作用素で

はなく測定値が従う確率分布 p㌢ に注目する必要性があり,この事実は6節で具体的に例を用い

て示される.今後混乱のおそれがあるので,本稿では物理量 (または自己共役作用素) X の測定

という表現は用いない.

また,多くの場合,物理量 x を測定しようとして,そのスペクトル分解 (Ei)に対応する測定

を行なったつもりでも,実際には測定過程においてノイズがありスペクトル分解 (Ei)から若干

ずれた測定を行っていることが多い.このようなずれを表現するには測定を POVM で表現する

ことが不可欠であり,それゆえ,測定を POVM で表現することは応用上,極めて有効である.

2つの量子系 711, 712の合成系はテンソル積空間 711㊨ 712で記述される.特に各系の状態の

密度作用素がそれぞれpl, P2で与えられており,相互作用が無いときには,合成系上の状態の密

度作用素はpl㊤ p2で与えられる.量子力学系におけるパラメータ推定では,状態に対応する未知

の密度作用素が密度作用素族 S-(po∈S(71)lO∈0⊂R)に含まれていることが既知の上で,刺

定値から未知のパラメータ βを推定することになる.これを先の PETや SPECTの例に合わせ

て説明すると,人体内部の情報 (崩壊が起きた位置など)がパラメータ β∈0に対応し,崩壊に

よって放出される 7線が poに対応する.
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4 量子i.i.d.条件と2種の定式化

上述の方法を用いて状態の密度作用素を推測するためには,その状態にある系を複数準備する

必要がある.そのため n個のシステムにわたって同一の状態 poが準備されることになる.この

とき合成系 71㊥n:-71㊤ ･･･㊨71上の状態は密度作用素 p⑳n:-p㊤ - ･⑳pで記述される (量子
L y ノ }

n n

n-i.i.d.3条件).

ここで導入した量子 n-i.i.d.条件を仮定すると,推定量は量子系 71⑳nに対する測定を表す (測

定値集合が Onである)POVM Mnと Onからパラメータ空間への写像Bnの組 (Mn,On)で記

述される.多くの古典系と同様,平均2乗誤差(MSE)を誤差の基準にとることにする.すなわち,

パラメータ空間が 1次元のときは単純にその平均2乗誤差

vo(Mn,On):- i(on(LJ)-0)2TrpoChMn(dLJ)

を最小化することを考える.ただ,推定量に何も条件を課さないのであれば,例えば,推定値 ∂

を常に0にとるという推定量を考えると,真のパラメータが Oのとき上記の値は Oになるが,他

の値のときには良い性能を示さない.それゆえ,推定量に何らかの条件を課さないと,意味のあ

る問題設定にならない.簡単な条件として推定量の期待値が真のパラメータに一致するという不

偏性性条件,すなわち

/on
annpo@nMn(dLJ)-0, ∀0∈0

を課すことが多い.パラメータ空間 0が多次元 dの場合にはi番目のパラメータ Oiに対してそ

れぞれ,平均2乗誤差 (MSE)

/on
(oh(LJ)-Oi)2Tr poOnMn(dLJ)

を考えることになり,不偏性条件は

/on
Oh(LJ)TrpoC"Mn(dLJ)-Oi,∀o∈0,1≦∀i≦d

(3)

で与えられる.量子推定の場合には,一般に各パラメータに対して最適な測定が異なり,それら

が,非可換性のため同時に実現できないという深刻な問題がしばしば起きる.

この論文では,推定方式として, n個の系に対して個別的な測定を行う場合と,量子相関 (量

子力学的な相互作用)を用いた複数の系にまたがる測定を行った場合を比較し,どの程度の推定

精度の差が生じるか考えることにする.これにより,推定という問題の下での量子効果の影響を

正確に見積もることができる.例えば,図1のように,各系を個別に測定して,古典的データ処

理を行って,推定するという方式では,量子相関は用いる必要はない.もちろん,この場合,各系

に個別に行う測定は,それまでに行った測定の測定値に応じて適応的に選択できることとする.

3i.i.d.はidenticallyindependentdistributionの略
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測定器 測定値 推定値

図 1:量子相関を用いない推定

このような測定は以下の形の POVM で記述される.

･Mn-(Mill)⑳･･･⑳ML;7...,wn_1,Wn)(u1,...,Wn)∈On,

･ Mi';),."wj_1,W,I- (MiJiL.,W,_1,W,･)t≧0,

･/o聴 ･,… duj-I (i-1,･･･,n)･

上記の条件を満たす POVM に限った場合の(3)の最小値をCoNQと書くことにする･

逆に,図1で表した測定に含まれない測定を量子相関を用いた測定とよぶことにする.このよう

な測定は図2のように表すことができる.

図2で表されるタイプの POVMでの(3)の最小値をCoQとする･CoQとCoNQを比較すること

によって,各系間の相関を用いることがどれだけ推定精度を向上させるか議論することができる.

本稿では,後に定義を与える量子ガウス状態族に対して,不偏性条件の下で上記の比較を行う.そ

の次に,不偏性条件とは異なる一般的な設定である, 1次漸近理論を解説し,その枠内で量子ガ

ウス状態族と他のモデルに対して同じ比較を行う.

5 量子ガウス状態の推定

この節では量子系での重要な状態である量子ガウス状態の推定について議論する.5.1節ではこ

の系で重要な測定方法について述べ,5.2節では量子相関を用いない場合の限界及びそのときの最

適な推定方法を与える.そして5.3節では,量子相関を用いた場合についても考え,そのときの限

界及び,限界を達成する測定を与える.5.4節では現実の不完全な測定で,量子相関を用いること

により,5.2節で与えた量子相関の無いときの限界を超えるような推定方法を提案する.
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図 2:量子相関を用いた推定

5.1 光子と量子ガウス状態

振動数が 〝の光子からなる物理系は lO),旧,-･,困 ,- を正規直交基底とする Hilbert空間

L2(A)で記述される.(lk)にk次のHermite関数を対応させるとR上の2乗可積分空間 L2(R)に

なる.)このとき状態 lk)(kJを光子の個数が kの状態であると見なすことができる.このように粒

子の個数 (Oを含む正の整数)に対応するベクトルが表現空間の正規直交基底になる粒子のことを

Bose粒子 (bosom)とよぶ･この系では,coherentベクトル 回 a‥-∑T=｡e一牢郭 )(α∈C)

が重要な役割を果たし,それに対応する密度作用素pa,o‥-Jct)aa(αlは coherent状態とよばれ

る.この系において重要な POVMとして

匝卜k- lk)(kF (4)

垣]‥ αH lcy)aa(crl (5)

が知られており,それぞれ個数測定,ヘテロダイン測定とよばれる.前者ではnは離散値である整

数に値を取るのに対し,後者では連続値である複素数に値を取るので,∑ が積分に変わることには

注意を要する.coherent状態は比較的安定な状態で量子光学で重要な役割を果たす.以下,未知状

態がcoherent状態をガウス積分で重ね合わせた量子ガウス状態 p" ‥-封 e一也が la)aa(alda

である場合の推定理論の概略を述べる.例えば,熱浴中で緩和する振動数 〝の光子からなる量子

系の従うMaster方程式

盲 --ilua†a,pト 写(aatpA2atpa+paat)-三空也(aatpl2apat･ paTa)
dp

2

の下では coherent状態 ‡(o)aaくくolは

lEo)aa(Eol一 ㌔ .e- 音 Iivt,a (1- e - c t )
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と時間発展する[10ト(ここで 元平均光子数で Cは熱浴との結合係数である.)それゆえ,量子ガ

ウス状態の推定を再,Eoが既知である場合では,i,U,Cを推定するために用いることが可能である.

その他,再,C,i,や 再,l/,tが既知である場合に,(0,i,や Eo,Cを推定するためにも利用することが

できる.それゆえ,量子ガウス状態からなる状態族を仮定することは十分な適用範囲を持つ.以

下では,未知の状態が量子ガウス状態であると仮定した場合の推定について考える.

5.2 量子相関なしの推定

はじめに,(が Oであることが既知で,Ⅳ のみを推定する場合,すなわち状態族

(po･N-ET-oh (a)klk)(kL付≧o〉の推定を考える.この場合の不偏性条件の下での最

適な測定は,個数測定(4)を行い,そのデータ k1,...,knについて平均値 kを推定量とするもの

に限られ,その平均2乗誤差は

:義.(k-N)2Trpo,N･k,(kL-

〟(〟+1)
n

(6)

で与えられ,量子相関を用いることのメリットが無いことが示せる.(この場合は状態族に含まれ

る全ての状態が互いに可換であるので,古典的な統計的推測の理論に帰着できる.特にこの場合

は,幾何分布のパラメータ推定に帰着される.)

次に くのみを推定する場合を考えることにする.このときには推定量に不偏性を課すと,図2

で示した個別的な測定の範囲で最適な推定方法は,各系に(5)で与えられるヘテロダイン測定を行

い,得られたデータである α1,‥ .,αn についての平均値をぐの推定値 (とするものに限られる

[2].その平均2乗誤差は

去/cl仁 α[2Trp" lα)aa(aLda-uclEl2a(alpo･Nla)add-誓 (7)

で与えられる.不偏性条件の下でこれを最小化する最適測定は Ⅳ には依存しない.この場合も同

様に,量子相関を用いることのメリットが無いことも示せる【5ト

では (のみではなくⅣ まで推定するのであればどうであろうか.この場合は Ⅳ の MSEと く

の MSEの両方を同時に最小化する必要が生じるわけである.多くの場合は両者を重み付けして

和を取ったものを最小化する.しかし,ここでは問題を簡単化するために,ぐのMSEについては

最適な値を達成するという条件を課し,それを満たす不偏推定量の中で Ⅳ の MSEを最小化する

という基準を採用することとする.その理由は,多くの場合 ぐに関する情報の方が重要であると

考えられるからである.

先の議論から個別的な測定に限ると,上記の条件を満たす推定量のための測定は個別にヘテロダ

イン測定を行うものに限られる.そのゆえ,この問題設定では測定を工夫するという余地が無い.

以下,Nを推定する推定量の2つの候補 NIp,N2,n を挙げ,その性能を比較する.個々のデータ
lα-くL2

･iは平均断 ,分散 N+1の正規分布に従う･すなわち,その確率密度関数は詞 巧 e一同 ｢で

与えられる.それゆえ,ぐの推定値 くは得られたデータについての平均値で与えられる.正規分

布の分散の推定量は統計学で良く知られており,それを適用すると,Ⅳ の推定量で不偏性を満た
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すものの中ではNl,n:-嘉 ∑:=1rCri-El2-1が最適である.もちろん,n-1の場合には,そ

の分散を推定することは不可能なので,n≧2であることが必要である.真のパラメータが (,N

である場合の確率変数 x についての期待値をEE,NX とすると,その MSEEぐ,N(Nl,n-N)2は

E亡,N(言 墓桓i-<-F2-(N･1,)2- Eo,N (吉 墓Iai一｡2-(N･1))2

-Eo,N (志 賀 ･ai-i,2)2-(N ･1)2- 品 Eo,N (王墓 ･αi-｡2)2-(N+1)2

n2

(n-

n2
(和一

# O,N(三grai.2m )2-(N･1)2

# O,N((三g ,ai･2)2塞 αiF2fE,2･fE･4)
αiF2fEl2+fEl4ト (N+1)2-

(〟+1)2
n-1

(8)

となる.もちろん,(〟 +1)2>Ⅳ(〟 +1)であるから,この値は(6)より大きい.

しかし,推定量は必ずしも不偏性条件を満たす必要は無く,代わりに推定量N2,n :- ni∑?=llcri-

El2-1を用いることもある･この推定量の期待値はE(,N(N2,n)-蓋 (N+1)-1となるため,

不偏性は満たさないが,MSEは

EE,N(N2,n-N)2-
(〟+1)2

n

となり, Nl,n の MSEより一様に小さい･しかし,普通,統計では不偏性を満たす推定量 1ql,n

を用いることの方が多い.このようにくと Ⅳ の同時推定では量子相関を用いない場合では,個々

の系にヘテロダイン測定を行ない,その後適切なデータ処理を行なうことが有効な方法であり,そ

のときの亡についての MSEは吐吐 となり,N についてのそれぞれの MSEEぐ,N(N l,n- N)2とn

E(,N(N2,n-N)2はともに上記のように計算できる.

5.3 量子相関を用いた推定

次に量子相関を使う場合はどうなるであろうか?この場合以下のような方法により,量子相関

を用いない場合よりも有効な推定が可能である.まず,各系同士をうまく相互作用させて,以下

の様に pgnNを時間発展させる･

pgnNt-+P凍 ,〟㊨p.TNll･
(9)

そして, 1番目の系に対してはヘテロダイン測定を行い,その測定値をそのままぐの推定値とし,

残りのn-1個の系に対しては個数測定を行い,サンプル平均を N の推定値とする.このように

行うと,ぐに対しては先のものと同じ精度で推定することができ,Ⅳ に関しては 1個分の情報を

失うだけで他の n-1個に対しては最適な測定を行うことができる 【11トこの推定量は不偏性を

満たし,(及び N の MSEはそれぞれ,莞 主, ヱ豊 平 となる.ぐの MSEについては(7)と-
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致し,〃 についてはほとんど(6)と一致して4,量子相関を使わない場合の Ⅳ の MSE(8)より小

さい.

このような測定はn=2m の時は以下のようにすると実現可能である.例えばn=4のときに

ついては次の図3の様にビームスプリッタ- (ハーフミラー)を組み合わせた測定を行うことに

より実現できる.

'Lh.
PJ豆(,N

●も回

図 3:トーナメント方式による推定

図3では個数測定,ヘテロダイン測定をそれぞれ匝1[画 で表し,ビームスプリッタ-を55]

で表した.ビームスプリッタ-とは上からの入射光の反射光は反射の際に位相が反転する (固定端

反射)のに対し下からの入射光に対しては反射の際に位相がずれない (自由端反射)ものである.

ビームスプリッタ一回 の上下を逆にしたものを巨司 で表した･ここで構成した相互作用の結

果,式 (9)のような時間発展が実現される.このように量子ガウス状態の2つのパラメータ ぐと

Ⅳ の同時推定では原理的には量子相関を使うことで量子相関を使わない最適な場合の精度を上回

ることが可能である.特にこの方法は,個別に くや Ⅳ を推定する場合の最適な精度を同時に実

現している.

4ヘテロダイン測定の測定値が1つのみでは N に関しては全く情報を与えないことを考えると,N の推定にpv7;ぐ,N
の情報を用いないことは不思議ではない.
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5.4 量子効果が表れる推定の実現に向けて (その 1)

しかし,上述のような トーナメント方式を用いると,多くの回数の相互作用を行わぬばならず,
′ヽ

実現はやや困難である.以下では比較的実現が容易な N の推定量 N7,n,N8,n を提案し,先に与

えた相関を用いない推定量 N2,n とこれらの推定量を比較する･入力状態の数が n-2m の場合

で2個の状態間の相関のみ用いる方法であれば実現が比較的容易であると考えられる.すなわち,

上の実験で n-2の場合を m 回繰り返すわけである.当然,ヘテロダイン測定が m 回で,個数

測定が m 回となる.ただ,残念なことに,ヘテロダイン測定はかなり理想的なものが実現できる

が,個数測定の方は理想的なものを実現することは困難である.つまり,個数測定で実際にでき

るものはその効率 (量子効率)tが 1未満のものである.さらに,多くの場合 k=0とそれ以外

の区別しかできず,(測定値の数が)2値の測定しかできない.付録 Eで述べるように,そのよう

な量子効率が fの個数測定の2値の POVM は

(差 rk,(k･(1-i,k,I-kS 帖 kE(llt)k) (10)

で与えられる[12ト

そこで以下では,ヘテロダイン測定と上述の不完全な個数測定を使った推定方法を考え,これら

の性能について議論する.この場合 ぐの推定量はヘテロダイン測定の測定値αi(i-1… m)の平均

値を用いて(:-去∑T-laiで与えられ,そのMSEは思 となる･また,Nの推定量であるが,

ヘテロダイン測定の測定値のみを使うのであれば,その推定値は恥 m :-よ ∑T=lFcri-JEel2-1

で与えられ,その MSEは 篤 学 となる.

一方,先の量子効率が 舌の不完全な個数測定を用いると,

･r蓋 世,<k･(i-i)kpo,N-差益 (蒜)k(1-i,k-1.lNt
となることから,その測定値は2項分布

(pN(0)-Th ,pN(1)-丁詣 〉
(l l)

に従う.すなわち,分布族 (抑 lⅣ >0)についての推定を扱うことになる.それゆえ,この分布
1

に関する m回の独立同一試行の下で0が 掴 得られた場合は,pN4(0)-丁布 ㌫ -去 となるよ

うに推定値 N4を N4,2m :-三碧 と決定することが自然に思える･しかし,この推定量を用いると

I-0のときには推定値 N4,2,nが無限大に発散してしまう･そのために,

Ⅳ5,2m:-

111
t

E慧

Ⅳ6,2m :-

l=0のとき

上記以外

川.一g

(I+1)i
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という推定量を考えることもできる.しかし,2つの推定量 105,2m,N6,2m はともに,不偏推定量

ではない･それどころか,変換 N t-I,壷 が非線型であるために,分布族 (pNlN >0)の不偏推

定量を構成すること自体が困難である.しかし,推定量が良いか悪いかは必ずしも,不偏性を満

たすか否かではない.むしろ,平均2乗誤差 γⅣ(Ⅳ5,2m),γⅣ(Ⅳ6,2m)の大小で比較すべきである.

なお,のちに詳しく述べるが,推定量 106,2m の方が,推定量 N5,2m よりも,その期待値が真のパ

ラメータに近い.今の場合,ヘテロダイン測定と個数測定の双方のデータが使えるので,それぞれ

の測定による推定量の凸結合によって作られる推定量 107,2m :-入Nl,帆+(1-A)N5,2m (1>入>0)

またはN8,2m ‥-入Nl" +(1-A)N6,2m (1>入>0)を考え,これを量子相関を用いない推定量と

比較する.(以下の議論では凸結合を取る片方の推定量が不偏性を満たすことが必要なので, Ⅳ2,m

ではなく N1,m を用いた･)一般に2つの独立な確率変数 Xl,x2があり,片方の期待値が Oで

あるとき,その凸結合 入Xl+(1-A)x 2 (1>入>0)の2乗の期待値は 入2vl+(1-A)2V2とな

る･ここで Xl,x2の2乗の期待値を vl,V2とおいた･その最小値は 信 濃 のときに得られ,

1/(a+吉)となる･それゆえ,N7,2m-N 及び 1C8,2m-N に対して,最小となる 人を選ぶと,推

定量 N7･27,N8,2-の平均2乗誤警 それぞれ,V2- VN'N8,2-I- (岸 赤 ･vN'N6,2-'-i)-I,

V3-VN(N7,2-)- (揮 赤 +vN(N5,2-)-I)11で与えられる･

以下の結果を繰返し回数 m=10, 量子効率 t=0.5の場合に量子相関を使わないときの平均2

乗誤差 vl-VN(N2,2m)-誓 崇三と比較すると図4のようになる.参考のためサンプル数 nが大

きいときの漸近的な場合の挙動を表すものとしてV4-(1im,n→∞m vN(N7,2m))/10との比較も行

なった.

N
J

O
S
山

S
M

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

N

図 4‥パラメータ N の平均 2乗誤差 (MSE)の比較

ほぼ 0.65よりN が小さい場合では,量子相関を使った推定量 N8,2m は量子相関を使わなかった
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推定量 102,2m より良い精度を与えている.また,同じ実験の下でも2つの異なるデータ処理に対

応する推定量108,2,nとN7,2m はかなりMSEが異なる･このことはこのような場合ではデータ処

理の選択も無視できない要素であることを示している.

以上のように,現実の不完全な測定を考慮しても量子相関を用いることにより推定精度が向上

する可能性が示された.可視光の場合には最も良い場合で量子効率 l =0.83という数字が記録さ

れており[13],市販の計測機器でもt-0.5ぐらいは可能である.確かに,ビームスプリッタ-で

干渉させる実験は決して容易でなないが,現代の技術で十分可能である.今後,この測定を実装

し,量子効果が状態推定にも有効であることが実験的に実証されることが期待される.

6 漸近論

先の節では,実際の実験に結び付く議論が必要であったために,十分にデータが多くない場合

を扱った.このような場合では解析的に締麗な形で,個々の推定量の MSEを与えることは困難

であった･しかし,データ数が十分大きいと,比較的多くの場合について,嘉 のオーダーでの推

定量の MSEの振る舞いを解析的に扱うことが可能である.この節では一般のモデルでも展開で

きる,データが多い場合の議論 (漸近論)を扱う.はじめに6.1節では,量子ガウス状態の場合で

の漸近論を扱い,6.2節では古典系 (確率分布族)のパラメータ推定での漸近論について簡単に紹

介する.さらに6.3節では一般の量子状態のパラメータ推定の場合の漸近論について簡単に紹介

する.

6.1 量子ガウス状態での漸近論

量子系 71の状態族 (po∈S(71)lO∈0⊂叫 の推定では,そこで準備される系の数 nが十分大

きいときの精度を議論することが多い･このような場合は MSEについての 嘉 で巾展開を行ない,

その係数で推定量の優劣を比較することになる.例えば,量子ガウス状態について先に扱った推

定量の MSEについて ま で巾展開すると

vN(Nl,2-)-(N+1)2去
vN(N2,2-)2(N･1)2去 +(N+1)2

vN'77,2-'竺 2CN,t去 +4Cえ,i(
vN(N8,2-)竺 2CN去十4Cえ,i(

CN,i:-

1

(2m)2
i(7Nt+2) , 1

N(Nt+1)2I(N+1)2
2t2 1

(Nt+1)2-(N+1)2
i 1

N(1+Nt)2■(N+1)2)

-1

と計算できる･これらの推定量の優劣を大まかに議論する場合は,はじめに第一項の係数 (志 の

係数)に注目し,これが同じ場合,第二項の係数 (赤 の係数)に注目する･それゆえ,量子相

聞を用いないときの MSEvN(Nl,2m),VN(N2,2m)及び量子相関を用いたときの MSEvN(N7,2m),
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vN(N8,2m)を比較するには,(N+1)2と2CN,tの大小関係が問題となる･(N+1)2>2CN,tとな

るための必要十分条件は逆数を考えることにより,甲拓 く研 となる･これは,N <1か
t

?t>-Ⅳ2十2〃+ト ～/I+2N-3N2で与えられる.この条件を満たす鎖域は図5のグラフより上

の領域であり,この領域ではここで述べたタイプの量子相関を用いることで推定精度が上昇する.

1

0.9

0.8

0.7

0.6

- 0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

N

図 5:漸近的に相関を用いた効果が現れる条件

次に関心のあるのが,vN(N7,2m)とvN(N8,2m)の第二項の係数である.これらの大小関係は

鰐 辞 と晶 の大小関係で決まるが,発 声 ,2なので･前者の方が常に大きい･それゆ

え,嘉 のオーダーまで注目した場合,N8,2,nの方が優れていると言える･詳しくは付録B･3を参

照のこと.

さらに,一般の量子系 71の状態族 (po∈S(71)[0∈0 ⊂R)の推定において,そこで準備され

る系の数 nが十分大きい場合ではま の巾展開での第一項の係数 (上の例では2CN,tや (N+1)2)

すなわち,

tim nTl一〇〇 /

/＼
(on(LJ)-0)2Tr pgnMn(dLJ)

を用いて議論することになる.パラメータの数が複数のときは代わりに以下の極限値

nli-A;(紬 -oi'2npgnMn'du'

を議論することが多い.そして統計的推測では,単に個々の推定量の列について上記の極限を考

えるだけではなく,その限界,すなわち,上記の極限がどこまで小さくできるかということを問

題にする.ガウス状態族の (,Ⅳ の推定で量子相関を用いる場合ではその限界値は (〟+1)2とな

ることが示せる.逆に,量子相関を用いない場合はこれを達成することはできないことも示せる.
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6.2 古典系での推定の漸近論

古典的な場合には推定量の MSEについての 嘉 の巾展開での第 1項の係数の最適化 (1次漸近

請)についての一般論が既に確立している･パラメータが 1つの確率分布族 (po(W)lo∈O⊂R)

のパラメータ推定で,未知の分布 poに独立に従うn個のデータ uJn:-(LJ1,...,un)から未知パ

ラメータ 0を決定するという設定では,最尤推定 ∂ML,n(LJJn)‥-argmaXo｡oPo(LJl)･･･Po(LJn)を

用いることが多い5.データ数 nが大きいとき,最尤推定 ∂ML,n の MSEは漸近的に Oに収束す

るが,その早さが間題となり,次の漸近的な近似式

vo(OML,n,-olli, Jo:-/(i logpo(u))2po(W,du (12,

が成り立つ･なお,Joは Fisher情報量とよばれる･逆に任意の推定量の列 (bn(an))に対して,

極限値 Iimn→∞nvo(On)が 0∈㊤について一様収束するのであれば,

nlLmN nVo(an)≧Jo-1 (13)

となる.それゆえ,漸近一次の議論の範囲では最尤推定量が最適な推定量となり,推定量として最

適なものを選んだ場合の推定量の精度を表す量としてFisher情報量の値に注目することが多い.

ここで確率空間 0から確率空間 0′への写像fを考えると,自然に確率空間 0′上の分布p;を

pb(B):-po(r l(B)) (B は 0′の部分集合)で定義できる･この分布 p'Oのなす分布族の Fisher

情報量をJiで表すと,以下のFisher情報量の単調性とよばれる不等式が成り立つ.

JS≦JC (14)

この不等式が成り立つことは, Fisher情報量のもつ意味 (式 (12)及び不等式 (13))を考えれば

次に述べるように容易に確認できる･はじめに,確率分布族 (plo)に対する推定量 ∂'は推定量

a(u)‥-∂′(I(LJ))を考える.すると,自然に確率分布族 (po)に対する推定量と見なすことができ

る･2つの推定量 ∂と∂′の平均2乗誤差は等しいので,分布族 弼 )の最適な場合の平均2乗誤

差は分布族 (po)の最適な場合の平均2乗誤差より大きいことがわかる.これより,不等式(14)が

確認できる･しかし,極限値 Iimnー∞nVo(On)が肯1と一致する推定量は最尤推定量だけではな

い,漸近的に最適な推定量は他にも複数存在する.それらの中で優劣を扱うには,その次のオー

ダーの係数を議論することが多い.これについて詳しくは付録B.3を参照のこと.

6.3 量子系での推定の漸近論

次にパラメータが 1つの量子状態族 〈po∈S(ft)lO∈0⊂R)のパラメータ推定について考え

てみよう.この場合は測定に対応する POVM M -(Mi)の選択の自由度があるわけである.そ

れゆえ,M に応じて決まる確率分布族 (PpTtIO∈0)のパラメータ推定に帰着できる･以下では

この分布族の Fisher情報量をJoMで表す･先と同様に,未知のパラメータ 銅こ応じて決まる同

一の状態 βOが n個独立に準備されている状況を考えるわけであるが,この場合その表現空間は

5argmaxJ(x)は f(x)の最大値を与える£を表す.
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71⑳nになる･例えば個々の系に対して,同一の測定 M を行い,確率分布族 (ppTlo∈o)に対す

る最尤推定量 ∂ML,nを適用した場合の MSEはvo(M xn,∂ML,n)≡(JoM)-lkとなる･(M xn

で71⑳nの各量子系 71に対して独立に POVMM を行うという測定を表すこととする.)しかも,

先と同様に推定量の列 ((Mn,On))に対して,極限値limnー∞nVo(Mn,On)が 0∈0について一

様収束するのであれば,limn→∞n vo(OML,n)≧minM(JoM)11となる･それゆえ,JoM を最大に

する測定 〟 を行い,最尤推定量を用いる方法が漸近一次の議論の範囲では最適となる.しかし,

この戦略にはJoM を最大化する最適な測定 M が一般には未知のパラメータ 0に依存するという

致命的な欠陥がある.

この間題については以下の戦略を適用すると,漸近的に限界 minM(JoM)~1を達成できること

が知られている.同一状態にある n個の量子系が準備されたとき,まずはじめの ､何 個の量子

系に対して任意の 0に対して JeMo>oとなるMoを行い,それによって得られる確率分布族

(ppTfol0∈0)に対する最尤推定を行いその推定値をOoとする･次に,残りのn-､信 個の量子

系にMl:-argmaXMJoT となる測定を行い,確率分布族 tppTtllO∈0)に対する最尤推定を最終

的な推定値とする.このようにして構成された推定量は漸近的に限界 minM(JeM)~1を達成する

[6,14].さらに,この値は以下に定義する SLDFisher情報量 Joの逆数と一致する:

Jo:-TrLSpo,普 -喜(Lopo･poLo)･
ここで Loは対称対数微分(SLD)とよばれ,エルミー ト行列 (または自己共役作用素)である.ま

た,Jo-JoM となる測定は対称対数微分 Loのスペクトル分解に対応する測定で与えられる･す

なわち,Loの対角化がLo-∑klkEk(lkは固有値,Ekは射影)で与えられるとすると,M が測

定 tEk)のとき,Jo-JoM となる･それゆえ,このような測定 (Ek)が未知パラメータに依存し

ないモデルであれば,解析が極めてやさしい.

7 量子 2準位系の固有値推定

この節では,もう一つの量子効果の検証となる実験として,量子 2準位系の固有値推定を扱う.

7.2節では量子相関を用いない場合での測定の最適化について議論しす.そして,7.3節では量子

相関を用いた場合の測定について議論する.7.4節では中間的な場合として古典的な相関を用いた

場合について議論する.最後に7.5節では現実の測定を扱うときに必要な注意や,そのような現実

の不完全な測定でも量子相関を用いることで量子相関を用いない推定を部分的に上回る性能が得

られることを示す.

量子系 C2は量子2準位系とよばれ,最も基本的な量子系である.この系の密度行列は 2×2の

エルミート行列で表されるが,以下のようなパラメータを取ることが可能である.

pr,a:- ;( rlsLro器 012 1rTrocl.esiOo21)70≦01≦芸,o≦0252q･

この場合,rを決めることで p,,Oの固有値がきまり,0- (01,02)を決めることでp,,Oの固有ベク

トルが決まる.以下では,パラメータ rのみを推定する問題を考える.この間題では 0を推定す
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る必要が無いが,これが未知であれば,MSEが SLDFisher情報量の逆数となる推定量を構成す

る測定はβに依存する.そのため,そのような精度を持つ推定のためには測定を適応的に改良す

る必要がある.実際の実験では,適応的に測定を改良することが困難である場合が多い.それゆ

え,以下では未知状態 p,,Oにある量子系C2を 2m個,独立に準備し,各系に独立に同一測定 M

を行いγを推定する場合と,未知状態 p,%2にある量子系 (C2)⑳2を m個,独立に準備し,各系に

独立に同一測定 〟 を行い γを推定する場合を比較する.前者で最適な場合の MSEと,後者で

最適な場合の MSEの差が,量子相関を用いることによるメリットとみなすことができる.

7.1 基底が分かっている場合の固有値の推定はじめに lO)‥-CosOIJ+)+eiO2sinOll-),lO⊥):-sinOlf+)-eiO2cosOII-),I+)‥-

ド):-
i:lH,,と置 くと,p,,0-等 TO)(Ol+宇 lO⊥)(-LoIとなる･それゆえ,0に対応する基底

lO),IO-L)を用いて測定すると,固有値に対応する二項分布 主要 ,iデ が得られる･実際,0を固定し

たときに得られる量子状態族 (p,,efO<r<1)の SLDFisher情報量は 古 であり,n個の同一

状態 p,,Oにある量子系にこの測定を行い,fO‖こ対応する測定値が k個得られた場合は,霊一也- 2

と推定値 Pnを定めると,その MSEは id となる.n

7.2 量子相関を用いない場合の最適化

以下では βが未知である場合ので γの推定で,量子相関を用いない場合を考え,1次漸近論の

枠組で最適化を行う.測定 肘 を用いて推定する場合を考えよう.すると,収束に関する一様性を

満たす推定量 ヂnを用いると仮定すると,その MSEは

lim nv,,o(M xn,fn)≧(J蒜,,)~1n一〇く) (15)

となる･ここで,J,To;,はβと測定 M に依存したrが未知パラメータである確率分布族 (p,TelO<
㍗<1)の Fisher情報量である.不等式 (15)は βが未知である場合は6.2節の議論から直接導か

れる.それゆえ,βが既知である場合も成り立つ.さらに,付録B.2の最後で述べた事実から,逮

切な古典的な推定量 転 を選ぶと(15)で等号が成立する.

このモデルではパラメータrを固定すると,パラメーター 0のなす空間は3次元球面になり,ユニ

タリ群の作用は球面上の回転に相当する･すなわち,SU(2)の要素 Uに対して,Up,,CUT-p,,o(U)e

となる3次元空間上の回転 0(U)が対応する.そのような 0に関する対称な構造に注目し,0に

ついての最悪な場合の MSEすなわちmaxelimn→∞ nvo(M xn,i'n)に注目し,これを最適化す

る問題を考える.この手法はミニマックス法とよばれ,統計学などでもしばしば用いられる.

ここでパラメーター 0のなす空間に全測度が 1となる回転に関して不変な測度 p(dO)を考える.

FL(dO):-
sin∂lCOSβ1

7T
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すると,付録C.2で示すように,不等式

-oaxnli-N nvr,o(M xn,Pn,≧(/Jr%rp(dO,)-1 (16,

が成立し,測定 〟 がある種の対称性を持ち,免 が最尤推定であるとき,等号が成 り立つ.

この間題は付録 C.2で示すように,より一般的な設定の下で,群共変的測定とよばれるある種

の対称性を満たす測定 〟 に限った場合のJ堵 γ〃拍β)の最大化問題に帰着させることができる･

(群共変的測定では堺,は 0に依存しないので,J,To;,を最大化させる問題とみることもできる･)

しかも,付録 C.3で示すように,今扱っている問題では群の作用により全ての純粋状態が互いに

移り合うことから,測定Mqt(dO):-2lO)(Orp(dO)を考えると,

/Jr% rp(dO)5J,ro?,pt (17)

が成り立つ･Mq,tの定義での係数 2は空間の次元に対応するものである･これを掛けないと全測

度が単位行列にならない･J,TC等tは後に計算で確かめるように0に依存しない･この測定 Mqtは

群共変性を満たすので,付録 C･1の補題 1より,最尤推定量 ヂML,n について,

-oaxnli-NnV,,o(Mqtxn,Pn)-nli-N nV,,0.(Mqtxn,fn)-(J,Too.?;)-1 (18)

が成り立つ･この式は,今考えている設定では測定 Mqtを行い,最尤推定を行う推定方法が漸近

的に最適であることを示している･なお,測定 Mqtは確率 p(0)で 0方向のスピンの測定すなわ

ち,(lβ)(β=β⊥)(叫)を行なうことで実現できる.この測定は純粋状態からなる状態族において

真の状態を推定する問題でも漸近的に最適測定であることが示されている【15,16ト

この他に統計学では未知パラメータに事前分布を仮定し,その事前分布についての平均値に注

目するという問題設定があり,これが Bayes法とよばれ,しばしば採用される.この間題に先の

不変測度 p(dO)を事前分布としてBayes法を適用すると,

limn
nーC<)/V,,o(M xn,Pn)p(dO)

に注目することになる.先の議論から積分と極限を入れ替えると,不等式

nlL-Jvr,e(M xn,fn,p(dO,2/(JrS,-1p(dO,≧(/JrTopuo,)-1≧(J,To?,Pt)~1
が成り立つ.なお,上式を示す際に2つ目の不等式では関数 x ‥1/xが下に凸であることに注目

し付録Aで示す Jensenの不等式 (29)を用いた.

このように Bayesの問題設定でも J,TS?,ptが最適値を与える･それゆえ,ミニマックス法と

Bayes法の双方の問題設定で測定 Mqtを行い,最尤推定を用いる方法が最適となる･さらに,

(olp,,olO)-圭(1十rcos201)と計算できることから,そのときの Fisher情報量は

/仁

tU
上

戸

β

十

t;･

′JO

2

一戸

如

し

∫

--州
l

I2

二

二

o･

汀
㍊

と計算できる.

0
土

か
+ rcos201)

野

nHu一

E-

nu一
十

2(1+,cos201)2sinOICOSOl
2 7 T
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7.3 量子相関を用いる場合の最適化

5節で議論したように,1回だけ量子相関を持つような相互作用をさせる場合との比較を行う.

量子系 C4-(C2)㊤2上の状態族 (p,%2)におけるパラメータ rを推定する問題を考える･この場

令,群 SU(2)の要素 Uによる作用 U⑳2の下で,この状態族は閉じていることが示せる.それゆ

え,先の節と同種の議論により,群共変的測定の中で,J,ro;,を最大化する問題に帰着できる･詳

しくは付録 C･2を参照せよ･なお,先の場合と異なり,J,ro;,を最大化する共変的測定M は rに

依存すると思われる.

(C2)⑳2は(J･,I),却+,一汗f-,+)),A-,-))で張られる空間 71SとjS(l･,1 -ド,+))で

張られる1次元空間7iaの直和 Tts07iaに既約分解できる.例えば,極めて簡単な群共変的測定

として,7isと7iaへの射影 Ps,Paからなる2値測定 Mlがある.この測定の場合,psに対応

する測定値が得られる確率は 主宰 であり,Pak対応する測定値が得られる確率は 雫 である･
4γ2

従って,Fisher情報量 J,rolは (1_,2)(3.,2)である･

もちろん,この間題での推定精度の限界は,群共変的測定の中での J,Sの最大値である･この

最大化問題を議論するには,7iaは 1次元であるので付録 C･3の(43)より,以下に述べる群共変

的な測定に限って最適化すれば十分であることが確認できる･すなわち,測定値集合が SU(2)と

(a)の和集合 sU(2)u(a)であり,Tts上の状態 psについて決まる測定 MPS:

MPs(dg)-3g⑳2ps(g⑳2)ll/(dg),MPG(a)-Pa

について,J,T の最大値を議論することになる･この測定は,はじめに測定 (P a,Ps)を行い,Ps

に対応する測定値が得られたときは,測定 3g⑳2ps(9⑳2)Il/(dg)を行うことを意味する.

この最大化問題は難しいので,以下では psがl+,+)の場合(M2),Psがj=(I+,-)+ド,+))の

場合(M3),Psが ト,-))の場合(M4),の場合,さらに,M5-喜(M2+M3+M4)の場合を比較す

る.ここで扱う測定のうちM2,M3,M4は,それぞれ対応する状態が群の表現に関して不変部分群

sl(1次元円周)を持つので,測定値集合は SU(2)-S3(3次元球面)を Slで割って得られる集合

S3/sl-S2(2次元球面)となる.しかし,多くの場合ではpsについての不変部分群が単位元だけと

なり,この場合,psから生成される測定の測定値集合は群 sU(2)となる.なお,M5は混合状態か

ら生成される測定,(すなわちββが混合状態の場合の測定)ではなく,純粋状態から生成される測定

M2,M3,M4の確率的混合である.一般に,このような M2,M3,M4などの群共変的なPOVM に対

応する測定の実現方法は必ずしも明確ではないが,その混合であるM5の実現方法は以下に示すよ

うに明確である.先の定義ではM5は M2,M3,M4の確率的混合として与えられたが,別の解釈も

存在する･M5は銅こ対して,直交基底系 IO,0),却 0,01)+lOl,o)),却 0,0⊥)-lOl,a)),lOl,ol)
に対応する測定を考え,それを確率 〃(♂)で混合した測定でもある.それゆえ,後者の確率的混合

としてM5を実現方法を採用することで,MSは Mlの次に容易に実現できることと思われる.
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M2の場合は(0,OIp,,olO,0)-i(1+rcos201)2となるので,Fisher情報量は

Jrro?r-L2丁/2(意 log(1I r cos201,2)

I(意 log(宇 ))2字
1

2(1+rcos201)23sinOICOSOl
47r

dOldO2

1-γ2

と計算できる.ちなみに,7.1節で議論したパラメータ βが既知である場合のFisher情報量は,考

えている量子系が (C2)⑳2なので,この値の2倍の 古 となる･なお,M4については M2と実

質的に同じである.

一方,M3の場合は表 ((0,Oil+(Ol,ol)pr,o去(lO,Ol)+lOl,a))-去(1+r2(ll+2sin2201))

となるので,

･];.V,:I,

- L 2qr '2(意 log(1十r2(-1+2sin2201,))2

十 (意 log(字 ))2宇

1 3 3

i=手~声+

(1+r2(-1+2sin2201))3sinOICOSOl
4打

と計算できる･したがって,M5の Fisher情報量 J款 は以下のようになる･

il 1 1⊥ ⊥

J,A - ‡二手 一声 +

dOldO2

以上のように,MlからM5までの5種類の量子相関を用いた測定による精度が得られた.

ここで M.を先の相関を用いない測定を2度行うことによる測定として,上記の測定による

Fisher情報量と比較したものが図6である･すなわち,図6では Moは J,707,ptの2倍を表す･な

お,これらを直接比較しても,γが 1に近いときはどれも発散するので,これらに 1-γを掛けた

ものを示した.その結果,個別的にMoを行なう場合と比較的実現が容易である量子相関を用い

た測定である〟1を比較すると,γが 0.7より大きい場合,すなわち非常に純粋状態に近い場合に

は後者の方が推定精度が良くなることが分かった.Mlの次に実現が容易と考えられるM5は一様

にMo,Mlより優れた推定精度を与えることも確認できる.しかし,これらMo,Ml,M2,M3,M5

の間で他のどれよりも全ての点で小さい推定精度与えるものは無く,その優劣は未知のパラメー

タ 再こ依存する.

ここまでは,用いる量子相関の数を2に限定していたが,原理的には準備された全系にまたが

る相関を用いて推定することが可能である･このような場合の推定をKeyl良Werner【17】や松本

【18]は SU(2)の表現の既約成分に射影する測定で行うことを考えた.正確には,彼らは一般の次

元での固有値推定問題を扱ったので,SU(n)の表現論を用いた.彼らは,そのときの裾確率に注目

し,その漸近的な減少率を評価した･彼らが導出した減少率は漸近的には最適である【19,20,21ト

松本 [18]は同時に MSEについても議論した.
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図6:Fisher情報量についての Mo,Ml,M2,M3,MSの比較

7.4 古典的な相関を用いた場合

7.3節では(C2)⑳2上の測定で量子的な相関を用いた場合と全く相関を用いなかった場合とを,

群共変的測定の Fisher情報量堵 γを基準にして比較した･だが,古典的な相関を用いることで,

全く相関を用いなかった場合の最適値帯,ptを上回る可能性は否定できない･ところが,以下に

示すように,古典的な相関を用いてもこの問題設定の下では境,ptを上回ることはない･ここで

古典的な相関という言葉を定義を明らかにせずに用いたが,図1で与えた適応的な POVM など

がそれにあたる.ただ,以下ではもう少し広いクラスとしてseparableな POVM の範囲で考え

る.Tt⑳2上の POVMM-tMw)が

Mw-Ml⑳M3 (19)

と書けるときseparableとよばれる.(C2)⑳2の場合は考えている群が SU(2)であり,群共変的な

測定 M はいくつかの純粋なテンソル積状態 pl,k⑳p2,kとkについての確率 pkを用いて

M(k,g)-4pkg⑳2(pl,kC" 2,k)(g⑳2)I

で与えられる.これが pOVM であるには

4pkg⑳2(pl,k㊨p2,k)(g⑳2)TL/(dg)
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である必要がある･もちろん,kが連続である場合も考えられ,その場合は ∑kPkを適当な確率

測度に置き換えることになる.(C2)⑳2での射影 Ps,Paが不変であることから,条件 (21)は

TrPs

TrPa

写 L

写 L

U(2)

U(2)

4pkg⑳2(pl,k㊨p2,k)(g⑳2)tu(dg)-3

4pkg@2(pl,k@p2,k)(g@2)t,/(dg)-1

と同値であり,これは

･rps∑ pk(pl,k㊤p2,k)-言, Tr pa∑ pk(pl,k㊦p2,k)-芸k k

と同値である.pl,k㊤p2,kは純粋状態であるので,βk:-Trpl,kP2,kとすると,

1
∑ pkβk-言
k

となることと同値となる.そして,その Fisher情報量は

･/,･.V,.,

-;4pk/sU(2,(
dlog(Trp,,ogp1,kgTTrp,,ogp2,kgl)

dr

となる.付録Fで示すように,

i(2,(

dlog(Tr p,,Ogp1,kgTT rp,,ogp2,kgT)

竿 + β宇

dr

･ 土讃 log言霊

(22)

)2(npr,ogpl,kg･Tr pr,ogP2,kgt)V(dg,

)2(Trpr,ogpl･kgtn Pr･o"2･kg･)U(dg)

(23)

となるので,条件(22)から

JrTo;r -2J,707rpt-一芸十吉log(嵩)
を得る.つまり,2つの系の間で古典的な相関を用いても,個別的に同じ測定を行なった場合よ

りも,推定精度を改良することが無いことが分かる.このことは,推定のときに,量子的な相関

を用いることの重要性を意味している.

7.5 量子効果が表れる推定の実現に向けて (その 2)

現実の測定で量子相関を用いた推定効果を検証するには,不完全な測定について,きちんと議

論する必要がある.先の定式化ではn個の粒子を独立に準備することを前提にしていたが,実際の

粒子発生器から粒子が ㍑個の状態を正確に発生させることはきわめて困難であり,粒子の個数を

制御できる変数とみることはできない.むしろ現実の系では,粒子を発生させる時間が制御可能な
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変数だと見るべきである.この場合,個々の粒子の発生が独立であるとみなすと,一定時間に発生

される粒子の個数 nはポアソン分布

e霊 (24)

に従うと考えられる.発生時間を長くするに従い,それに比例して発生する粒子の個数の期待値 t

が大きくなる.

さらに,測定に対応するPOVM M -(Mi)は必ずしも∑iMi-Zを満たすわけでなく,むし

ろ一般には

∑Mi≦Il

(トTtp∑Mi)n-∑ikiIl

(25)

で表されると考える方が自然である.なぜなら,測定器でカウントできない場合があるからであ

る.例えば密度作用素 p∈S(71)で表される粒子を n個独立に同一の測定器 M-(Mi)皇=1で測

定すると,その測定値 iを ki個カウントする確率は2項分布 (kni)(TrpMi)ki(1-Tr pMi)n~kiで

与えられ,(kl,‥.,kl)は多項分布

n!′.帆__T-.‥n_T_.k..辛,(TrpMi)ki
(n-∑iki)!＼一一一rケー'ーり11=tki.I

に従う.(lはカウントされる測定値の種類である.すなわち,(Mi)皇=1の要素の数に対応する.)

一般には総粒子数 nが不明であるので,(25)で考えることが本質的である.粒子数 nがポアソン

分布 (24)に従うことを考慮に入れるとM -(Mi)で測定した場合,個々の測定値 iのカウント数

kiはポアソン分布

ns i(e~tS)(
n!

(n-ki)T･ki!
(1-TrpMi)n-ki(TrpMi)ki

に従い,(kl,… ,kl)はポアソン分布

n,_Ski(e-tS)(

n!

(n-∑iki)!～
-Ile-i(TrpMi)

i=1

=e-i(TrpMi)

(ト Trp∑ Mi)n~∑ikiIl
Zl i=l

(i(Tr pMi))ki

ki!

(i(Tr pMi))ki

ki!

㌔ (Tr pMi)ki
ki!

(26)

(27)

に従う.従って,状態族 (pol0∈0)の未知パラメータ0を測定 M -(Mi)を用いての推定は,か

く乱母数 tを持つ確率分布族

〈tf
He-i(Tr poMi)
盲･一日

(i(TrpoMi))ki

o∈鋸 ,0) (28)

での βの推定とみなすことができる.一般に用いられる最尤法を用いると, 推定値 ∂は ∂ ‥-

argmaxo∈e∑ikilogTrpoMiとなり,データの経験分布が (女 )となるときの確率分布族(polo∈

0)(po(i):-TtpoMi/(∑iTtpoMj))での最尤法と一致する･
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1 ′･) 1
特に,∑iMi-Iであれば,n個のデータのときの MSEがほぼ,節 -研 完巧 であるので,

(24)で平均すると,

oD､.fnl,ミ.t't1 1
n!.e~霊読空∑e-t品 評-秤n=1

となる･また Fisher情報量もtJoM となることが確認できる･例えば,7･2節で扱った量子相関を

用いない群共変的測定の場合は,Fisher情楓 ま喜(-i+封 og(巴 ))とな｡,最尤法を用い
たときの MSEはほぼその逆数になる.従って,このような問題設定では,MSEの L倍,または

(Fisher情報量)/tに注目することになる.前者は単位時間当りの誤差で,後者は単位時間当りの

情報量と見ることができる.

ここで,量子 2準位系の固有値推定で7.3節で議論した (C2)⑳2での測定 (Pa,Ps)を,この議

論に適用してみよう.この場合,最も実験が容易なのは,片方の空間のみ粒子が検出できる測定で

ある.例えば,空間 7iaに来た粒子を確率 αaで検出する測定器は (αaPa)で記述され,k個の粒

子を検出する確率は,

e-taa王室

で与えられる.従って,最尤推定量は式

k - tαa

1 -ヂiIL

4

を解くことで,PML-11釜 となる･もちろん,ここでは t,αaは既知である必要がある･そ

のときの Fisher情報量は 聖者 となり,MSEはほぼその逆数のま表 になる･

同様に,空間 7tsに来た粒子を確率 αSで検出する測定器であれば (αsps)で記述され,k個の

粒子を検出する確率は,

..lll･-､⊥言

で与えられる.従って,最尤推定量は式

k-tαS3+瑞L
4

を解くことで,i'ML - 3+藍 となる･もちろん,ここでもt,αSは既知である必要がある･その

ときのFisher情報量は蟹蛋 となり,MSEはほぼその逆数の誤 になる･したがって,αS-αa

であれば,測定 (αaPa)の方が優れていることになる･一般に測定 (αaPa,αsps)を用いた場合は,

その Fisher情報量は空音 +鮮 となり,MSEはほぼ,その逆数になる･

例えば,測定 (015Pa)を用いた場合 (以下 Miと記す)と,7･2節で扱った量子相関を用いない

共変的測定を完全に行った場合(以下 Moと記す)を比較しよう.そのためには,両者の Fisher情

報量 聾 と2J,ro等Pt-(-黄+封 og(巴 ))を比較することになる･これを図7に示した･ここ
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図 7:Fisher情報量についての MoとMi比較

でも図6と同様に,γが1に近い場合は無限大になるので,これらに 1-γを掛けたものをグラフ

に表した.この場合,r≧0.85のとき,Miの方が優れている.

量子効率t-0.5という数字は決して不可能な数字ではないことを考えると,この実験は十分可能

であると考えられる･事実,既にHendrych,Dusek,Filip,Fiurasek【22】によって測定 (αPa,αp e)

を用いて固有値を推定する実験はなされている.しかし,彼らの実験では,このような測定でも

固有値が推定可能であるということに主眼が置かれており,どの程度の精度が保証される推定で

あるかは十分には議論されていない.もちろん,本稿で述べたような量子相関を用いることのメ

リットも全く議論されていない.今後,この測定を実現することで,量子相関を用いることによ

り,用いない場合よりも,推定精度が向上することが実証されることが期待される.

8 結論

量子相関を用いた場合と量子相関を用いない場合の推定限界を撤密に評価し,量子効果が表れ

る推定が現実の実験で実現可能であることを述べてきた.本稿を読んだ読者のうち,一人でも多

くの人が,このような実験に興味を持ち,推定においても測定の量子効果が重要であることが実

証されることを期待する.
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Appendix

A Jensenの不等式

正の実数から正の実数への関数 fが任意の 1>入>0となる 人とxl≠x2>0に対して,

入f(.Tl)+(1-A)I(x2)>I(入xl+(1-A)x2)

となるとき,Fは凸であるといわれる.確率空間 n上の正の実数に値を持つ確率変数 x とf7上

の確率分布 pに対して,Jensenの不等式‥

/oI(X(u))p(dw)≧I(/ox(W)p(du)) (29)

が成り立つ.特に,等号が成立するのは X が確率 1である一定値を取る場合に限られる.

この不等式を用いると以下の事実を示すことができる.正定値なエルミー ト行列 (固有値が全

て正の実数の行列) Aとノルムが 1のベク トル γに対して,

(vIAIv｢ 1≦(vIAl1lv) (30)

が成り立ち,かつ,等号が成立するのは γが Aの固有ベクトルである場合に限られる.

Aをスペクトル分解 A-∑iaiEiとすると (aiは固有値でEiはそれに対応する射影),(vIEilv)

は確率分布になる.関数 x- 1/xは凸なので,Jensenの不等式が使え,

･vlA,V,-1-(写ai〈V･Eilv,)-i≦写 a㌻1(V.Ei.V,-〈vIA-1.V,

となる.また,上式の等号成立条件もJensenの等号成立条件から容易に得られる.

B 確率分布族の推定における漸近論

6節では,推定したい未知パラメータが 1つの場合のみ扱ったが,非漸近的な議論が可能な指数

型分布族についてまとめ,その後に,パラメータが複数の場合,及び,推定したいパラメータに

加えて,推定する必要のない未知パラメータがある場合の議論を簡単にまとめる.その後に,推

定に関する2次の漸近理論をまとめる.

B.1 未知のパラメータが 1つの場合

パラメータが 1次元の確率分布族 (polO∈0⊂町 の推定量 ∂nの推定精度を議論する場合,辛

均2乗誤差 (MSE)

vo(On):- (on(dn)-0)2pg(dLJJn)
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を議論することが多い.このとき,推定量にはしばしば不偏性条件:

∂=/onOn(dn)p言(dan)
が課される.推定量がこの不偏性条件を満たすとき,MSEvo(On)について以下のCram6r-Rao不

等式:

vo(on)≧定n (31)

が成り立つ.特に全ての βで(31)で等号を達成する不偏推定量は有効推定量とよばれる.有効推

定量が存在するか否かは,確率分布のなす集合 (po)o∈O に依存するだけでなく,そのパラメータ

βの取り方にも依存する.後に述べるようにパラメータ βの下で有効推定量が存在しても,βか

らある非線型な変換を施して得られる異なったパラメータ 0/の下では有効推定量は存在するとは

限らない.

以下,有効推定量が存在するための必要十分条件を述べるために,指数型分布族について簡単

にまとめる.確率変数 X を用いて定義される確率分布

po(u)-po(u)exp(OX(LJ)-4,(0)) (32)

[4,(0):-logJToexp(OX(LJ))po(dLJ)】からなる確率分布族 (polo∈A)は指数型分布族とよばれ,精

練な統計的推測の理論が整備されている.上記の指数型分布族には (32)で与えられるパラメータ

(自然パラメータ)0の他に,

り:=
/o

X(LJ)po(dLJ)

で与えられるパラメータ (期待値パラメータ)がある.Xi(uJn):-x(LJi)としたとき,Xn(tan):-

∑?=1去xiは期待値パラメータrJの不偏推定量で,その分散は期待値パラメータrlの下でのFisher

情報量Jnを用いて 室 で与えられる.すなわち,推定量 x-(W-n)は指数型分布族の期待値/iラ

メータ γ‖こ関する有効推定量である.この推定量は最尤推定量でもある.逆に,有効推定量が存

在する場合は,指数型分布族の期待値パラメータの場合に限られる.

しかし,指数型分布族分布族でない場合でも,不等式 (31)に相当する不等式は成り立つ.推定

量の無限列 (On)が真のパラメーターに確率収束することに加え,この収束に関するある種の一様

性を課すと,(31)に相当する不等式

lim n vo(On)≧Jo-1 (33)71･･････JOO

が成り立つ.特に ∂nが最尤推定量∂ML(LJJn):-argmaXoIlT=lPo(LJi)であるときに,(33)で等号

が成り立つ,確率分布には以下に定義する Hellinger距離

H(p,q)‥-/o(府 -､/訂 )2du

が知られているが,以下のようにこの距離の極限として,Fisher情報量 Joは特徴付けられる.

Jo= lim
4 f→0

H(po,po+E)
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B.2 未知のパラメ-夕が複数ある場合

次に,多次元のパラメータを持つ確率分布族 (po(LJ)lO∈0 ⊂Rd)に対するパラメータ 0の

推定を考える.この場合は,推定量は On (nは得られたデータの数)から0または Rdへの関

数 bnとして与えられる･その精度を各パラメータの MSE の和 ∑Jon(鶴(Bn)-Oi)2pg(dtjn)

(塞 (dLJln):エロ:=lPo(LJi))を用いて評価することも多いが,MSE行列とよばれる dxdの対称行

列vb･j(an)‥-jTon(∂h(LJJn)-oi)(白拍 n)-oj)pg(dtjn)に注目することもある･対称行列の集合は

全順序ではないため,完全に優越がつかないことも起りかねないが,確率分布族のパラメータ推

定についての1次漸近論ではそのようなことは起きず,最適値な MSE行列が一意に決まる.(量

子状態族の場合には 1次漸近論であっても,最適な MSE行列は一意には決まらない.)パラメー

タが 1つの場合と同様に,最尤推定量 ∂MLは∂ML(LJJn):-argmaxorIT=1Po(wi)で与えられ,以

下の式が漸近的に成り立つ.

vb,i(an,-Cll)i･3'; , (Jo,i,3･:-/(品 logpo(U,)(嘉 logpo(U,)po(U,du･

ここで行列 (Jo)i,,･は Fisher情報行列とよばれ 1パラメータの場合のFisher情報量の代わりの-■

役割を担う.さらに,推定量の列 ∂-(an)が収束に関するある種の一様性を満たすとすると,檀
.ラ

限で与えられる行列 vi,'(o):-limnー∞mV;,i(Bn)は

.7t
vi,∫(o)≧(肯 1)i,i

を満たす.

次に推定したいパラメータ 0の他に有限個の未知パラメータ 4,∈Rdがある場合について考

える.以下では簡単のため推定したいパラメータの次元は 1つとする.この場合,確率分布族

(po,¢(LJ)lO∈0⊂R,¢∈Rd)に対するパラメータ 0の推定を考えることになる･0についての

Fisher情報量 Jo,4,;Cを偏微分を用いて

:0,i;0:-/(品 logpo'W,)2po'U,du
で定義すると,任意の推定量 Onは 4,が既知の場合の¢に依存したパラメータが 1つの確率分布

族 (po,¢(LJ)lO∈0⊂叫 の推定量にもなるので,

limnvo,Q(On)≧JoTi;0n--◆∞
が成り立つ.一方,確率分布族 (po,O(LJ)lO∈0⊂A,4･∈Rd)に対する最尤推定量 (∂ML,花,∂ML,n)

を考え,それから4,ML,nを忘れ,∂ML,nのみを 0の推定量とした場合,その MSEは

V(∂ML,n)≡(JoTi)0,0

で与えられる･ただしJo,少は0を 0番目の座標とする(d+1)×(d+1)の対称行列で確率分布

族 〈po,¢(LJ)IO∈0⊂R,¢∈Rd)の Fisher情報行列である･もちろん,Jo,¢;0 -(Jo,¢)0,0である

が,一般には不等式

JoTi;o≦(JoTi)0,0
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が成り立ち,等号が成立するのはベクトル (1,0,･..,0)Tが行列Je,¢の固有ベクトルのときのみで

ある.この事実は(29)で正定値なエルミート行列 Aに対して示した事実から直ちに確認できる.

(34)で等号が成立しない場合,すなわち,(1,0,･..,0)Tが行列Jo,Qの固有ベクトルのときのみで

ない場合は,次に与える0に対する推定量 Oa,nが限界JoTi;Oを達成する･確率分布族 (po,4(LJ)FO∈

o⊂R,¢∈Rd)に対する最尤推定量 (∂ML,n,∂ML,n)を考え,その推定値 ∂ML,nを用いて,確率

分布族 (pe,bML,n(LJ)lO∈0⊂A)に対する最尤推定量で Oa･nを定義する･すると,推定量 oa,nに

ついての極限Iimn-∞ nu(Oa,n)は境に一致する･

B.3 2次の漸近論

次に MSEの2次のオーダーについて考える.簡単のため, 1次元のパラメータを持つ確率分

布族 (pe(W)lO∈0⊂R)に対するパラメータ 0の推定のみをここでは扱う.2次の漸近論では推

定量の列 ∂nで,その MSEvo(On)の漸近的挙動がvo(On)空音1孟+C嘉 となるものに限って議

論し,係数 Cに注目する.これを扱う一般論としては,バイアス bo(♂)‥-Io(bn(∂-o))pg(dan)

の 吉のオーダーの係数が一様に0になるものに限って,議論する場合が多い･一般にはバイアス

bo(an)の 蓋のオーダーの係数は必ずしもOにならないが,そのような推定量に対して若干の操作

を施すと,吉のオーダーのバイアスを Oにすることができる (バイアス補正)･バイアス補正後

の推定量については,常にCは正の値になり,最尤推定量にバイアス補正したものが最適となる.

しかしながら,バイアス補正しない推定量まで含めた場合での最適性は十分には議論されていな

い.もちろん,指数型分布族の期待値パラメータに注目した場合は最尤推定量のバイアスは消え,

MSEの2次のオーダーの係数も消える.しかし,指数型分布族であっても,全く異なるパラメー

タを選択した場合,最尤推定量であってもバイアスがあり,取り扱いがややこしい場合がある.

二項分布は1/(1+exp(0)),exp(0)/(1+exp(0))とパラメータを取ると,指数型分布族であるこ

とがわかる.ここで 1-77,71とパラメータ77を取ると,これは期待値パラメータになり,先に述

べた一般論が適用可能となる.しかし,1/(1+0),0/(1+0)とパラメータを取ると,これは期

待値パラメータでもなく,自然パラメータでも無いので,その扱いは困難である.

n回の独立試行で 1/(1+0)に対応する事象が k回得られた場合,最尤推定量 ∂ML,nは1/(1+

∂ML,n)-k/nより,∂ML,n‥-(n-k)/kで与えられる.一方,最尤推定量を変形して推定量 OL

を亀 :-(n-k)/(k+1)を考えることもできる.そのとき,それぞれのバイアスbo(OML,n),be(Oh)

は

bo(OML,n)空聖上旦 bo(aL)ニーn

On+1

(1+0)n

となり,OLのバイアスは指数的に0に近づく.これらの MSEの2次のオーダーの漸近的な振る

舞いは,それぞれ,

vo(OML,,n)竺

0(1+0)2.0(70+2)(1+0)2 ー_′ス′､～0(1十0)2t202(1十0)2
,vo(亀)

n ' n2 7〉V＼vn/~~~ n n2

となり,後者の方が βによらず小さくなる.もちろん,この事実は最尤推定量にバイアス補正を

施したものが,2次のオーダーで最適であるという一般論と矛盾しない.なぜなら,推定量 OLは
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最尤推定量 ∂ML,n にバイアス補正を加えたものと見なせるからである.ここで注意しておかない

といけないことは,バイアスや平均2乗誤差などの概念は,パラメータの取り方に依存するとい

うことである.この例では期待値パラメータの下でバイアスが無い最尤推定量であっても,パラ

メータを変えるとバイアスが生じるということである.また同時に,推定量の優劣もパラメータ

の取り方に依存してしまうことにも注意する必要がある.

C 群対称性と群不変なパラメータについての Fisher情報量の最大化

ここで,量子相関を用いる場合の最適化について議論する前に,状態族が群対称性を満たし,群

不変なパラメータのみを推定する場合の議論を要約するとともに,先の節での証明の細部を一般

的設定の下で与える.

C.1 Fisher情報量と最尤推定量

今,2つのパラメータ r∈R と0∈0を考え,コンパクトなパラメータ空間 0にはコンパク

トな群 Gが推移的に作用しているとする.すなわち,群 G の 0への作用を fとしたとき,任

意の 01,02∈0に対して,02-I(g)01となる g∈Gが存在する.さらに,群不変な距離 d,す

なわち,任意の 01,02∈0と.q∈Gに対して,a(01,02)-d(I(a)01,I(a)02)となる距離が存在

し,加えて,01,02,03∈0がd(01,02)-d(01,03)となるとき,I(g)01- 01,I(g)02- 03となる

g∈Gが取れるとする.この作用の下で不変な 0上の確率測度をp(dO)で表し,群 G の不変測

度をU(dg)で表すことにする.それぞれコンパクトであるので右不変な確率測度と左不変な確率

測度は一致する.

以下,群 GのHilbert空間Ttへの表現 Vが与えられており,71上の状態族 (p,,olr∈R,0∈0)

が以下の条件を満たす場合を考える.

vgpr,ovgt-prj(9)0) ∀g∈G･

nに測定値を持つ測定 M に対して,測定 Mg を

Mg(dLJ):-VgtM(dLJ)Vg

で定義する.特に,空間 0に群 Gが推移的に作用し,その作用が 舟 で書ける場合,0に測定

値を持つ測定 〟 が以下の条件を満たすとき,共変的とよぶことにする.

Mg(du)-M(fo(g)dLJ)

Oは必ずしもOとは一致しない.

以下,群の作用とFisher情報量との関係について簡単にまとめる･J,To;,は再こついてのFisher

情報量とする.付録B.1の議論から,測定 M を用いて推定する場合,収束に関する一様性を満た

す推定量 転 を用いると仮定すると,その MSEは

lim nv,,a(M xn,Pn)≧(J,ro;,)~ln→∞
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となる.

補題 1測定 M が共変的であるとき,(r,0)の最尤推定量を (PML,n,∂ML,n)としたとき,rの推

定量である ダML,,nは(35)で等号が成立する･

証明 以下,(ro,Oo)での Fisher情報行列について議論するので,Ooの自然な座標を用いて議論

することとする.すなわち,その座標の下では (ro,Oo)の近傍では

d(0.,0+rl)-d(0.,0-17), 17∈Rd

とする･(dは 0の次元とする･)ここで,J,私 は rについての Fisher情報量なので0の座標の取

り方に依存しないことに注意せよ.このとき付録 B.2の議論より,上記の方法で構成した推定量

ダML,n が (35)で等号が成立するための必要十分条件は, Hellinger距離 H(,)を用いると,

lilll
<ー0

H(PrT 十E,OoI吋 PrT,oo) H(P監 E,eolen,PrT,00)～ ′U T t'VU二~t'l' 'U'VU′ =lim ､ Ù-⊂'vu二~t'l′′U'VU'
62 ;=A6 e2

(36)

で表すことができる.

ところで,Trp,j(9)OM(dLJ)-Trp,,oVgTM(du)Vg-Trp,,oMg(dLJ)となるので,LJo‥-fo(g)LJ

とすると,

P,To(dLJ)-P,Tf(g)0(dLJo)

を得る.

M が共変的であるとき,I(g)01- 01,I(g)02-03,g∈Gとすると,

(37)

H(P,7,01,Pだ,02)-H(Pだ,I(9)01,P,Tj(9)02)- H(Pだ,01,Pだ,03)

となる.したがって,(36)が得られ 補題を得る. {

ここで,以下の議論に必要な性質をまとめておく,測定 Mg を不変測度 l/(dg)で disjointに重

ね合わせた測定面 を考えるとJGJ,707,U(dg)-J,私 が成り立ち,測定 面 は共変的になる･なお

測定 M の測定値の集合を 0 としたとき,測定 面 の測定値の集合は GxO となる.また,(37)

より,

J蒜 ,- J,rf(g)0;,

が成り立つ.

(38)

C.2 ミニマックス法とBayes法

次に r,0が未知で rのみを推定する問題を考える.この場合ミニマックス法ではIim,t→∞m

maxe∈Ov,,o(M xn,Pn)を, Bayes法ではlimn→∞ nJov,,a(M xn,in)FL(dO)をそれぞれ最小化

することになる.
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そして,収束に関する一様性を満たす推定量 ヂnを用いると仮定すると,その MSEは

Iimnv,,o(M xn,Pn)≧(J,To;,)-1nーCく) (39)

となり,ダnが最尤推定量のとき等号が成立する(J,私 はrについてのFisher情報量)･それゆえ,

ミニマックス法ではminβ堵 γを最大にする 〟 を見つけることが問題となる･このとき

-GinJr%,r≦/oJr%,rp(dO)-/GJrTf'9'0;rU(dg)-/eJr%rp(dO)-Jr%,r

となり,万 は共変的であるので,

mMaXmcinJr%r≦MTcaoxvJrro;r (40)

となる.(ここで covは群共変的測定を表し,max〟:C｡Ⅴは群共変的測定について最大化をとるこ

とこを意味する.)一方,群 Gのパラメータ空間 0への作用の推移性と(38)より,

-oinJrro;r-/eJrroo;rp(dO)-Jr%;r

となり,(40)の逆向きの不等式が成立し,

-Bx-GinJr%r--Max/oJrS;γp(dO)-MTca.xvJrro;r
(41)

が成り立つ.すなわち,

nli-m eaexvr･o(Mxn,fn,-(MTca.xvJr%r)-1

が成り立つ.

一方 Bayes法ではjTo(J蒜,)~1p(dO)を最小化することになる･関数 x ‥ 1/xが下に凸である

ことに注目しJensenの不等式(29)を用いると,

/(JrWIp(dO,≧(/Jrrop(dO,)-1-(Jr%r)-1
が成り立つ.したがって,面 が共変的であることから,

-1n/(JrS)-1p(dO)≧MTj.nv(Jrro;r)~1 (42)

が成り立つ･逆に,M が共変的であるとすると,J,Toは 0に依存しないので,(42)の逆向きの不

等式が示せ,

nlL-J ovr,o(Mxn,Pn,〟(dO,-(MTca.xvJrro;r)~1

が成り立つ.これらの議論から,どちらの問題設定を採用しても,群共変的な測定についてのFisher

情報量の最大化問題maxM‥covJ,S;,に帰着される･
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C.3 既約性と既約分解を用いた Fisher情報量の最大化

次に,群 G の 71への表現 Vgが既約である場合について考える.71上の状態pを用いて測定

値集合を Gに持つ共変的な測定 MPを以下で構成する.

MP(dg):-(dim71)VgPVgf〝(dg)

このとき,

vg.(dim71)/VgPVgfu(dg)-(dim71)

-(dim71)

/G V90gPVgfu(dg)-(di-")/GVgPVgt.llgU(dg)

/avgPVgtu(dg)Vg.

となるので,表現の既約性から (dim71)IGVgPVgf〝(dg)は定数になる･さらにその トレースは

Tr(dim7イ)JIGVgPVgfv(dg)-(dim71)JTGV(dg)-dim71となることから,Vg｡(dim71)IGVgPVgf

l/(dg)は恒等作用素になり,MPは POVM となる･pが純粋状態でなくp- ∑i入il4･i)(4,ilとス

ペクトル分解できる場合はMP-∑i入iMJQi)(Qilとなり,

J,rep≦∑ AiJ,rolQi''4il
i

となる.なお pを動かさない9∈Gの集合は群になり (不変部分群 H)その場合の MPの測定

値集合は等質空間 G/H になる.

逆に M を測定値を集合 Oにとる共変的な測定とする.さらに 0上の確率測度 FLoを

po(dw):-孟 TrM(du)

で定義し,p(LJ)を

(dim71)p(LJ)po(dLJ)- M(dLJ)

で定義する.さらに 0を群 Gの作用で割った空間をX とし,FLoから自然に定義されるX 上の

確率測度をFLxとする.このとき,x-lLJ]∈X に対して,POVM M〇‥- MP(LJ)を定義すると

代表元 LJの取り方に依存せずにMxが決まる.したがって,

M=/xMTFLX(dx)
が成立し,

JrroP≦/xJrroxpx(dx)
が成り立つ.特に,複数の共変的povM Miがあり,そのdisjointな和で表されるPOVM M :-

IliAiMiについては

J,rep-∑入iJ,TSil
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が成り立つ.したがって,

MTca.xvJr%r-pTp琵feJr% (43)

が成り立つ.それゆえ,表現が ff上の純粋状態の集合に推移的に作用するときには,pが純粋状

態である限り,J,ro?,は pの取り方に依存しない･もちろん rにも依存しない･例えば,sU(2)が

C2に作用する場合が挙げられ,この場合にこの議論を適用すると(17)が得られる.

次に,群 GのTtへの表現 vgが互いに非同値な有限個の既約表現の直和711㊤･･･㊤711に分解

できるとし,各直和成分 7tiへの射影をPiとする･さらに,各状態 p,,Oは Piと可換とする･こ

のとき,(Pi)は POVM になる･ここで測定値を集合 Oiに取る Tti上の測定 Miを考え,これ

らの直和 oiMiを71上の測定値を集合 IliOiに取る測定として以下で定義する･各 niに対して

その Borel集合 Biを選ぶと,IIBiは IliOiのBorel集合になり,直和 oiMiを

(甲Mi) (PBj):-守(Mi(Bi,,

を満たすものとして定義する.このとき,以下に示すように

MTcaoxvJrro;r - M i:CTva.xn,J Toi;Ti-pi:PuTea.xnγ i Jr?oi;Tpi
(44)

が成り立つ.これにより,群共変的な測定で Fisher情報量を最大化する問題は,個々の既約成分

で独立に純粋状態 piを変数とする最大化問題を解くことで十分であることが分かった.このこと

は,問題の取り扱いを著しく容易にする.

M を71上の共変的な POVM とすると,Piと p,,Oは可換であり,∑iPi-Iとなることから

TrM(B)p,,0- ∑ TrPiM(B)Pip,,o
I

となる.Miを71i上のPOVM として,Mi(B):-PiM(B)Piと定義すると,Fisher情報量の単

調性(14)より,

J蒜,≦J,%Ti

となる.最後に(43)の導出と同様の議論を用いることにより(44)を得る･

D 光子系における重要なユニタリな時間発展

5.3節では時間発展 (9)が重要なポイントを占めていた.この時間発展について考えるために,

はじめに量子系 71-L2(A)が 2つ与えられた場合に,相互作用させた時間発展について考える･

すなわち, 1番目の系 711-L2(A)の消滅演算子をalとし,2番目の系 712-L2(A)の消滅演

算子をa2として,合成系のハミル トニアンH :-i(ah -aTla2)の下で時間発展を考える.する

と,初期状態がコヒーレント状態のテンソル積 lα1)⑳桓2)であるとすると,

exp(itH)(桓1)㊤lcr2))-lα1COSt+α2Sint)㊥ト α1Sint+α2COSt)･
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と時間発展する.量子ガウス状態が初期状態である場合には

exp(iiH)(po上,N ㊨ po2,N)exp(-itH)- pol｡｡St+C｡sint,N ㊨〟-01Sint+02｡｡St,N･

と時間発展する･それゆえ,逐次的な時間発展 Vn‥-rIi?=2eXpitjHj,Hj:-i(a,Tal-atlaj)を考

え,各時間がcostj-

が得られる.

if ,sintj-㍉を満たすとすると,

vnpoTNVnt-pFrW,N㊤鵡 ~1),

E 量子効率 tの個数測定

量子効率 tの個数測定とは 1個の光子を検知できる確率が土となる (すなわち光子を検知でき

ない確率が 1-1となる)測定である.それゆえ,入力状態が Ik)(kIであるときに,全く光子を

検知できない確率は,(1-i)kとなる.そして,量子効率 tの個数測定の POVM での ｢出力が o

個｣に対応する作用素は∑?=｡聞くkI(1-i)kとなる･

さらに,現実の個数測定では 1個と 2個以上を区別することが不可能である場合が多く,そ

のような事情を考慮すると,測定値は,光子を検出したか否かの 2値となる.したがって,その

POVM は

(差Lk,(kl(1-i,牛か (kF(1-i,k)
となる【12ト

F (23)の証明

log(Tr p,,0gpl,kgITrp,,ogp2,kgI)-log(Trp,,Ogpl,kgI)+log(Trp,,ogp2,kgI)であるから,

dlog(Tr p,,ogPl,kgfTr p,,ogp2,kgf)
dr

dlog(Trp,,ogp1,kgT)
dr

)2(Tr pr- 1,kg†Trpr,ogP2･kg†)U(dg,

)2(Trpr,ogPl･kgtTrpr,ogP2,kg.)U(dg,

dlog(Trp,,ogp2,kgf)
dr

) 2(n pr,ogpl,kgtTr pr･o"2,kgt)U(dg)

dlog(Tr p,,ogpl,kgT)
dr

dlog(Tr p,,ogp2,kgt)
dr

(45)

)(Trpr,ogpl,kg.Trpr,ogp2･kg･)U(dg,

となる.plとβ2はともに純粋状態であるので右辺の第 1項と第2項は一致する.よって,第1項と第

3項のみ計算すれ針 分である･鋸 - (轟 p2,k- ( 品 eia J警 譜 elia)
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となる･また不変測度 l/は嘉 sin20d¢dOd4,で与えられる･したがって,

i (2,(

d l o g(Trp,,ogpl,kgl)

rL号去(1+rcos2β
)2(npr･ogpl･kg†Trpr,OgP2,kg†)U(dg)

(1+γcos2β),

(1+r(cos20(2βk-1)+2滴 百三 両 sin20cos2(恒 a)))sin20dOdO

26kll.Pk-1.1-Pk
+i +# log

dlog(Trp,,ogp1,kgl)
dr

alog(Trp,,ogp2,kgt)
dr )(Trpr,egPl･kgtnPr･ogP2,kg.)U(dg,

r鳥 (cos20,(cos20(2Pk-i,+2府 三両 sin20cos2(恒a,)sin20dOd02Pk-1
12

となり(23)を得る･
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