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遠藤 理平

1 始めに

生成規則によって作られる格子 (代表:Fibonacci格子)の-電子状態を調べると,波動関

数は臨界状態 (criticalstate)と呼ばれる,拡がった状態 (extendendstate)と局在状態の

中間的状態となり,エネルギースペクトルはCantor集合に似たmultifractal構造となる.

そして,multifractal構造を特徴付ける量であるJ(α)-spectrumは普遍性 (universality)
を持たず,系を特徴付けるパラメタ (ポテンシャルの強さなど)に依存する.以上のこと

は1983年のM.Kohmotoらの先駆的研究回に引き続く研究によって明らかにされた.し

かしながら上記の性質は,ある条件を満たした特別な生成規則によって作られた格子の一

般的性質であり,すべての生成規則の場合に成り立つものではない.その特別な生成規則

となる条件は,生成規則が可逆的であることである.本研究では,生成規則が非可逆な格

子のあるクラスの場合について,∫(αトspectrumが普遍性を持つことを発見した･この研
究成果によって,1次元非周期格子上の-電子状態というもっとも単純な問題に関して,

基礎的な理解を一段と深めることができたと考えている.本稿ではその概要を紹介する.

2 決定論的非周期格子とは

2種類のサイトAとBが,1次元の格子上に並んでいるという簡単な系について考え

る.AとBの並び方はにはいろいろあるが,すぐに思いつく並びには次のようなものが

ある:

･･･ABABABABABABABAB･･･, ･･･BABABBAAABABBABA･･･

左は周期的で,右はランダムである.2種類のサイ両こおけるポテンシャルの値をそれぞ

れVAとvBとしたときの-電子状態を調べることは,もっとも単純な問題である.サイト

に番号 (j--∞,- ,-1,0,1,2,-･,+∞)をつけてj番目のサイトにおける波動関数の

振幅を4,.とすると,次のような簡単な漸化式を満たす :

-i4,i+1-i¢j-1+Vj4,i-Ed,j･

‖まtransfer(hopping)integral,Eはエネルギー固有値である.サイトjのポテンシャル

V,はVAまたはVBをとる.上記の方程式は強結合近似における離散schr6dinger方程式
として知られる.

上記のような周期的またはランダムな1次元格子上の-電子状態の問題は過去からよく

研究されている.しかし,サイトの並びには周期的でもないがランダムでもない,第3の

並びが存在する.それが決定論的かつ非周期的並びである.このような格子の-電子状態

を調べることが本研究での目的である.本研究ではサイトの種類が2種の場合に議論を限

定する.
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非保存的な決定論的非周期格子の-電子状態

1次元格子上の2種類のサイトA,Bの並びを,以下のように分類し,波動関数とエネ

ルギースペクトルの特徴を記す.

1.周期格子 ･･･プロツホ波で記述される拡がった状態 (extendendstate)で,逮

続スペクトル.

2.ランダム格子 - 指数関数的に振幅が減少する局在状態 (アンダーソン局在).

3.決定論的非周期格子

広義の決定論的非周期格子とは,｢何等かの規則によって作られるA,Bの無限並び全般｣
といったところであるが,本研究では ｢生成規則(inaationrule)によって作られる格子｣

に絞って話を進める.なお,ランダム格子の1格子点当たりのエントロピーはゼロでない

有限値をとるが,何等かの規則によって作られる格子の1格子点当たりのエントロピーは

ゼロとなる.

一番簡単な生成規則はA→ B,B→ ABと表され Fibonacci格子と呼ばれる非周期

格子を生成する.すなわち,この生成規則を繰り返すと次のような2種類のサイトA,B

の並びが生成される.

B→ AB→ BAB→ ABBAB→BABABBAB-うABBABBABABBAB→ ･･･

→ABBABBABABBABBABABBABABBABBABABBAB→ -･

この並びを,それぞれFibonacci並びの第0世代,第1世代, ･.I,第 n 世代とする.Fi-

bonacci格子とはこのような系列の極限としての無限世代の並びを指す.このような生成

規則によって作られる格子は,周期的でもなくランダムでもないが,AとBの並びは入

れ子構造となっている.生成規則は任意に作ることができるので無限種類ある.生成規則

によって作られる入れ子構造をもつ格子を,以下の議論では自己相似格子と呼ぶことにす

る.また,サイト4Bを文字4Bと呼ぶことがある.

1984年の準結晶の発見以降,自己相似格子に対する関心が高まった.しかしながら,そ

の直前 (1983年)にM.Kohmotoらの研究【1】により,Fibonacci格子の電子状態の主要

な性質が明らかにされている.その結果は次のようにまとめられる【2日3].

･エネルギースペクトルはmultifractal構造 (図4)となり,それを特徴付けるf(α)-

spectrumはポテンシャルの差 △≡vA-VBに依存する.

･波動関数は振幅がべき的に減衰する臨界状態 (criticalstate)となる (図5,6)･

以上のことについては,第4章で詳しく説明する.しかしながら上記の性質は,ある条件

を満たす自己相似格子の特別なクラスの場合に成り立つ一般的性質であり,すべての自己

相似格子の場合のそれではない.その特別な自己相似格子となるための条件は,その生成

規則が可逆的であることである.本研究では,無限種類ある生成規則を可逆的なものと非

可逆的なものの2種類に分類する (第3章)ことから始める.
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遠藤 理平

後述するが,可逆的生成規則によって作られる格子を,可逆的自己相似格子と名づけ2.

非可逆的生成規則によって作られる格子を非可逆的自己相似格子と名づける.自己相似格

子には入れ子構造があるため,その電子状態の研究にはtracemapと呼ばれるくりこみ

群的手法が使用できる川.可逆的自己相似格子の場合にはこの写像が保存的3となり,罪

可逆的自己相似格子の場合には非保存的となる.表題にある ｢非保存的｣とはこのことで

ある.この分類は今まであまり重要視されてこなかったが,電子状態に決定的な違いが出

てくることが本研究によって明らかになった.

後に述べるように,可逆的自己相似格子については詳細に研究されている.一方,非可

逆的自己相似格子の性質については,個々の格子で広がった波動関数が存在することなど

が知られていたが4,可逆的自己相似格子の研究のレベルには程遠い状態であった.本研

究では,非可逆的自己相似格子の1つであるPeriod-Doubling格子5(以下,PD格子

と暗称)の電子状態を調べている最中に,非可逆的自己相似格子の電子状態には普遍的性

質があることを発見することができた.これにはtracemapの非保存性が本質的に関係

している.

3 生成規則の分類

生成規則の分類の一般論については,参考文献 【6日7日8日9]などを参照されたい.

3.1 生成規則の一般論

生成規則の等価性と随伴行列

異なった生成規則が同一の自己相似格子 (位相のずれはあるが)を作り出す場合があ

る.そこで,それら同じ格子を作り出す生成規則をひとまとめにする.生成規則は一般的

に A- A′- u(4B),B- B′-V(4B)と表すことができる･もしu(A,B)とV(A,B)
の左端 (右端)が同じものなら,両方とも右端 (左端)にもってきた生成規則もまた同じ

自己相似格子を作る (cyclicshift).具体的には次の2つは等価である :

〈芸/,==ABBABB - 〈芸',==BBABAB (1)

このような2つの生成規則は区別しないこととする.これを生成規則の等価性という国.

生成規則A′ - u(A,B),B′ -V(4B)は2種類の記号A,Bの有限または無限の並び
を異なる同様な並びに変換する変換操作と見なすことができる.その操作をcTと表せば,

2Fibo11aCCi格子は可逆的自己相似格子の最も簡単な例である.

3写像のヤコピアンの絶対値が 1となるもの.

4pel･iod-Dollbling格子における周期的な固有状態の存在[4]や,copr'er-Mean格子における広がった固
有状態の存在糊など.
5生成規則はA-BB,B-ABで,Fibonacci格子と比べてBが 1つ多い.

-446-



非保存的な決定論的非周期格子の-電子状態

q(A)-u(AB),J(B)-,U(4B)となる.Cは対(C,(A),cr(B))により指定できるので,こ

の両者は同一視することができる:J≡(cr(A),cr(B))-(u(A,B),V(4B)).

生成規則C,-(u(4B),,U(4B))を,u(4B)と,u(A,B)のそれぞれに含まれるAとB

の個数のみに注目して,次のように表す :

･A′B′)～(A B,M7 M -(; 3)･ (2)

ただし,u(AB)(V(A,B))に含まれるA,Bの数をそれぞれa,C(b,d)とした.行列

Mは生成規則crの随伴行列と呼ばれる[7].定義により,随伴行列のすべての成分は整数

でしかも負債をとらない･例えば,Fibonacci格子の場合には6-(B,AB)なので,

･-(告) (3,

となる.しかし随伴行列は1JJと吊こ含まれるA,Bの個数のみを指定するだけで,その並

び順までの情報は含まない.すなわち,生成規則と随伴行列は等価なものではなく,一般

的には生成規則のほうで議論する必要がある.なお,随伴行列の成分に対しては,通常,

条件 (a+d)bc≠0を課す.この条件は,M2の行列成分がすべて正値となる条件一生成規
則がprimitiveであること-と同じである.

分類1:対称性

自己相似格子を作る生成規則がある条件を満たす場合,生成された格子はあるサイトを

中心とする鏡映対称性を持つ.そのような条件としては明示的対称な場合と暗示的対称の

場合の2つがある[9ト

対称の条件 (1)

生成規則C,-(u(4B),V(A,B))のu(4B)とV(A,B)が共に対称 (回文となっている).
例えば次のような例である:

(B,ABBA), (BB,BABAB)･ (4)

これを明示的対称と呼ぶ.

対称の条件 (2)

u(4B),V(4B)の右端もしくは左端に共通部分な文字AまたはBがある場合,その共

通部分を除いた残りの部分がそれぞれ対称な場合である.つまり,RをAまたはBとし

て,a(A,B)-R,u′(A,B),V(A,B)-1h′(A,B)または,u(A,B)-u′(4B)R,V(4B)-

･u′(A,B)Rとしたときにu'(4B),/u′(4B)が対称であればよい･例えば,

(B,ABAB), (B4BBAB), (BABB,ABABAB).

1 4 47 -

(5)
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この場合を,暗示的対称という.以後,明示的な場合と,暗示的な場合をあわせて単に対

称であると言うことにする.今回は対称性を持つ自己相似格子に限って議論をする6.

分類2:可逆仕

生成規則 A′-u(A,B),B′-V(A,B)を正則行列の間の関係と見なしたときに,それが

AとBについて逆に解ける (A′,B′のみならずA′~1,B′~1の使用も許すとして)場合に,

それを可逆的 (invertible)生成規則と呼ぶ【11ト例えば,Fibonacci格子の場合には,

〈芸',==BAB → 〈芸==BA,I(A/)11 (6)

と逆に解けるから,Fibonacci格子の生成規則は可逆的である.これに対して,例えば生成

規則がA′-BB,B′-ABであるPD格子は非可逆的 (non-invertible)である.以下,

生成規則が可逆的 (非可逆的)な自己相似格子を,可逆的自己相似格子 (非可逆的自己相

似格子)と呼ぶ.一般に,生成規則が可逆的であるためには,随伴行列〟 がunimodular

(det〃 -士1)であることが必要である (ただし,十分ではない).従って,可逆的自己

相似格子は自己相似格子全体の中で圧倒的少数派である.なお,後述するように,可逆的

自己相似格子は準周期格子(-1次元準結晶)となる.

生成規則の合成

生成規則は合成することができる.2つの生成規則をC,I-(ul(A,B),,ul(AB)),J2-

(u2(A,B),V2(4B))とし,AとBの任意の並びに対して変換crlを行った後で変換o･2を

行うと,結果的に第3の変換cr3を一回行ったのと同じになる.CT3をollと0-2の合成と呼

び,C,3-C,2C,lと表す【7].63-(013(A),cr3(B))-(J2(ql(A)),0-2(C,1(B)))により,次式が

導かれる :

013-(ul(u2(A,B),V2(4B)),vl(u2(A,B),V2(4B)))･ (7)

また,関連する随伴行列の間には,関係式 M3-M2Mlが成り立つ.もし,crlとC2が対

称(明示的または暗示的)であるならば,o･3も対称となる.同様にcrlと012が可逆であれ

ば,cr3もまた可逆になる.

前段のM3ように,他の2つの随伴行列の積に分解できるような随伴行列は可約と呼ぶ

ことができる.また,積として現れる随伴行列は元の随伴行列の因子と呼ぶ.2つの行列

1…(去冒),J≡(墨 )は任意の随伴行列の因子となるので自明な因子と言える･随伴行
列の可約性や既約性の議論ではこのような因子は除外する.可約な随伴行列の因子がまた

可約であればそれはさらに分解できる.このような操作を続けてゆくと,可約な随伴行列

6自己相似格子の対称性と電子状態との関連についてはA.Hopfらの研究を参照されたい【10ト
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非保存的な決定論的非周期格子の-電子状態

は既約な随伴行列の積に ｢因数分解｣することができる.ここで注意すべきは,整数の因

数分解とは異なり,因子の順序を変えてはいけないことである.また,可約な随伴行列の

｢因数分解｣が一意であるとは限らない.既約な随伴行列は,整数の因数分解の場合の素

数に当たるが,後節で議論するように無限個存在する.特に,随伴行列M がunimodular

ならば,その既約因子としては次の2種類のみが現れる7【9]:

U-(告 ), S-(去:)･

従って,unimodularな随伴行列は例えば,次のように因数分解できる:

M -US-･UUS. (少なくとも1個のUを含む)

(8)

(9)

正確に述べると,ここで述べたことは,条件a≦b,C≦d,a≦C,b≦dを課した場合にの
み正しい.この条件が満たされない場合には,生成規則において,AとBの役割を交換

すれば,対応する随伴行列がその条件が満たす.

3.2 可逆的な生成規則

可逆的な生成規則の幾何学的意味は,M.Torikaiらによって解明された[9].ここでは,

幾何学的なことには触れずに紹介する囲.

可逆的生成規則の性質1

式 (9)の再形の随伴行列の中でもっとも簡単な例としては次の3個がある:

･-(告)-U, MsM-臣)-Us7 MSM-侶)-sU･ (10)
前者は Fibonacci格子の生成規則の随伴行列であるが,MsM はSilver-Mean格子と呼ば

れる自己相似格子の生成規則の随伴行列である.Msh.･Iを随伴行列とする生成規則は次の

3種類存在する:

(B,ABB), (B,BAB), (B,BBA)･ (ll)

これらの生成規則はすべて等価である･この場合には問題ないのだが,MSM を随伴行列

とする生成規則は全部で6種類存在する:

11(AB,AAB), 2･(AB,ABA), 3･(AB,BAA)

4･(BAAAB), 5･(B4ABA), 6･(BA,BAA)･

7Sおよび sn=
(去 ;)

は随伴行列に対する条件 (a+a)bc≠0を満たさないが,既約因子の中に U

が少なくとも1個含まれれば,Mはその条件を満たす
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これらの中で,1,2,5,6は等価であり,かつ対称の条件を満たしている.これに対し

て,3,4は共に非対称であり,しかも等価ではない.このように同じ随伴行列を持ちな

がら等価でない生成規則が存在する場合がある.というより,こうなるのが通常である.

この問題を解決するためには既約行列U,Sに対応する生成規則を一意に指定するだけ

でよい:

Ju-(B,AB),

⇒)HuHH
1
0
召
相川U

ぐU o･S-(A,AB)･

(12)

(13)

これによって可逆的自己相似格子の生成規則は随伴行列から一意に決められる.具体的に

は,式(9)の形の随伴行列を持つ生成規則を

J=CTuCTs●=JuOLucTs (14)

により定義すればよい.ここで重要なことは,同じ随伴行列を持つ可逆的生成規則はこれ

以外には存在しないことである.以上により,可逆的自己相似格子全体とunimodularな

随伴行列全体とは一対一の関係がある.C'U,C'Sは共に対称 (暗示的対称)であるから,

これらの合成として表される可逆的生成規則は必ず対称になる[9ト

前段で述べた理由により,M;Mを随伴行列とする非対称生成規則3,4は非可逆的で
ある.unimodularな随伴行列を持つ対称生成規則で非可逆的なものも存在する.実際,

JsCrsOIu-(AB4ABABA)は可逆的であるが,同じ随伴行列を持つ (AB4BAAAB)は

非可逆的である.後者は,生成規則としては既約であり,他の生成規則の合成として表す

ことはできない.

可逆的な生成規則の性質2:MLD分類

幾何学的に一見異なった準結晶同士が,局所的な変換によって互いに移り変わる場合あ

る.このような準結晶をひとつのクラスにまとめるような準結晶の分類法を考えることが

できる.このような分類をMLD (-MutualLocalDerivability)分類と呼ぶ【12日9ト

本節では幾何学的なことには触れずに,可逆的な生成規則によって作られた自己相似格子

を分類することを考える.可逆的自己相似格子全体を分類することと可逆的生成規則を分

類するすることは同じである.

まず,式(10)の後の2個の随伴行列の因子U,Sは互いに逆順となっている.これらを

随伴行列とする可逆的生成規則は次のようになる:

C,sh/Ⅰ-0-UO-S-(B,BAB), C,;M-JsC,U-(AB,AAB)･ (15)

これらの生成規則によって作られる自己相似格子AsM,A'sM を見てみよう(図1).Silver-
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silver-Mean格子(AsM)

(A,sM)遠望 :?(-3二三B
⊥ゝヽゝ )〈芸二言B
･･･BABBBABBABBABB･･･

Silver-Mean格子 (Asll)

図 1:MLDの例

Mean格子(AsM)の文字列が一番上である.図1のように(A-A,B-AB)と変換す

ると真申の文字列となる.これは, '̂sM の文字列に他ならない.さらに真申の文字列の

4Bを(A-B,B-AB)と変換するともとの Silver-Mean格子に復帰する･このとき
の2つの格子AsM,A'sM を結ぶ規則を置換規則 (substitutionRule)と呼ぶ :

CTs 0-U

AsM -⇒ A'sM -=手 AsM. (16)

AsMと̂ 'sMは置換規則によって関係付けられていて,同じクラスに分類される･このよ
うなクラスをMLD類と呼ぶ.

SilveトMean格子に限らず,任意の可逆的生成規則が与えられた場合,それと同じMLD

類に属する生成規則を求めることができる.随伴行列全体と可逆的生成規則全体は一対一

の関係があるので随伴行列だけで議論を行う.Ml-USSUSUとすると

M2-SSUSUU, M3-SUSUUS, M4-USUUSS,

M5-SUUSSU, M6-UUSSUS

はすべて同じMLDに属す.この例からもわかるが,随伴行列M を構成するS,Uの並び

順をサイクリックに変えることによって生ずる随伴行列によって指定できる自己相似格子

はすべて同じMLD類に属していることがわかる.随伴行列の既約因子の数が nであれ

ば,対応するMLD類は,rb個の自己相似格子を含む.

生成規則と1次元準結晶との繋がりについては参考文献[9]を参照されたい･また,2

次元以上の準結晶のMLD分類については参考文献[13]を参照されたい･

3.3 非可逆な生成規則

非可逆的 (非可逆)な場合も可逆的な場合と同様にMLD分類が可能である[14ト既約

行列は可逆的生成規則のときの2つU,Sだけではなく,無限個ある.非可逆的生成規則
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の場合に初めて登場する既約行列 (因子)で最も単純なものは次のものである :

D-(喜;)･ (17)

対応する生成規則 crD-(AA,B)は周期格子を生成するが,この生成規則を因子として含

む生成規則は非可逆的になる.例えば,次に示すpD格子とCopper-Mean格子がその例

である:

C,cM-C,DOIU-(B,AAB), C,pD-C,UJD-(BB,AB)･

この2つの格子はMLDの関係にある:

MpD-UD-
(Z

H
U
HH)- McM - DU- (告 )･

(18)

(19)

all)-(AA,B)を含む3個の生成規則の合成として表される生成規則としては,例えば

C,DJUCrs-(B,BAAB), JUJDO-U-(AB,ABBB) (20)

などがある.それぞれが属するMLD類は3個の生成規則 (自己相似格子)から成る.つ

いでながら,上記の2つの生成規則の随伴行列は次のようになる:

DUS - ( 冒 ≡) , UDU - ( 王 …)･ (21)

これらのように,U,S以外にDを1個だけ既約因子として含む随伴行列の行列式は土2

となる.

既約行列としては,他にも

F
n

ut

0

1

イ
J
0

iZ-

柑u
一.(J
か )2

1

1

2

mⅦLtl膚
柑u
二V
人 (22)

など無限個存在する.ただし,jは素数とする.従って,生成規則の大多数は非可逆的な

ものであることがわかる.

ここまで議論してきた自己相似格子の分類をまとめる.生成規則は対称性によって分け

られる.対称な生成規則はさらに,可逆的なものと非可逆的なものに分類することができ

る.また,生成規則が既約な生成規則の積に分解できる場合,合成の順序をサイクリック

に変えることにより同じMLD類に属する異なる生成規則が得られる.

これまでのMLD分類では,置換規則によって関係付けられている2種の自己相似格子

を互いにMLDとした.この場合,置換規則については何の制限も課さなかった.置換規

則を可逆的なものに制限したものを強いMLD関係と定義すれば,新しいMLD分類が定

義される.2種の自己相似格子が互いに強い意味でMLD関係にあれば,それらはこれま

での意味でもMLD関係にあるが,逆は必ずしも成り立たない.例えば,2個の生成規則
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(または置換規則)ql,J2の合成である2つの生成規則,C'-UIC'2,d-cr2Crlがある場

令,011とcr2のどちらか一方が可逆的ならば,Jとo･'は互いに強い意味でMLD関係に

あるが,両方とも非可逆的ならば,強い意味でのMLD関係はない.Ju,Crs以外に cTJ)

を1個だけ既約因子として含む生成規則の場合に限定すると,どちらのMLD関係で考え

ても同じであるが,C'D を2個以上含む生成規則の場合には事情が異なる.

3.4 自己相似格子の性質

自己相似格子の構造

生成規則をJ-(u(4B),,u(4B)),随伴行列をM -(三豊)とする･また･第 0世代の
並びをAD-A,Bo-Bとし,第n世代目の並びをそれぞれAn,Bnとする:An-C,n(A),

Bn-gn(B).今後の議論では,補助記号CをC-ABとして導入し,その第n世代を

Cnとする:Cn-Jn(C)-AnBn.定義により,漸化式

An+1-u(An,Bn), Bn+i-V(An,Bn) (23)

が成り立つ.第 n世代の並びAn,Bn,Cnのサイズ (構成しているAとBの総数)をそ

れぞれLiA),LAB),Lic)とする.定義により,LLc)-LLA)+LkB)が成り立つ･また,漸化

式 (LiA.).Lib.)1)-(LkA)Lib))M が成り立つ･この式と,初期条件 (LムA) LbB))-
(1 1)から次式が導かれる:

(LiA) LiB)) - (1 1)Mn･

次に,Fibonacci格子 (C,-(B,AB))の場合を例にあげる8:

(ABll≡芸B (

A2-AB

β2-βAβ 〈233≡芸BA芸AB 〈

A3-AββAβ

B3-BABABBAB

(24)

･-･(25)

自己相似格子はA,βの無限並びであるが,それを適当にくくり直すと,任意の†‖こ対

して,第 n世代の並びAnとBnの無限並びに変換できる.しかも,後者の並びは前者の

並びと同じ規則に従っている.例えば,式(1)に含まれるAとBをそれぞれ AnとBn

で置き換えると,各並びは世代が n だけずれた並びに変換される.自己相似格子は周期

的ではないが,ここで述べた事情により,周期格子に近い性質を持つと言える.また,局

期格子に次いで構造的一様性が強い.この点で,確率的に任意の大きさの揺らぎが可能な

ランダム系とは異なっている.

A,B,Cの中の任意のひとつをX とする.前段で述べた自己相似格子の性質のため,

nを十分大きくとった場合,自己相似格子はXnの無限並びとして表される周期格子によ

り ｢近似｣することができる.この周期格子を前者の近似格子と呼ぶ.この近似格子の周

8Fibonacci格子の場合,An-Bn_1-Cn_2が成り立つ.
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期は LtX)に等しい.このようにして,3種類の近似格子の系列が得られる.Xnに含ま

れるAとBの個数をそれぞれのNiA),NiB)と表すと,次式が成り立つ :

(:賀･. ',:) - (: 昌) (N"nf:,') ･ (26,

r ≡ nM,S≡detM とおけば,随伴行列M の特性多項式はdet(xE-M)-x2-rx+S
となる.この2次式の判別式 D- r2-4Sは正整数である9.また,M がunimodularで

あることとS-j=1であることは等価である･随伴行列M の固有値を7-,T′(回>回 )
とする.この固有値は2次方程式 ∬2-γ∬+5-0根であるから,T+T′-㍗,TT′- βが

成り立つ.判別式 βが平方数ならば,丁了 は共に整数となり,さもなければ,T,丁′は

共に2次実無理数 (T′はTの代数的共役)となる.このような丁で3.5を超えないものは

10個存在するが,それらを小さい順にリストする:(1十1乃)/2(黄金比),2,1+ヽ巧,
(1+ノ巧)/2,(3+ヽ乃)/2,1+ヽ伯,3,(3+ノ巧)/2,2+ 巧ヽ,1+J言.
M はケ-リー ･ハミルトンの関係式 M2-rM-sIを満たすので,Lid),LiB)は次の
漸化式 (差分方程式)の解となる :

Xn+1= rXn- Satn-1･ (27)

この漸化式の解で,初期条件 ∬0-0,g1-1を満たすものは整数列を表すが,この数列

のメンバーは一般化Fibonacci数と呼ばれる10. ,ri番目の一般化Fibonacci数を◎nと記す

と,それは

申n-ji(Tn一 m) (28)

と表すことができる.これを用いると,LLA),Lib)は次のように表すことができる :

LtA)- ◎n.1+(C-d)◎n, LiB)- ◎n.1+(b-a)On. (29)

自己相似格子の構造は 丁の数論的性質に強く規定される.特に重要なのは,不等式

o<回 ≦1が満される場合である.このような2次無理数丁はPisot数と呼ばれる11.関

係式TT′- β(-det〟)により,特に〟 がunimodularならば,丁は必ず pisot数となる.

例えば,前記のリスト中の8個の無理数のうち6個はPisot数であるが,その中でβ- 土1

とならないのは,1+1月,2+∨乍の2例のみである.この2例については,I7-T′l-2が
成り立つ.T-1+1β または7--2+ 乃ヽ となる生成規則としては,それぞれ式(20)の
左側および右側がある.本論文の議論は原則として,対称自己相似格子で Tが pisot数

9自己相似格子の生成規則の中には判別式がゼロとなるものもあるが(例えば,Thue-Morse格子の生成
規則:(AB,BA))これらは極めて特殊なので,本稿では無視する.
10r-1,S--1の場合がFibonacci数である:x･叫 1- Xn+ a.n_1･
11丁′=土1の場合,丁は整数となりpisot数ではない.しかしながら,このケースはPisot数の場合と同
様の議論ができるためにいっしょに扱う.pD格子とCor'pelLMean格子がその例で,この場合T-2とな
る.
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図2:自己相似格子の分類

の場合に限定する.可逆的自己相似格子は必ず pisot自己相似格子となるが,その逆は

必ずしも成り立たない.式(20)の2つの生成規則により作られる2種の自己相似格子は,

代表的な非可逆的 pisot自己相似格子である.

Tが2次無理数でかつ Pisot数でもある場合,式(28)の括弧の中の第2項はn-∞ の

極限で消える･従って,式(28),(29)により,Lk4),Lib)は,世代 n の関数として次の
ような漸近的振る舞いを示す :

LLA'- 鳥 Tn7 LiB'- 鳥 Tn･ (30)

ただし,右辺の比例係数 p- T+C-d,p'- T-a+bは正の数である.この漸近式の誤

差はr7′→∞ の極限で消える.そのため,pisot自己相似格子は他の自己相似格子よりも

構造的一様性が強いと言える【15ト

式(30)により,LiA),Lip),LLc)の中の任意のひとつを Lnとした場合,Ln+1/Lnは

n-∞ の極限でTに収束し,従って,pを正整数とすれば,Ln+P/LnはTPに収束する･

いずれにせよ,生成規則により世代が1段上がることは,空間スケールが T倍だけ増加

することに対応する.これらの結果は,式(24)の帰結と言えるが,式(26)を用いた同様

な議論により,NLA.)i/哨4),NiB.)1/NiB)ち,rL-∞ の極限でTに収束することが言える.
また,NiB)/NIA)が同じ極限でLJ≡(7--a)/b-C/(7-Id)に収束することも言える12.
従って,Wは当該生成規則で作られた自己相似格子のAとBの個数の比と一致する.特

に,LJが無理数である場合,このような格子は周期格子ではあり得ない.

12LJは次式を満たす :

なお,p'/p-bLJ/Cが成り立つ.

(: 3) (i )- T (三 )
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構造因子

式(30)の直後で述べたことの結果として,Pisot自己相似格子の構造因子 ∫(Q)13は

Braggpeakだけから成ることが示される[15日16].S(Q)の性質を述べるためには,2
次の無理数 7-,Uに関連した2次体の数論に関するいくつかの用語が必要になる.これ

については,付録2次体の数論を参照されたい.Pisot自己相似格子の構造因子∫(Q)の

peak位置の波数は,この格子の逆格子ベクトルと言える.逆格子ベクトル全体 ル川抽口

群であり,R)uriermoduleと呼ばれる.自己相似格子は非周期的なので,〟 は実数軸上

密 (dense)となる14･以下,波数は有理化波数 FC-Q/(27T)を用いて議論する･ただし,
格子定数を1とした.Ftが逆格子ベクトルであるための必要十分条件は,,n,→ ∞ の極限

でFtLiA)とFCLLB)の小数部分15が共にゼロに収束することである.この条件により,Ju

は次のように決定される【15],囲 :

Ju-‡去Z(u)･ (32)

ただし,Tがunitならば

Ju-i宝 zlu] (33)

となる.〟 はZ-moduleであるが,その生成元 (基底)は前者の場合には無限個となるが,

後者の場合には2個となる.従って,後者の場合には系は準周期的 (quasiperiodic)であ

る16.これに対して,前者のような系はlimitquasiperiodicsystem(極限準周期系)と呼ば

れる.式(20)の2つの生成規則により作られる2種の自己相似格子はlimitquasiperiodic

systemである.nを任意の整数とした場合,n+nLJ∈Z(LJ)であるから,式(32)により,

nは逆格子ベクトルとなる.このことは,自己相似格子が格子定数 1の周期格子に乗って

いるとしたことからの当然の帰結である.このことから,Fouriermodule,Mが,その半

開き単位区間 【0,1)への制限 Julo,1)17を元にして,それを周期的にずらしたもの全体の
合併として表されることが分かる18.このことは,集合ルイの並進対称性を表すが,この

集合は原点 (従って,すべての整数点)を中心とする反転対称性も持つ.これらの結果と

して,すべての半整数点を中心とする反転対称性も持つ.

136A(i)をサイトjがAならば 1,BならばOをとる関数とした場合,構造因子は次式で定義される :

N

S(Q)-去 Nl聖 l∑ 6A(i)exp仁iQj)r2･
3--N

14周期格子の場合,その周期をaとすれば,Ju-(ngln∈Z),9-27T/aと表され,離散的である･
15任意の実数は,四捨五入による整数部分と残りの小数部分に一意に分解できる.

16基底となる2つの波数の一方は91-1/(1+u)となり,他方は 92-LJ91となる･従って.ルイ-
(nlgl+n292Jnl,n2∈Z)となる.準周期性はLJが無理数であることによる.

花 器 賢 6,uRB=#U?EZt(nL崇Ei,1,,Xg,墓言EXtn畏 i=af頼 ∈X,o≦州 )とする'
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他方,T-(整数),回 -1である場合も同様の議論から,逆格子ベクトル全体〟 は次
のように決定される[15日16]:

1

Ju-Z(T)≡ ZU土zu声ZU･･･iJ

-(no･ 警 + 芳 ････ (有限項で切れる)lnj∈Z)･(34)
この場合もJuの生成元 (基底)は無限個となる.このような系はIimitperiodicsystem

(極限周期系)と呼ばれる.

以上により,Fouriermoduleルイは随伴行列M から一意に決定される.従って,随伴

行列が共通な自己相似格子が複数個存在する場合,それらは同一のR)uriermoduleを持

つ･なお,非 pisot格子のS(Q)は特異連続 (singularcontinuous)となる19ことが知られ
ている【15日16].

4 自己相似格子の一電子状態

自己相似格子の-電子状態を強結合近似を用いて調べる.Hamiltonian71のj番目の

サイトのポテンシャルをV,･とすれば,

71- -∑t(lj)(j･1回 j･1)(jl)十∑Lj)Vj(jl (35)3 3

と与えられる.i(>0)はtransfer(hopping)integralの値で,Vjはj番目のサイトがAか

Bかにより,VAまたはVBをとる.j番目のサイトの振幅を4,,･とした場合,それらは次
の3項間漸化式を満たす :

一物 +1-材,i-1+VjQJ･-E4,j･ (36)

煩雑さを避けるため,以後 t-1ととる.

自己相似格子の1サイトあたりの状態密度D(E)は,後述するように,特異性の強い
関数となる.そのため,

H(E)-LEj E)dE (37)

で定義される積分状態密度H(E)の方がより扱いやすい関数となる･H(E)は全体の状
態数のうち,Eを超えない状態の数の割合を表す.定義により,H(E)はEの非減少関
数で,全体のバンドの下端以下ではH(E)-0となり,上端以上ではH(E)-1となる･

19フラクタル的関数のこと
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4.1 transfermatrix

3項漸化式(36)により,j番目とj-1番目のサイトの振幅¢),4,i_1を決めれば,任意

の整数 m>Oに対して,i+m･番目とj+m -1番目のサイトの振幅 4,i+m,¢j+m_1が

bj,4,I_1の線形変換 (1次結合)として与えられる.この線形変換を

(4,i+m 4,i+mll)-(4,j ¢j-1)T (38)

と表した場合,その変換行列T (2×2行列)はtransfermatrixと呼ばれる.式(36)に

より,m -1の場合は,I-7;･はサイト再こ依存し,

･-(vj_-1E三)
となる.具体的には,

･A-(VArlE去)7 TB-(VBr lE 去)

(39)

(40)

とすれば,サイトjのタイプにより,7;-TA またはTB となる.また,det7;I-1を

満たす.一般のmの場合のTは,3'番目から.7'+m-1番目のサイトまでの区間におけ

るAとBの並びだけできまり,その並びの出発点jには依存しない.この並びをx と

し,それが2つの並びY,Zに分解できる (X-YZ)ならば,対応する3個のtransfer

matrixは関係式 T.x-I/Tz により結ばれる.従って,XにおけるAとBの並びから,

それと同じ順番にTAとTBの積を計算すれば T.Yが求められる.このようにAとBの任

意の並びに対して,対応するtransfermatrixが定まる.そのため,transfermatrixは常

に unimodularである :detT-1.第 n 世代の並び An,Bn,Cnに付随するtransfer

matrixを7-in),TB(n),7さn)とする.関係する生成規則を J -(u(4B),V(4B))とすれ

ば,式(23)により,次の漸化式が成り立つ :

Tin+1)-u(TA(n),71in)), 禿n+1)-V(普),71in)) (41)

また,関係式7さn)-TA(n)禿n)が成り立つ.例えば,Fibonacci格子の場合 Tin'1)-禿n),

71in'1)-TA(n)71in)が成り立つ.TAとTBはエネルギーEの関数であるから,Tin),禿n),

7Ijn)もそうである.

特に,周期系 (vA-VB-0)の場合,TA-TB(…To)となるから,並びx のサイズ

を Lと表せば,TJX-7ToLが成り立つ.

4.2 近似格子の電子状態

近似格子は周期格子なので,その周期をLとすれば,エネルギースペクトルはL個の

エネルギーバンドから構成される.また,固有状態 (波動関数)はブロッホの定理を満た
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す :QJ+i- eiQL¢]･ただし,Qは波数を表す･このことから, 1周期のtransfermatrix
をTとすると,次の関係式が成り立つことがわかる :

(¢j ¢j_1)T - (bj+L 4,i+L-i) (42)

- eiQL(4,i 4,上1). (43)

従って,e土iQLはTの固有値となる.よって,nT-2cosQLが結論される.そこでエ

ネルギ- Eの関数を

((E)-;TrT(E) (44)

により定義すれば,((E)は Eの L次多項式となるから20,方程式

((E)-cosQL (45)

の解として,L個の分散関係式E-Ei(Q),i-1,2,-･,Lが得られる･これらの式からL
個のエネルギーバンドが得られる.((E)はT(E)と同様,近似格子の1周期におけるAと

Bの並びxにより決定される.例えば,x-ABならば,((E)-(VA-E)(VB-E)/2-1
となり,2個の分散関係式は2次方程式の解として求められる.3種類の近似格子の系列

のどれかひとつの系列に対して,そのバンドが世代と共にどのように変化するかを調べれ

ば自己相似格子のエネルギースペクトルが解明できる.

ここで,式(44)で定義される変数 ぐが次の3変数の整数係数多項式となることを示す:

x - 去Tr(TA), y-喜Tr(TB), I- 芸Tr(Tc)-去Tr(TATB)･ (46)

TA は unimodularなので,ケ-リー ･ハミルトンの関係式は (TA)2-2.TTA-1と表

される21.TB や 7Tcについても同様である.問題の証明は,この事実とtraceの性質を

用いて,並び x のサイズ Lに関する帰納法により行う.必要な traceの性質は線形性

(Tr(U+V)-TrU+TrV)と循環性 (TrUV-TrVU)である.L-1および L-2
の場合は自明であるから,L≧3の場合を考えればよい.ところで,並びxの中にAま

たはBが連続して含まれている場合,Tの対応する因子に対してケ-リー ･ハミルトン

の関係式を用い,さらにtraceの線形性を用いれば,サイズ Lがより小さい場合に帰着

する.また,xの最初と最後が共にA(またはB)の場合には,traceの循環性を用いる

ことにより,直前の場合に帰着する.残されたのは Lが偶数でX- ABAB-･ABと

なる場合だけである.この場合,x はC-ABの連続並びとなっているので,7Tcにつ

いてのケ-リー ･ハミルトンの関係式を必要な回数使用するとL-2,X-C(-AB)の
場合に帰着する.以上で証明は完了した.

20T(E)の行列成分'JTll(E).'1712(E),rjh(E).'jb2(E)はEの多項式となり,その次数はそれぞれL,
Ll1,L-1,L-2となる.証明はLに関する帰納法を用いる.
21以下の議論では,TA とTB がlmimodlllarであることだけが重要であり.･これらが式(40)の表示を持
つことは使用されない.
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具体的な例として,X-ABBABAの場合について計算する:

uE)- 喜Ti.lTA(TB)2TATBTA]-妄nl(2dA-1)(2yTB-1)TATB]
1

- 2xynlTATBTATBト alTrlTATATB]-yTrlTBTATB]+喜TrlTATB]

- 2xyTrl(Tc)2]-x(2alTrlTcト 叩 B])-y(2y叩 Cト TrlTA])+去TrlTc]

- I(8xyz-4x2-4y2+1)･ (47)

なお,後節における議論の都合上,いくつかの公式を記しておく.まず,TAに対する

ケ-リー ･ハミルトンの関係式はTA+(TA)~1-2Jl･1と書き換えられるが,この式から,

n(TA)-Trl(TA)-11が導ける.この等式は2次元 unimodular行列の一般的性質である.

従って,例えば,rIYlTA(TB)~11-rIYlTB(TA)-1】も成り立つ.右辺に含まれる (TA)~1を
上記の変形ケ-リー ･ハミルトンの関係式を用いて消去し,式(46)を用いると,右辺は

4xy-2Zに等しいことがわかる.すなわち,次の公式が証明できた:

J(I,y,I) ≡ 2xy-I

- 喜nlTA(TB)-1]-去nlTB(TA)-1]･

同様にして,次の公式を証明することができる:

I(I,y,I) … x2十y2十Z2-2xyz-1 (50)

- ;nlTA,TB]2-iTrlTATB(TA)-i(TB)-1]-; (51)

特に,TA,TBが式(40)により与えられる場合,ETA,TB]-△(冒去),△-vA-VBが成
り立つので,次式を得る:

･ - (i ) 2･ (52)

4.3 tracemap

3種類の近似格子の系列の第n世代の近似格子の場合には式(44)により定義される量

は次のようになる:

xn-喜Ti･(Tin'), yn≡喜Tr(Tin'), zn-去Tr(Tjn')-喜Tr(Tin'Tin')･ (53)

ところで,関係する生成規則を J -(u(A,B),,i,(A B))とすれば,7-A(n+1)-u(TAn)宵 ))
が成り立つ (式(41)参照)･従って,前節の議論と同様な議論により,3変数整数係数多

項式f(t7:,y,I)が存在し,LTn+I-f(.7:n,yn,Zn)と表すことができる.yn+1,Zn+1について
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も同様である.これらをまとめると次のようになる:

〈

LTn+1-I(xn,yn,zn)
yn+1-9(a･n,yn,Zn)
zn+1-h(xn,yn,zn)

(54)

すなわち,3次元写像T(x･,y,I)-(I(LL･,y,I),9(nl･,y,I),h(Jl･,y,I))が存在し,関係式rn+1-

T(rn),rn-(xn,yn,zn)が成り立つ[7].この写像はtracemapと呼ばれている.例えば,

式(20)の右側の生成規則の場合のtracemapは次のようになる:

T(I,y,I)-(I,(4y2-1)I-2xy,8y2Z2-4xyz-2y2-2Z2+1)･ (55)

tracemapで重要なことは,それがE,VA,VBに明示的には依存しないことである.

しかしながら,その軌道 (rn)はtracemapの初期値

r｡-(xo(E),y.(E),Z｡(E))-去(vA-E,VB - E,(VA- )(VB-E)12) (56)

をとおして電子のエネルギー E に依存する.̀自己相似格子のエネルギースペクトルは,

近似格子のエネルギースペクトルの周期Lを無限大にした極限であるから,それはtrace

mapの性質により強く規定される.式(54)は1種の繰り込み変換であるが,自己相似格

子が入れ子構造となっているために,その電子状態に繰り込み群的構造が導入される.1

回の繰り込み変換は自己相似格子の1回の変換 (生成規則による)に対応するが,この変

換では空間スケールがT倍になる.従って,繰り込み群で用いられるパラメタと‖よTと

一致する･Eを決めたときに,tracemapの軌道 (rn(E))がTP(p∈N)の固定点に収束

する場合,EはtracemapのpぺyCleと呼ばれる.

可逆的自己相似格子の場合のtracemapは次のような著しい性質を持つ【11日17]:

1.1対 1の写像であり,逆写像が存在する.

2.写像のヤコピアンの絶対値が1となり,従って保存的である.

3.式(50)により定義される量I(I,y,I)が不変量となる.

4･式(52)により,不変量 I(x,y,I)の値は正値で△-VA-VBに依存する･

5.不変量の存在により,tracemapは曲面 7-const.上の実質2次元写像 となる.

6.2次元写像としてのtracemapは,第4項目のために普遍的な写像ではない.

可逆的自己相似格子の生成規則 o･は式(14)のように,2種の生成規則o･U,C,Sの合成と

して表すことができる.そのため,対応するtracemapn は,対応する2種のtracemap

Tu,Tsの合成となる.ただし,t,racemapの合成は逆順となる.例えば,TsU-TuTs.

従って,上記の性質の1,2,3を示すためには,Tu,Tsがこれらの性質を持つことを

示せばよい.簡単な計算により,

TU-(y,I,2yz-I), Ts-(I,I,2xz-y)
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∫

図3:不変量Jがゼロの場合のtracemapの不変曲面.この曲面は,5個のパーツのうち

中心を占めるものであり,4個の点 (1,1,1),(1,-1,ll),(-1,1,-1),(-1,-1,1)を頂
点とするカスプを持つ.

を示すことができる.これらが,上記の性質の 1,2,3を持つことを示すことは容易で

ある22.

可逆的自己相似格子の場合の tracemapの不変量(50)は,3次の項 -2.TyZを除いて

球対称である.そのため,tracemapの不変曲面I(I,y,I)-const.は正4面体的対称性

を持つ.また,方程式 xyz-Oから決まる3枚の平面は3次曲面 I-const.の漸近面

となる.定数 (const.)が負の場合,この3次曲面は5個の部分に分かれる.そのうちの

1個は正4面体的に歪んだ球となり,その中心は原点にある.残りの4個は開いた曲面

で,4個の点 (1,1,1),(1,-1,-1),(ll,1,-1),(-1,-1,1)を含む4個の象限の各々に

含まれている23.対称性により,これら4個の曲面は合同で向きだけが異なっている.定

敬 (const.)を負の値からゼロに近づけると,5個の曲面はこれら4個の点方向に伸びて

ゆき,ゼロとなった時点でこれらの4個の点で接触する (図3).この時点では,互いに接

触する2個の曲面はその接触点でカスプとなっている.これに対して,定数 (const.)が

正値の場合,5個の曲面が合体して, 1枚の開いた曲面となる.定数 (const.)が小さい

場合には,上記の4個の点付近で漏斗状となっている.可逆的自己相似格子のtracemap

の軌道 (rn) -(rn(E))は △の値で決まる開いた曲面の上に乗っている.エネルギース

22生成規則の可逆性により,式(41)は(Tin),Tin))について ｢解く｣ことができる.性質1はこのこと
からも示すことができる.
233次元空間は直交座標系により,8個の象限に分割される.
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ベクトルはこの軌道が無限遠に発散しないようなエネルギーから構成される.

写像力学では写像が保存系であるか否かによって,写像の性質が大きく異なることが知

られている.第3章第 1節において生成規則を可逆的と非可逆的に分類したわけである

が,この分類こそがtracemapの保存系,非保存系 (散逸系)の分類に対応している.す

なわち,生成規則が可逆的であればtracemapは保存系となり,非可逆的であれば非保

存系になる.

C'lを可逆的生成規則 (または置換規則)とし,q2が非可逆的生成規則 (または置換規

則)とした場合,2つの非可逆的生成規則,C'- J10-2,0-I- 0120-1は互いに強い意味で

MLD関係にある･また,対応する2つのtracemapは,Tg-Tg2Tulおよび苫 ′-TglTq2

と表される･仮定により,Tqlは1対 1の写像であるから,2つのtracemapTc,,Tq′が

定義する2種の非線形力学系は同値になる24.以上の議論は,Jlとcr2が共に可逆的生成

規則 (または置換規則)の場合も基本的には成り立つ.この場合,crとdは共に可逆的

生成規則となる.ところが,可逆的生成規則のtracemapは不変量を持ち,しかもその

値はtracemapの初期値に依存する.そのため,生成規則6,g′により生成される2つ

の自己相似格子の間のMLD関係がその電子状態に及ぼす効果は限られたものとなる.

tracemapのより詳しい性質については,次節以下で議論する.

4.4 tracemapの軌道

関係式

lTA(n'1),7in'1)i-p(xn,yn,zn)[TAn),禿n)] または (58)

lTA(n'1),禿n'1)巨 p(xn,yn,zn)tTin),71in)]7in) (59)

を満たす整数係数多項式P(I,y,I)が存在することを証明することができる[18].ただし,
前者は明示的に対称な場合で,後者は暗示的に対称な場合である.また,RはAまたは

βを意味する.さらに,この多項式は,可逆的な場合には 1または -1となり,非可逆

的な場合にはその次数が1以上になる.これらの結果は,対称な自己相似格子に特有な性

質であり,非対称な場合には成り立たない.上の等式と公式(51)を用いると,恒等式

I(T(x,y,I))≡lP(I,y,I)]2I(I,y,I) (60)

を導くことができる･可逆的自己相似格子の場合に I(I,y,I)が tracemapの不変量と

なることは,この式からも証明できる･非可逆的自己相似格子の場合でも,I(xn,yn,zn)

の符号は†‖こよらないので,I(I,L･,y,I)は半不変量と呼ばれる[7]25.半不変量の初期値

24Tqlは1対1の可微分写像 (-滑らかな写像)であり,TJ-TtllTq/TglおよびTg′-TglTqTtllが成
り立つ.

25非対称な自己相似格子の場合でも,恒等式I(T(1.,y,I))≡R(x,y,I)I(x,y,2)を満たす整数係数多項式
R(3;,y,I)が存在する[7日19]･ しかしながら,R(x,y,I)-[P(a･,y,I)]2とは表せないので,I(a･,y,I)は半
不変量とはならない.
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I(x･O,yo,zo)は,式(52)により,正値なので,半不変量は負債をとらない.たとえば,罪

可逆的自己相似格子である PD格子の場合,p(x,y,I)-2yとなる.半不変量の場合,

I(x,y,Z)の値は保存されないが,1度 I-0となった場合,以後常に I-0にとどまる.

従って,非可逆的自己相似格子の場合,図3に示された曲面はtracemapの不変曲面とな

る【20],[11]･特に,周期系の場合,△-Oが成り立つから,式 (52)により,I(x,y,I)≡0

となる･このことは,周期系の場合,初期状態 (56)が次の関係式を満たすことからも言

える :

xo-yo, zo-2x3-1･ (6 1 )

このような状態を初期状態とするtracemapの軌道は不変曲面上に制限される.この軌

道については,後で詳しく解析する.

AとBの並びがランダムな場合にアンダーソン局在が起こる原因は,transfermatrix

TA,TBの間の非可換性に求められる【21].逆に,エネルギー Eを適当に選んだときに
両者が交換可能であれば,そのエネルギーに限り周期系と似た状況になる【22].すなわ

ち,Eがエネルギースペクトルに属するならば,対応する波動関数は拡がった状態とな

る.強結合近似のtransfermatrixの場合にはそのようなエネルギーは存在しないが,条件

P(xn,yn,zn)-0を満たすエネルギーEが存在すれば,第 n+1世代の transfermatrix

TA(n'1),7iSn'1)は交換可能となる.従って,Eがエネルギースペクトルに属するならば,
対応する波動関数は拡がった状態となる.nを変えれば,異なった拡がった状態が得られ

る場合がある.多くの非可逆的自己相似格子が無限個の拡がった状態を持つのは,Pの

次数が 1以上になるからである【23Ll24]･なお,p(xn,yn,zn)-Oを満たすエネルギー E

では,,rLを超えるすべての番号 什‖こ対してI(LL･m,ym,Zm)-0となる.

特に,周期系 (vA-VB-0)の場合,E--2cosQとすれば,TrTo-2cosQとなるか

ら (4･1節の最後の議論参照),サイズを Lの並びx に対してTrTx-nT.i-2cosQL

が成り立つ26･従って,rn-(xn,yn,zn)の3成分は次のようになる :

.rn-cosl27TK,LiA)], yn-cosl27TK,Lib)], zn-cosl27TK,LLc)]. (62)

ただし,Q-27TFCとした.これが,周期系の tracemapの軌道となることは容易に確かめ

ることができる.この式において特に,ft-0とすることにより,点 (1,1,1)がtracemap

(54)の固定点であることが分かる.式(32)の導出の際に述べた事情により,tracemapの

軌道 (62)が固定点 (1,1,1)に収束するための必要十分条件が ISが逆格子ベクトルである

ことであることが言える.

4.5 自己相似格子の電子状態

自己相似格子の電子状態の一般的性質については,次のことが知られている[10].

26Toを対角化する表示を用いると,容易に証明することができる.
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図 4:エネルギースペクトルの multifractal構造.上段はFibonacci格子のエネルギース

ペクトルである (VA-1,VB-0).第18世代 (B18,Ln-2584)のFibonacci格子を周
期的境界条件を課して計算を行った結果である.下段は基底状態とバンド中心付近のエネ

ルギースペクトルを拡大した図である.拡大を繰り返すとギャップが見えてくる.また拡

大するごとに一定のパターンに収束していく.局所的自己相似性中心の代表は,H(E)-0

およびH(E)-1/2を満たす2つのエネルギーである.前者は全体のバンドの左端で,後
者は ｢バンド中心｣である.αの値は解析的に求めた値であり,それぞれ αの最大値と

最小値に対応する.

･エネルギースペクトルはmultifractal構造 (singularcontinuous)である (図4).

これは,式(37)で定義される積分状態密度 H(E)が ｢悪魔の階段｣的になっている

ことと同値である (図7).

｡ほとんど全ての固有状態は臨界状態である (図5,6).

以上の2つの性質について以下でより詳しく説明する.

multifractal構造

fractal構造の場合,至る所に自己相似性が見られるが,multifractalとは,局所的自己

相似性の相似比が場所により異なるような集合をいう.multifractal構造については付録

multifractal構造で紹介するが,multifractal構造とは局所次元を表す αが単一の値で

はなく図20(付録を参照)のように分布している構造と言える.

自己相似格子のエネルギースペクトルは図4のようなmultifractal構造である.至る所

にギャップが入り込んでいる.各ギャップの両端は周期系のエネルギースペクトルのバン

ド端に対応するので,以下ではバンド端と呼ぶことにする.エネルギースペクトルの全体

の集合の下端と上端も当然バンド端である.

エネルギースペクトルを cTとする.Jは multifractalなので,その局所次元 α の値
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は o･の各点ごとに異なる.E∈C,を固定して,積分状態密度 H(E)を用いて9(E)≡

H(E+E)-H(E)とした場合,局所次元 α-α(E)は,漸近的関係式 l9(E)匝 cIEIα(E) (

E-0)により定義される.もしも2つのパラメタ 入ニス(E),p-FL(E)を含む関係式
9(E);S～G(E/A)(E- 0)が成り立つならば,Eは Jの局所的自己相似性の中心と呼ばれ

る (図4参照).局所的自己相似性中心におけるαの値は,関連するscalingparameters

A,FLを用いると次式で表される[25]:

･-震 ･ (63)

crの局所的自己相似性中心全体の集合011Sとcrのバンド端全体の集合JGは,Jを特徴

付ける重要な対象となる.しかしながら,JIsあるいはcrG自体を調べるよりも,それれ

らに属するエネルギーにおける積分状態密度 H(E)の値の分布のほうが扱い易いことが

知られている.具体的には,S…〈H(E)FE∈C,Is),Gg≡(H(E)lE∈oIG)により定義さ

れる2つの集合の性質が問題となる.積分状態密度の最小値はゼロで最大値は1だから,

SとGqは区間 【0,1】に含まれる.

E∈JIsとなるための必要十分条件は,Eが tracemapのcycleとなることである.す

なわち,tracemapのcycle全体の集合はC,Isと一致する[2日26日27].このとき,対応す

るTPの固定点におけるTPのヤコビ行列27の固有値のうち絶対値が最大のものを入maxと

すれば,局所次元 α-α(E)は式(63)において,A-l入max卜FL- 7-P とおくことにより
求められる【25].このようにして,すべての局所的自己相似性の中心のエネルギーで局所
次元を求めることができる.

エネルギースペクトル Jにおける αの分布は,I(α)-spectrumによって特徴づける
ことができる.∫(α)の台 (support)は,閉区間[αmi｡,αmax]となるが,それは単位区間

J…【0,1】に含まれる

gaplabelingtheorem

自己相似格子のエネルギースペクトルが一般にmultifractal構造となる原因について

考察する.自己相似格子の構造因子がBraggpeakだけから成ることは,電子に対するポ

テンシャル Viが次のようなフーリエ展開を持つことを意味している:

Vj-∑ AKeXp(2i7rPCj)･
fC∈Ju

(64)

従って,自由電子モデル (周期系)から出発し,上記ポテンシャルを摂動論的に扱えば,

電子の有理化波数 kがft/2(FC∈JM)と一致するような電子のエネルギーのところにバン

ドギャップが開くことになる.波数 吊まブリルアンゾーン ト1/2,1/2]に含まれる.とこ
ろが,FouriermoduleJu はこのブリルアンゾーンの中で密な集合であるから,至る所に

27ヤコビ行列とはTPをその固定点付近での線形近似したときの変換行列である.
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バンドギャップが開くことになる.2個の状態 土kはエネルギー的に縮退しているから,

バンドギャップが開くエネルギーにおける周期系の積分状態密度 H(E)の値は2k-Kと

なる.従って,次の定理が摂動論的に ｢証明｣された :

gaplabelingtheorem[28日

Ggは区間 【0,1】に含まれる逆格子ベクトルとなる･つまり,GU-叫 0,1]･

実は,上記 ｢証明｣は数学的には正しくない.次の和が発散するからである :

∑ 擁 卜
FC∈,M

(65)

Fcにより指定されるバンドギャップの幅を摂動論的に計算すると2IAKlとなるが,バンド

ギャップの総和が発散することは物理的にはあり得ない.他方,もしも上記の総和が収束

するならば,バンドギャップの総和も収束する.従って,ポテンシャルが十分弱ければ,

バンドギャップの総和も十分小さな値となる.この場合,バンドギャップを除いてもエネ

ルギースペクトルは有限の長さ (数学的には測度)を持つことになる.このようなエネ

ルギースペクトルは絶対連続 (absolutelycohtinuous)と呼ばれる.このことは Harper

model28と呼ばれる1次元準周期系で実現される.この場合と比較すれば,自己相似格子

のエネルギースペクトルが絶対連続とはならないことが理解できる.

臨界状態

臨界状態 (criticalstate)というのは,拡がった状態と指数関数的に減衰する局在状態

の中間的状態で,べき的に減衰する状態である.後の議論のために,波動関数の局在性を

次のように定義する29.

L

X(L)≡ ∑ 14,jl2-L7 (L- ∞)
3--LJ

(更

0ニ
-･局在状態

<7< 1 ･･･臨界状態

HUニ
･･･拡がった状態

(66)

エネル ギースペクトルの局所的自己 相 似性中心となるエネルギー における波動関数 は自

己相 似性をもつ (図 5,6参照).

4.6 可逆的自己相似格子の代表 :Fibonacci格子

可逆的自己相似格子の電子状態については,Kohmotoらの先駆的研究に引き続く研究

によって詳しく調べられている[3].ここでは,その代表であるFibonacci格子の場合に

28ポテンシャルがsinusoidalすなわち,Vj-2Atos(27Tftj+6)と表せる場合 [3]･
29後に,7-0となる臨界状態 (marginalcriticalstate)が存在することを示す.
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sL'le

図5‥図4のH(E)-0の状態に対応する波
動関数

0 500 JOOO J500
.dfビ

2000 2500

図6:図4のH(E)-1/2の状態に対応する
波動関数.きれいな自己相似構造であるこ

とがわかる.

ついて紹介する･Fibopacci格子のtracemapは式 (57)として与えられているから,

(

･7:n+1=yn
yn+1= Zn

zn+1- 2ynzn-xn
(67)

となる.Fibonacci格子の場合,エネルギースペクトル,波動関数およびtracemapは次

のような性質を持つ.

1.tracemapのcycle全体の集合は cnsと一致する.

2.gIsは cr上で密に分布する.また,C'Gは C'Isに含まれる.

3･Qlu]≡(x+yulx,y∈Q)とすれば,S-Q【0,1]lu]となる30･
4.∫(αトspectrum,従って,αmi｡,αmaxは △に依存する.また,不等式 0<αmin<

αmax<1を満たす.

5.前項により,すべての波動関数はべき的減衰を示す.

6.Jlsに属する波動関数は漸近的自己相似性を持つのに対して,それ以外の波動関数は

カオス的である.

7.㌢cycleの固定点における線形解析の際に登場する固有値入maxの値が不変量の値,

従って,△に依存する.

8･同じ線形解析の際に登場する第2固有値 入minは関係式 f入max入minl-1を満たすので,

その絶対値は1より小さい.そのため,tracemapの安定多様体に沿った流れが指数

関数的に固定点に収束する.

上記の性質3が成り立つことはP･A･Ⅰくaluginらが証明した[27]･Q[0,1日71C]に属する数 x
は,Tc-進展開 (付録2次体の数論を参照)を行ったときに,始めの有限ステップを除い

て循環する･図4で(b)の部分はH(E)-圭 -0166lTGとなるエネルギー準位であり,局
30一般的に書き表したが,Fibonacci格子の場合LL'= Tcとなる.
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E

図7‥Fibonacci格子の積分状態密度 H(E)･

各バンドギャップ内では H(E)-const.と
なる.

J(J JOG JOOO

L,n,

図8:バンド幅BとサイズLnの関係

所的自己相似性の中心となっている.またC,gは C,Isに含まれているので,図4の(a)の

部分であるH(E)-0も局所的自己相似性の中心である.

上記の性質4は,tracemapの軌道が乗る曲面が △に依るためである.また,上記の

性質6に関しては図5,6参照.

以上の性質は,Fibonacci格子に限らず可逆的自己相似格子の一般的性質であることが

知られている.これらの性質および前節で議論したことについて,以下ではさらに詳しく

調べてみる.

(1)gaplabelingtheoremについて

gaplabelingtheoremがどのように成り立っているかを,Fibonacci格子の積分状態密度

H(E)について見てみる.図7で水平部分がバンドギャップを表している.1)～4)で指し

示しているステップの高さが集合JulO,l]に属することを具体的に確かめてみる･Fibonacc/i

格子の場合,随伴行列の固有値 Tは黄金比 TG≡(1+ノ言)/2となる.この場合u - Tcと
なり,7TG はunitでもある･また,1+LJ-1+TG-Taもunitになるので,Ju-Zl71G]

が成り立つ･従って,Gq-Qlo,1][7d -(m+ n71Glm ,n∈Z,0≦ n十m 71G≦1)となる･

図7で番号1)～4)によって指し示しているステップの高さは次のように与えられる :

1)-(n,m)- (2,-1)-H(E)-(3- 巧ヽ)/2 -0.381966･･･
2)- (n,m)-(-1,1)-H(E)-(､乃11)/2 -0.618033･･･
3)･･･(n,m)ニト3,2)- H(E)-1β-2 -0.236067･･･

4)･･･(n,m)-(4,-2)- H(E)-3- 巧ヽ -0.763932･･･

(2)エネルギースペクトルの fractal性について
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∫(α)

図 9:Fibonacci格子のJ(αトspectrum

図8は,第n世代の近似格子のLn個のエネルギーバンドのバンド幅BLi),i-1,2,･･･,Ln

をたし合わせた合計

i,L

Bn≡∑BLi)i=1
(69)

とLnの間の関係をプロットしたものである.エネルギースペクトルが fractalであるた

めに,ベキ乗関係 Bn～(Ln)-β(β>0)が成り立つ･

(3)局所次元 αについて

tracemap(67)の場合について,TP(p∈N)の固定点がいくつか求められている【251,【2].
p-1のときは,△-0(周期系)の場合の固定点になっているので考えない.p-2の場

合のrnを求めると:

rl-(a,b,a) ⇔ r2-(b,a,b),

a-I′+√戸 ~二手, b-I′-～/声 二 了.
(70)

ただし,I′-(3+J2~5+f6I)/8とした.固定点におけるヤコビ行列の2つの固有値31は,

A-ax-;[8I,-1･
Åmin-
1
＼川..､.

(8J′-1)2-4], (71)
(72)

31実際には3次元写像であるので,固有値は3個ある.しかし,実質的には曲面上のみ動くために.第3
の固有値は必ず入=1となる.
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となる.A-llmaxlとp-Taを式(63)に代入すると,局所次元 αは,

α= hlf言

lnllmaxl
(73)

と決まる.バンドエッジ全体の集合JGに属するエネルギーEを初期値とするtracemap

は,すべてこの2周期固定点に落ちる.さらにこの2周期に対応する局所次元は,局所

次元のうちの最小値 αminを与えることが知られている.式 (73)は △に依存するから,

αminも△に依存する.特に△-1とするとJ-1/4となり,従ってα-0.485922- と
なる.

次に示すのはtracemapの6周期である:

rl-(0,0,C)* r2-(0,C,0)* r3-(C,0,0)i

r4-(0,0,-C)⇒ r5-(0,-C,0)⇒ r6-(-C,0,0)⇒ ･

ただし,a-Ji77 とした.6周期に対応するヤコビ行列の2つの固有値は次のように

求まる:

1+4(1+I)2+2(1

lnTaα=
lnl入maxl

局所次元 αは,

(76)

と求められる.このαはαmaxを与える.αmaxも△に依存する.特に△-1の場合に

は,α-0.876401･-となる.

Fibonacci格子の場合のJ(αトspectrumは図9のようになる.αminや αmaxがポテン
シャルの強さ △ に依存するから,f(α)-spectrum も △に依存する･Fibonacci格子の

tracemapが不変量I(a･,y,Z)を持ち,しかもこの不変量の値が △に依存するからであ
る.このように,Fibo_nacci格子のエネルギースペクトルのmultifractal性を特徴付ける

∫(αトspectrumは普遍性を示さない【2]･

4.7 非可逆的自己相似格子の代表 :pD格子

PD格子の tracemap

pD格子の生成規則はA→ BB,B→ ABである.この生成規則はカオス理論に由来

する[29].PD格子のtransfel･ma.trixに対する漸化式は次のようになる:

(TTA;nn･+ll;:- TTAjnn,'穿 ; (Tio'-TA, 禿o)-TB,･
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従って,そのtracemapは次のようになる【7日

〈

Jl･n+1-2y3-1
yn+1=Zn

zn+1-2yn(2znyn-xn)-zn

この写像が非保存的であることは,そのヤコピアンの絶対値が1とならないことでわかる.

PD格子は非可逆的自己相似格子であるから,式(50)は不変量とはならない.非可逆的自
己相似格子の場合,一般には不変量を持たないが,pD格子を含むある特殊な系列の場合

に限り,式(50)とは異なった不変量を持つ【30日20日叫.PD格子の不変量は式(48)で与
えられる.なぜなら,この格子に対して関係式 TrlTB(n+1)(Tin'1))-1]=-T,lTA(n)(禿n))-1】
が成り立つからである.この不変量の値を求めるにはn-0の場合について計算すればよ

い.驚くべきことに,その値は1となり,E,VA,VBには一切依らない.この点は,可逆

的自己相似格子のときの不変量(50)の場合と対照的である.この違いが,電子状態に決定
的な違いをもたらすことが後の議論で明らかになる.なお,PD格子とMLDの関係にあ

るCopper-Mean格子もpD格子と類似の不変量を持つが,この不変量の値はE,VA,VB

依存することが知られている[31ト

不変量の存在により,pD格子のtracemapは曲面 J(x,y,I)…2xy-I -1上に制限

された2次元写像となる.この曲面は方程式Z-2xy-1として表せるので,この2次元

写像はxy一平面上の写像となる.具体的には次式で与えられる[30]:

(;nn.+ll==22xynZyIil (78)

この2次元写像が非保存的であることは,そのヤコピアンを計算することにより容易にわ

かる.この写像は2:1の写像であり,その逆写像は2価となる.

2進展開

pD格子の随伴行列の固有値はT,T′ -2,-1(整数)となる.すなわち,自己相似格

子の構造因子S(Q)がBraggpeakだけからなるlimitperiodicsystemに分類される.
pD格子のエネルギースペクトルのギャップの集合はgaplabellingtheoremにより,Gq-

叫0,1]-Zlo,1](2)となる (式(34))･すなわち,積分状態密度のステップの高さは分母が

2のベキとなるような有理数によって指定される.図10で1)～4)で指し示しているス

テップの高さの場合に具体的に示すと次のようになる:

二EH■11川1
月I"l
u
〟

)

1

1.＼J

1

2

34

l一2
5
10

0114リJ一4
図11は図8と同様にバンド幅の合計BnをサイズLn(-2n)に対してプロットしたもので
あるが,サイズLnに関してベキ的に減少するFibonacci格子のとは違い,減少幅がサイ
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図 10‥PD格子のH(E)-0の状態 図 11‥PD格子のH(E)-圭の状態

ズ増加に伴って小さくなっている.また,Fibonacci格子のとは違い,ポテンシャルを変

えても,BnとLnとの関係 (両対数プロット)が単に平行移動するだけに見える.これら

2つの原因は後の議論で明らかにする.

tracemapの軌道の振る舞い

tracemap(78)をTとしたときに,Tの性質はTP(p-1,2,3,-)の固定点の振る舞
いにより支配される.TはパラメタVA,VB,Eのどれも含まないので,これらの固定点

は周期系 (vA-VB-0)の場合の固定点でもある.

周期系 (vA-VB-0)の軌道 波数 ftで指定される周期系のエネルギーE--2cos27TFC

の場合のtracemapの軌道 ((xn(E),yn(E)))は次のようになる (式(62)参照):

.7:n-yn-COS(27rFI,Ln), Ln-2n･ (79)

正弦 (cos)は偶関数であるから,0≦PL≦1/2と仮定することができる.PLは実数値平

面波 (正弦波)の節の数を1サイト当たりに規格化したものである.周期系の積分状態

密度 H(E)が有理化波数 ft-氏(E)と関係式 H(E)-2ft(E)により結ばれることはgap

labellingtheoremのところで注意したが,このことは次のような直接計算によっても示す

ことができる.周期系のエネルギー E--2cos27Tftの場合,状態密度と積分状態密度が

D(E) 7TJす=1戸 (圃≦2), (80)

H(E)- /三D(E,)dE′-壬cos-1(一言) (81)

となるからである･従って,軌道((xn(E),yn(E)))の漸近的振る舞いは積分状態密度H(E)

により決定されることになる.この場合,笹n-yn-COS27TOn,On-2nKとなるから,軌

追((xn,yn))の振る舞いは数列(Onmodl)の振る舞いにより決定される:
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･H(E)∈Zlo,l](2) (2進展開が有限桁で終わるとき) - 軌道((Jl･n,yn))は有限ス
テップの後に固定点 (1,1)に落ちる.

･H(E)∈Qf叫 【2](2進展開が途中から循環する) - ((a･n,yn))は有限ステップ
の後にサイクルに落ちる32.

･一般のrt- 軌道((xn,yn))は カオス的となる.

K∈Q′[2】の場合,それは適当な奇数dを用いて,ft-a/d,a∈Z(2)と表すことがで
きる･このとき,軌道((xn,yn))のサイクルの周期pはpc(2P〒1)…0(mod1)を満た
す最小の自然数として決定される33.このことは,pが2P〒1がdで割り切れる最小の自

然数と言うことと同じである･従って,1-cycleはd-3のときのみ,すなわち,空_≡_三貴
である場合である.2-cycleはd-5のときのみで,3ぺyCleはd-7とd-9の2つの

ケースがある･例えば,♂-9の3-cycleはβの値の3つ組 (1/9,2/9,4/9)で特徴づけ
られる.

ここで注意しなければならないのは,前段で議論したグループ以外にもうひとつトcycle

に落ちるグループがあるということである･このグループはKがZ(2)に属する場合で,

その固定点は(1,1)である.その固定点に向かう初期値を決める電子のエネルギーはバン

ドエッジとなる.

以上,周期系のエネルギーを E - -2cos27TFもとした場合のKの値によって,軌道

((x･n(E),yn,(E)))の漸近的振る舞いが決まることを見てきた･

非周期系 (vA≠VB)への拡張 非周期系 .(vA≠VB) の場合に上記の結果がどのように

変更されるかについて調べる･周期系の場合でカオス的でない場合には,軌道((xn,yn))
は途中で完全なサイクルに落ちる.非周期系の場合,一般にはこのようなことは期待でき

ず,サイクルに落ちるとしてもn→ ∞ の極限においてのみ となる.ここで注意すべき

は,pD格子の tracemapのサイクルは上で分類したもの以外には存在しないことであ

る.なぜなら,pD格子の場合のサイクルは必ず周期系のサイクルとなるからである.い

ずれにせよ,pD格子のtracemapがサイクルに落ちた場合,それは周期系と同じにな

る･従って,サイクルに対応するエネルギーEの局所次元 α-α(E)は1となるはずで

ある･ただし,Eがバンド端の場合には,壁_三j週 となる･PD格子のすべてのサイクル
の局所次元が1となることについては,次節で検証する.

ここで,△≡VAIVB を断熱的にゼロから有限値に変化させた場合を考える.周期系

の各準位は2重縮退している34が,対称中心に関するパリティーで区別すれば,縮退はな

い.PD格子は鏡映対称性を持つので,その対称中心に関するパリティーを考えれば,各

32非保存的な非線形力学系における極限サイクル (limitcycle)のこと.
33FC(2P+1)…0(modl)の場合,On+p--On (mod上)となるが,正弦 (cos)は偶関数であるから,
軌道 ((1･n,yn))の周期はpとなる.
34F6-0とK,-1/2の2つの場合は除く,
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図12:完全周期的波動関数

1000

図 13:marginalcriticalstate

エネルギー準位は連続的に変化する.また,Ftは △≠0となっても1サイト当たりの

節の数としての意味を嘩持し,従って,有効波数と呼ぶことができる.この場合,軌道

((xn(E),yn(E)))の漸近的振る舞いは,積分状態密度H-H(E)により決定されること

になる.しかもその規則は,周期系について上に述べたものと同じになる.

以上のことから,PD格子に対するgaplabellingtheoremは次のように表される:

･Gq≡(H(E)IE∈C,G)-Zlo,1](2)･

また,可逆的自己相似格子の-電子状態の一般的性質としてあげた8個の性質のうち,吹

の性質はpD格子に対してでもそのまま成り立つ :

｡S≡(H(E)lE∈C'Is)- Qto,1][2]･

ここで重要なことは,H∈Gqの場合,対応するエネルギーがギャップを挟んで2個

E+,五二(E+≠EJ 存在することである.PD格子の場合にはP(.77n,yn,Zn)-2ynとな

るが,この格子特有の性質からyn(E)-0を満たすエネルギーはすべてE∈0-Gを満た

している.そのため,pD格子では2個のエネルギー E+,石工の一方は α(E)-1/2に

対応する拡がった状態となる.この広がった状態は完全周期的波動関数 (図12)である

[23]･驚くべきことに,もう一方はα(E)-0に対応するmarginalcriticalstateであ

ることが判明した.ここで,marginalcriticalstateとは,図13に示したように,振幅が

stretchedexponentialで減少する,極めて局在状態に近い臨界状態である[32日33トこの

ことは,参考文献[32]と同様な実空間くりこみ群の手法により解析的に証明することが

できる.marginalcriticalstateのエネルギー固有値はエネルギースペクトルの局所的自己

相似性の中心とはならず,特異なscalingを示す.この状態についてのこれ以上の詳しい

解析は,本稿では割愛させていただく.なお,marginalcriticalstateは3元保存系の場合

の-電子状態の研究によって発見された[32].

この問題を除けば,可逆的自己相似格子の-電子状態の一般的性質の第2項目
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図 14‥PD格子の tracemapの固定点 図 15:PD 格子の tracemapの固定点

(一巨 圭)への近づきかた1 (-行 書)への近づきかた2

･glsはJ上で密に分布し,また,C'GはC'Isに含まれる.

も成り立つ.また,αmin-0,αmax-1となるから,可逆的自己相似格子の-電子状態

の一般的性質の第4項目,｢すべての波動関数はべき的減衰を示す.｣は成り立たない.

4.8 PD格子の tracemapの解析

PD格子のすべてのサイクルに対してα-1となることを以下で検証する.この場合,

･-2となるので,トcycleは有理化波数I'が吉Zlo,l][2】に属する場合と,pc∈zlo,1】(2)(2

進展開が有限桁で表されるとき)の2通り存在する･a-圭の場合,cos(27TKX2n)-一書

となるから,前者の国定点は(x･,y)-(一重,一書)となる･他方,It∈Zlo,1](2)ならば,,,卜を

十分大きくとれば ICX2nは整数となるから,tracemapの対応する固定点は(1,1)とな

る･これら2つの点が実際にPD格子のtracemap(78)の固定点であることは容易に確

かめることができる.tracemapのこれら2つの固定点近傍における繰形解析から対応す

るエネルギースペクトルの局所次元 αを求めると,それぞれ,1および圭となり,一般
的議論の結果と完全に一致する.

ここで,tracemapの固定点 (一書,一書)への近づき方を調べる･固定点におけるヤコビ

行列の固有値はスエー2,1_tなり,l入minl<1の条件を満たさない.従って,可逆的自己相
似格子のときのように固定点へ指数関数的には近づかない.A-1がmarginalな固有値で

あるため,線形近似の範囲ではこの固定点に近づくのか否かは結論を出せない.固定点へ

の近づきかたを調べるために,座標原点を固定点に移すような線形変換 (I--圭一E+叩,

y-一書- 仁 2り)を行うと次の写像が得られる:

(inn+.ll==i_n2Ingl擢 );n2:) (82)

この写像の固定点(i,r7)-(0,0)への近づきかたは,図14により固定点付近では2次関

数的 (77n竺CE£)であることがわかる.従ってこの関係式を仮定し,式(82)に代入し,E
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図 16‥PD格子のエネルギースペクトル.H(E)-1/3の場合,エネルギースペクトルは
1階拡大するごとに反転する.しかし図は,すべて向きをそろえて描いた.反転する理由

はヤコビ行列の固有値の人maxが負であるためである.

の最低次のみを考えるとC-2/9と求まる･,I/n空きE3が固定点付近では妥当であること
は,比77n/E3が n と共に2/9に近づくことからわかる (図15).しかも,この近づきか

たは関数 1/nとして表される.この関係から,原点を移動したxn+1/2とyn+1/2も
1/nで(0,0)に近づくことが分かる (図15).このように,α-1に対応する固定点への

収束の仕方は,指数関数的に収束する可逆的自己相似格子の場合とはまったく違い,極め

て遅いことがわかった.このことが電子状態にどのような影響があるのかを次に考える.

4.9 特異な電子状態

エネルギースペクトル

図16の1段目はPD格子のエネルギースペクトルである.2段目以降は,基底状態

H(E)-0(左)とH(E)- 吉(右)の状態を中心に拡大していったものを表す･基底状態 .

H(E)-0の部分は,本稿ではその議論を割愛した鑑三』であるエネルギースペクトルに

相当し,対応する波動関数は図13に示したmarginalcriticalstateである.スペクトルを

拡大していくに従ってギャップの幅が広がっていき,スペクトルは次第にやせ細っていく.

一方,H(E)-吉の場所はα-1の局所対称中心に相当している･一見自己相似構造があ
るように見えるが,エネルギーギャップの幅が次第に狭くなっていくことがわかる.拡大

を繰り返してゆけばスペクトルは連続スペクトルに収束するであろう.これが,図10の

BnとLnとの関係 (両対数プロット)の減少傾向が次第に小さくなることの理由である.

対応する波動関数は次に示す.

以上により,PD格子のJ(αトspectrumの場合,可逆的自己相似格子のそれとは異な
り,αがOから1まで分布することが明らかになった.図17にPD格子のJ(αトspectrum

を示す.図の6-11は第6-11世代の近似格子に対する数値計算の結果であり,実線は
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図 17:∫(α)-spectrum

無限系での振る舞いを予想した曲線である.PD格子のtracemapがポテンシャルに依ら

ないためにf(α)っpectrumは普遍的 (universal)である.

波動関数

H(E)がS-Qto,l][2】に属するようなエネルギーEを初期点とする tracemapは
n→∞ の極限でサイクルに収束する.しかもその固定点は周期的な場合のそれと同じで

あるために,エネルギースペクトルの局所次元 αは必ず1となる.周期系と同じ固定点

に収束するのであれば,対応する波動関数も周期系の場合と同じ広がった状態ではない

かと考えられるであろう.果たして,今までに知られている臨界状態なのか,それとも広

がった状態なのか非常に興味がある.

PD格子のpL∈Qio,1][21となるエネルギーに対応する波動関数は図18のようになる･拡

がった状態と臨界状態の違いは,式(66)で定義される7の値によって調べられる.この

状態は,臨界状態よりもゆっくり減衰するX(L)/L～(logL)~6のような振る舞いをする

ことが予想されるが,数値的には確かめられていない.可逆的自己相似格子の場合,臨界

状態に対応する固定点へのtracemapの収束は指数関数的であるのだが,非可逆的自己

相似格子の場合のそれは非常に遅く (-1/㍑),有限系での数値計算で確かめることが難

しいことが原因であると考えられる.

いずれにせよ,固定点付近での振る舞いが今まで知られている臨界状態とは異なってい

るために,新しい臨界状態である可能性がある.
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4.10 Pisot非可逆的自己相似格子の電子状態

これまでの議論から明らかなように,可逆的自己相似格子のtracemapがuniversality

を持たないのは,それが不変量I(x,y,I)を持ち,しかもその不変量の値が△に依存する

からである.他方,pD格子は別の不変量J(I,y,I)を持つが,この不変量J(I,y,I)は,
たまたまEや△には依らない.PD格子のtracemapの性質がuniversalとなったのは

そのためである.これに対して,PD格子と同種の不変量を持つ Copper-Mean格子の場

令,その不変量の値がE と△に依存している35.この場合,可逆的自己相似格子の場合

と同様 tracemapのuniversalityは破れる.

ところで,一般のPisot非可逆的自己相似格子のtracemapは,非保存的でかつ不変量

を持たない.従って,tracemapにより生成される軌道の初期条件がEと△に依存する

のにも拘わらず,写像を繰り返すたびにその情報の多くが失われ,universalなattractor

に吸収されることになる.このattractorこそ図3に示された曲面に他ならない.このこ

とは式(60)の後の議論からも理解することができる.従って,一般の Pisot非可逆的自

己相似格子のtracemapもuniversalである.また,式(60)の後で述べたように,周期系

(△-o)tracemapの軌道はこのattractor上に制限される.ここで注意すべきは,写像

の非保存性に起因する情報消失は全面的ではないことである.極限サイクル (limitcycle)

に落ちる場合があるからである.明らかに,周期系のtracemapの軌道のサイクルは非

周期系 (△≠o)のtracemapの軌道のサイクルでもある.このように,一般のPisot非

可逆的自己相似格子のtracemapはPD格子のtracemapといくつかの点で共通性を持

つ.そのため,サイクルに対応するエネルギースペクトルの局所次元 αは1となる.以

上により,PD格子で発見された事実は,わずかに修正するだけで一般の Pisot非可逆

的自己相似格子にも適用ができることが分かる[34].特に,Pisot非可逆的自己相似格子

のJ(αトspectrumはuniversalでαの分布は区間【0,1】全体に拡がっている･αmin-0,
αmax-1となることは,∫(α)-spectrumがuniversalであること整合的である.なぜなら,
universalな場合,αmi｡やαmaxの値が半端になる理由が考えられないからである.

2つの非可逆的自己相似格子が互いに強い意味でMLD関係にある場合,対応する2つ

の tracemapが定義する2種の非線形力学系は同値になるから,_エネルギースペクトル

のJ(αトspectrumが両者で共通になることが期待される.これを確認することは,今後
に残された重要な課題の一つと言える.

5 まとめ

生成規則によって作られる格子,すなわち,自己相似格子の分類から議論した.分類基

準としては次のようなものを採り上げた:

35pisot非可逆的自己相似格子の中で,pD格子や copr'er-Mean格子のように不変量を持つ格子は全体

の内でごく少数である[30日20日11ト
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1.生成規則は可逆的か.

2.自己相似格子は対称か.

3.生成規則の随伴行列の固有値はPisot性を持つか.

これらの分類基準は,分類の詳しさに関して順序づけることはできないが,互いに全く独

立でもない.第1の基準を満たす格子,すなわち可逆的自己相似格子は,残りの2つの基

準も満たし,自己相似格子の選良と言える.当然,自己相似格子全体の中では圧倒的少

数派である.この格子は準周期的であり,1次元準結晶と言える.この格子については,

構造的にもその電子状態についても,従来の研究により研究し尽くされていると言ってよ

い.構造的には,随伴行列〟 がunimodularで,この性質を持つ各随伴行列に対して1

種類存在する.また,随伴行列の ｢因数分解｣によりMLD分類が可能である.

非可逆的自己相似格子は分類基準2,3によりさらに細かく分類できるが,この2つの

分類基準は互いに独立である.第3の基準を満たす格子,すなわちpisot自己相似格子は,

他の自己相似格子よりも構造的一様性が強い.そのため,pisot自己相似格子の構造因子

S(Q)はBraggpeakだけから成る.自己相似格子が対称か否かは関連するtracemapが
半不変量 (または不変量)を持つか否かと直結している.他方,自己相似格子が可逆的か

否かは関連するtracemapが可逆的か否かと直結しているのみならず,保存的か否かと

も直結している.本稿では対称自己相似格子に絞って議論した.

可逆的自己相似格子のtracemapは不変量I(x,y,I)を持ち,しかもこの不変量の値は

ポテンシャルの強さ△に依存する.そのために,エネルギースペクトルの multifractal

性を特徴付けるJ(αトspectrumは普遍性を示さない.統計力学における相転移の臨界的
性質の分類と比較した場合,このような結果はコスターリッツ･サウレス転移と類似の状

況と言える【2]･

非可逆的なpisot自己相似格子の格子のtracemapは非保存的である.また,一部の例

外を除いて不変量を持たない･そのために,∫(αトspectrumは普遍性を持つ.相転移の臨
界的性質の分類と比較した場合,この結果は通常の相転移に対応する.他方,tracemap

のattractorは不変曲面I(I,y,I)-0と一致する.周期系 (△-o)のtracemapの軌道

はこの不変曲面上に制限されている.その結果,pisot自己相似格子のtracemapのサイ

クル (周期点)は周期系のそれと一致する.

自己相似格子全体の中における可逆的自己相似格子およびpisot対称自己相似格子の位

置づけは図19に示したとおりである.これらの自己相似格子は,量的には自己相似格子

全体の極一部を占めているのに過ぎない.Pisot対称自己相似格子の電子状態の性質に普

遍性があることの発見は大きな成果と言えるが,その電子状態についてはいくつかの未解

明の問題が残されている.他方,非対称自己相似格子や非 pisot自己相似格子の電子状態

の性質については全く手つかずと言っても過言ではない.さらに,本稿でとりあげた2元

自己相似格子は自己相似格子全体から見ると優等生的で,3元以上の自己相似格子はその

分類も電子状態の研究も極めて困難である[35].自己相似格子の電子状態の全貌が明らか
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対

自己相似格子

図 19:様々な種類の自己相似格子の間の相互関係

になるのはまだ遠い先のことに思われる.

本論文では強結合近似を仮定したが,1次元 Schr6dinger方程式に対してもtransfer

matrixが使用できるので,本論文の結果は,人工超格子中の電子状態に対しても適用で

きる.さらに,層状物質中の超蓄波,電磁波 (光),スピン波の伝搬に対しても基本的に

は適用できる[36ト例えば,marginalcriticalstateは局在状態に極めて近い臨界状態であ

るが,この状態をチャンネルとした場合,光の速度が極端に低下することが予想できる.
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A 2次体の数論

いくつかの記号と定義

整数全体の集合をZで表し,有理数全体の集合をQで表す.以下の議論に登場する2次

の無理数7-,LJは本文で定義されたものを用いる.2次無理数の集合QlT]≡tx十yTIx,y∈
Q)36は四則 (加算,減算,積,商)で閉じており,体 (field,K6rper)と呼ばれる･2次

体 Q回 の部分集合 zlT]≡(x+yTlx,y∈Z)は1とTを生成元とする加群 (Z一module)

であり,加算,減算,積で閉じている.そこで,ZH の要素を整数と呼ぶことにする･整

数 7に対して,その逆数 1h も整数ならば,7はunitと呼ばれる･7-がunitとなるた

めの必要十分条件は,随伴行列M がunimodularであること (従って,lTT′1-1となる

こと)である.例えば,式(29)の後のリスト中の8個の無理数のうち黄金比を含む4個

は unitである.第2の2次無理数 LJを用いて加群zlu]≡(x+yLJLx,y∈Z)を定義す

る.特に,TがunitならばT~1zlLJ]-ZlLJ]が成り立つ37. 2種の加群 zlLJ],ZlT]の生成

元 (基底)は2個であるが,最後に,無限個の生成元を持つ加群を次式により定義する:

Z(u) … zlu]uT11zlLJ]uT-2zlLJ]∪-

-(uo･チ+讐十- (有限項で切れる)lvJ･∈Zlu])･ (83)

Fibonacci格子やSilver-Mean格子など多くの自己相似格子の場合にb-1となるが,こ

の場合,zlu]-zlT]およびZ(LJ)-Z(T)が成り立つ･

β一進展開

実数の10-進展開や2-進展開については良く知られているが,それはより一般化するこ

とができる.βを1より大きな整数もしくは無理数とする.半開単位区間7-[0,1)から

その中への写像を

x∈I -x′-Px｣βx]∈I (84)

により定義することができる.ただし,回はガウス記号である.初期値を ∬ … ㌦ )とし

てこの写像を繰り返すと軌道 (∬(m))が生成される:

x(n+1)-px(n)-lpx(n)]. (85)

つまり,小数部分にβを掛けて,整数部分を抜きとる操作を行っている.数列 (I(n))の

各メンバーに対して,dn≡睡 (n)]により整数を定義する･(dn)は整数の数列となり,か

36亭己号 (数l条件)は今後しばしば使用されるが,指定された条件を満たす数全体から成る集合を意味す
る.

37T~12回 はZ回 に属する数の各々を丁で割ったもの全体から成る集合を表す･
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つ0≦dn<βを満たしている.この整数列を用いると,a･は

x-nfl宗一o･dld2- lβ (86)

のように展開することができる.このような展開は,γが1より小さい場合に限ったもの

ではない.xが1より大きい場合,不等式 βk<xを満たす最大の整数 kが決まるが,そ

の場合,β~転 が上記のように展開することができる.従って,

a･-n萎診 -d-kd-k･1･-do･dld2･･･lβ (87)

となる.正実数 ∬ のこのような表示を∬ のβ-進展開と呼ぶ.

β-進展開に登場する写像は最も簡単な非線形力学系を定義する.β-進展開には次の3
個のケースがある:

1)有限ステップで切れる.

2)有限ステップでサイクルに落ちる (∬が循環小数となる).

3)残りのケース.

第3のケースはカオスと考えて良い (例外がないわけではないが).

ここで注意すべきは,βが無理数の場合,条件o≦dn<βを満たす整数列 (dn)から

式(86)によって数∬を定義しても,それが単位区間Jに属することは保証されていない

ことである.すなわち,β一進展開に現れる整数列が全くランダムになることはない.例え

ば,βが黄金比 71Gの場合には,di-0または1となるが,diXdi+1-0となる必要があ

る (1は連続しない).黄金比は関係式 Ta-1+71Cを満たすので,もし,di-di+i-1

ならば,舌+杏 -泰 と繰り上がってしまうためである･
特に,βが2次無理数でPisot数となる場合が重要である.この場合,実数 ∬のβ-進
展開が有限ステップで切れるための必要十分条件は, ∬ が次の集合に属することである:

Z(P) = ZlP]UP-1zlp]Up.2zlp]U･･･lp

- (uo･芳雄 +-･ (有 限項で切れる_,･uj∈ZlP])･ (88)

Z(β)は如法,減法,積の演算で閉じており,数学的には拡張された整数の集合となる･他
方,実数∬のβ一進展開が循環小数となるための必要条件は,Jl･がQlP]≡(LL･+yβlLL･,y∈
Q)に属することである.Z(β)はQ[βJの部分集合だから,前者に属する数は除外しなけ
ればならない.従って,循環小数となる数全体から成る集合をQ′[β】と表せば,Q′[β]-

Q【βトZ(β)となる.
例えばxが周期 pの純循環小数となる場合,

0･dld2･･･dpdld2･･･lp 0.dld2･
1

1-β-p
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図20:Cantorset
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図21:CantorsetのJ(αトSpectrum

PP-1dl+PP12d2+･･･+dp

Pp- 1
(91)

と表すことができる･従って,nl･は確かにQlP]に属する･周期 pはLL･(βP-1)∈Z(β)
を満たす最小の整数として決まる･なお,黄金比 TGによるβ-進展開の場合には圭は3
周期の純循環小数に展開される･具体的には,圭-0･丁66lTGとなる･このことは黄金比が
満たす関係式増-1+27lcを用いて示すことができる.
以上の議論は,βが整数の場合にも基本的には成り立つ.この場合,Z(β)は整数およ

び分母がβのあるベキの約数となるような有理数全体からなる.また,Q′lP]はそれ以外

の有理数全体からなる.なお,βが整数の場合 QlP]-Qとなるので,Q′lP]- Q-Z(β)

となる.特に,β-2の場合,Q′lP]は分母が奇数因子を含むような有理数全体からなる.

B multifractal構造

multifractal構造をもつ集合の代表として,図20のようなCantorsetを考える.この

集合はJl+72<1としたとき,1の長さの線分からそれに含まれる部分をくり抜いて,Jl
とl2の部分だけを残す場合を考える.これをn回繰り返して得られる集合を,第n世代

の Cantorsetと呼ぶことにする.この集合は場所によって線分の長さが違っている.さ

らに第n世代の Cantorset各区間 Ii(i-1,2,･･･Nn,Nn-2n)に適当な規則により確

率pi付与する.定義により,∑iPi-1となる.極限として得られるこのような集合を特

徴付けるために,局所次元 αとJ(α)という量を導入する.この解析方法は,1987年に
T･C.Halseyらによって考案され[37],∫(α)-spectrumの方法として知られている･さ

らにM.Kohmotoによって,上記の量を熱力学関数と対応をつけて定式化された[38ト こ

こでは,集合全体の特徴を定量的に表す一般化次元Dqと,局所的な集合の特徴を表す局

所次元(singularity)αがJ(α)という量で関係付けられることを簡単に示す･
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始めに, ll- l｡- - lNn≡ l(n)である場合の一般化次元Dqを次のように定義する

1 logxn(q) ー′～､ 学
, xn(q)-∑ pf･

tL=ln--q-1logl(n)
Dq≡ JifP

Dqはqの値によって,いろいろな種類の次元を包括している:

D0--nl曳 慧蒜 , Dl-nli-uDq-nl忠 志 (賀 pilogpi)

D2-nli-N嘉 (

〃m

log∑pt?
i=1

(92)

(93)

容量次元Do,情報次元Dl,相関次元D2,- と,Dqはよく知られた次元をqという量

で統一的に表すことができる.

しかし(92)式では図20のような線分の長さが場所によって異なった集合には,このま

までは適用ができない.そこでこれを拡張するために次の量を導入する:
Nn

Inn(q,β)-∑ptgltP･
E!-il

(94)

qを決めて両辺,rL→∞の極限をとったときに,右辺はβがある値以下ではゼロに収束す

るが,その値を超えると発散する.その境界におけるβの値をβ(q)と記し,拡張一般化

次元 bqを関係式 β(q)-(1-q)bqにより定義する･一般にbq< Dqを満たしている･
また,幾何学的な構造のみに着目する場合にはpi-1/Nn(一定)とすればよい.詳しい

計算は参考文献【37日381にあるので,本稿では結果だけを記すことにする･

局所次元αという量を確率測度piに対して定義する:

pi≡l㌢. (95)

また,multifractal解析でもっとも大事な関数にJ(α)という関数がある･この量はある集
合のうち局所次元がαである部分集合の容量次元を表している.αとqの関係は

α=
alnr(q,P)

aq

alnIl(q,P)

∂β ]~1 (96)

で与えられる.ただし,右辺を計算した後で,β-β(q)とおくものとする･さらに,I(α)

は拡張一般化次元Dqとは次の関係式により結ばれる:

b q-Ttlf(a)-aq]･ (97)

αとf(α)はqの関数として,自己相似構造をもつ集合 (1次元)の各線分Ii(i-1,2,-)

が与えられたときに,qの値に対してそれぞれ定量的に求められる.逆に,αとf(α)に

対して,対応するDqが決まる･図20の Cantorsetで,l1-去,l2-圭として計算した

結果が図21である.f(α)はq-0で最大値.i(α)-boをとり,q- ∞のときに αmin

でf(a)-0,(1→ -∞のときにαmaxでf(α)-0である上に凸の関数とな畠.図20の
cantorsetでは,局所的に連続的である (α-1)部分からα-0.5で表される部分まで,

図21のように分布していることを表している.
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