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1 はじめに

流れが織りなす渦巻き模様の芯の部分には流体が激しく自転運動する領域があり,こ

の領域をさして渦という･街域内の点x,時刻 tにおける流体の速度をu(x,i)としよう.
流体要素の自転は,大きさが自転角速度の 2倍で自転軸方向を向く渦度 (vorticity)と

よばれるベクトルW-∇×uによって特徴づけられる･粘性 (-内部摩擦)が無視でき
る状況では,流体粒子によってつくられる曲面を貫く渦度の総量は時間的に一定不変であ

る･このことは,｢流体粒子によってつくられる閉曲線に沿う流速の線積分 (-循環)が時

間的に一定不変である｣ というKelvinの循環定理 としてよく知られている.渦度が集

中した管状領域を渦管という.Kelvinの循環定理より,｢渦管は流体とともに動きかつ強

さ (-循環)は一定不変である｣ことが帰結する･

60年代に入って,非粘性流体の運動の積分としてヘリシティが発見された.速度と渦

度の内積の全領域 Dでの体積積分 IDu･∇×udVで与えられる量である･断面積無限
小の渦管 (-渦糸)の集まり以外には渦度をもたない状況では,渦糸の結び目や絡み目が

解けないことを暗示する [1]･すなわち,渦糸もっと一般に渦線のトポロジーは保たれる.
渦線とは,接線の方向が渦度ベクトルの方向と一致する曲線のことである.しかし,この

事実は,それより遥か以前の 19世紀後半に,Kelvinや Taitのよく知るところであった.

Kelvinは元素の違いを(エーテルの)渦糸の結び目の違いで表そうとする試みに熱中した.

19世紀半ば頃から原子の実在が徐々に確信されるようになり,モデル建設べの機運が高

まっていった.が,量子力学誕生以前の当時に知られていた不変的なものとしては,渦糸

の循環や結び目･絡み目ぐらいしかなかった.Kelvinの渦原子理論そして Maxwellにも

刺激されて,Taitは比較的完全な結び目･絡み目型のリストまで作ってしまった [2].

では,だれが最初に渦線のトポロジーが保たれることに気づいたのだろうか? 起源

をたどると,渦運動をターゲットにした恐らく史上最初の論文 【3]にまでさかのぼる.

Helmholtzが示した ｢渦線は流体に凍りついている (frozenintotheJhid)｣という事
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実から,TaitとKelvinがそのことを喚ぎとって,大いなる興奮を覚えたに違いない.こ

の話をHelmholtzのアイデアから始めようと思う.

循環とヘリシティは,他の保存量,エネルギー,運動量 (インパルス)や角運動量 (イ

ンパルスのモーメント)とは質を異にする･非粘性の流体の速度場はEuler方程式にした

がう.これはNewtonの運動法則から導かれるもので,運動量保存則の微分形といっても

よい.循環とヘリシティの保存のためには,速度場が必ずしもEuler方程式にしたがう必

要はない.任意の流体運動でよいのである.ただし若干の説明を要する.速度場と渦度場

を切り離して,渦度場は速度場の回転とは別物であるとして扱うのである.渦度場が凍結

場であることをあらわす方程式から出発すると,渦度場のベクトル･ポテンシャルに対す

るEuler-Poincar6方程式とよばれる偏微分方程式にたどり着く.これは Euler方程式

の拡張で,循環とヘリシティの保存を保証する最も一般的な枠組みを提供する.ここでの

ヘリシティとは,渦度とそのベクトル ･ポテンシャルの内積の積分のことである.ヘリシ

ティの発見は時代的には後になるが,本稿では循環とヘリシティをエネルギーや運動量 ･

角運動量より上位におくことを試みる.

§2では,循環とヘリシティの保存を中心に据えて,Helmi101tzの法則からEuler-Poincar6

方程式にいたる道筋やそこから帰結される事柄について述べる(第 1回目).§3では,Euleト

Poincar6方程式を産み出す変分原理を紹介する (第 2回目)･第 3回 (§4)では流れの安

定性への応用の試みについて触れる.変分原理から出発すると,循環やヘリシティの保存

が自動的に保証されるという利点があるし,何より操作性に優れている.
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2 渦のキネマティックス

｢キネマティックス (kinematics)｣は運動学と訳されるが,速度場 u が Newtonの運

動法則に必ずしもしたがっていない場合でも成り立つような側面をさしていう.これに対

比させて用いられる用語は ｢ダイナミックス｣である1.

2.1 Helmholtzの法則

質量保存則も速度場の具体形によらずに成立するので,キネマティックスの範暗に属す

る.表記法の導入も兼ねて,渦度場に対するHelmi101tzの法則の説明の前に,密度場に

対する連続の式の導出をスケッチしよう.

流体によって満たされている領域 D とし,その境界 ∂Dは滑らかであると仮定する.

時刻L-0において点 x から出発する流体粒子の軌道をx(i)-pt(x),あるいは計算

の便宜上 x(i)-p(X,i)とかこう･ながれ pl･.D-Dは微分同相写像であると仮定す

る.流体粒子の定義と,軌道速度一流速場u(a,i)の関係

芸や(x,i)-u(p(x,i),i) (2･1)

とは密接不可分である.境界∂D上の流体粒子はつねに境界上を運動するという境界条件

u(a,i)･n(x)-0 forx∈∂D (2.2)

が要求される.ここで,n(x)は境界での外向き単位法線ベクトルである.
時刻 t-Oにおいて領域 Vo∈Dを占めていた流体粒子たちが,時刻 tにおいて領域
vtまで運ばれたとしよう.同じ流体粒子たちによって構成されるので,V.と Vtを占め

る流体の質量は変わらないはずである･流体の密度場をp(x,i)(>o)とかくと,この質量
保存則は

/vtp(x,i)dV- /V.p(X,0)dVx (2･3)

と表される･右辺では,とくに X (Lagrangeラベル)による積分であることを強調す

るために,積分記号をdVx とかいた2･左辺において変数変換を行い,(2.3)が任意の領

域 V.について成り立つことに注意すると,

p(p(X,i),i)J(X,i)-p(X,0) (2.4)

が得られる.ここで,J(X,i):-∂(I,y,I)/∂(X,Y,Z)は変換x-p(X,i)のヤコピー行
列式である.よく知られた恒等式

孟J(X,i)-J(X,i)V･u (2.5)

1｢ダイナミックス｣にはもともと ｢力｣という意味合いがあった.

2流体粒子個々の運動を調べる方法をLagrange的記述という.各流体粒子はt-0における位置 X で
識別できるので,これをLagrangeラベルとよぶ (§3.1参照).
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を用いると,(2.4)から連続の式

霊 +∇･(pu)-0

が導ける･Lagrange微分 D/Dt:-∂/∂tlx+u･∇を用いると,(2.6)は

芸 +p∇･u-0

ともかける･一連の導出手続きについては文献 [4】を参照されたい･

(2.6)

(2.7)

Newtonの運動法則すなわち運動量保存則から,速度場 uに対するNavier-Stokes方程

式が導かれる.以下ではつねに次を仮定する.

仮定 1 流体は ●非粘性で ●バロトロビー的である.●外力は保存力である.

バロトロビー的とは,密度 pが圧力pだけに依存するということで,P:-Idp/p(p)と
おくと,単位質量当たりの流体が受ける圧力勾配による力は-(∇p)/p--∇Pというポ
テンシャル形に還元される.このとき,NavieトStokes方程式は次の形のEuler方程式に

帰着する:
au
粛 +(u･V)u--V(P+@). (2.8)

ここで,◎-◎(x,i)は単位質量当たりの流体に働く外力 (体積力)のポテンシャル関数
である.

渦度場LLJ(x,i)をW:-∇×uとおく.定義より,

V･LLJ=0 (2.9)

である.一般に発散 (divergence)diy-∇･のないベクトル場をソレノイダル ･ベクトル
場という･方程式 (2.8)に回転 rot-∇×を作用させると,LL)の発展方程式

坐 =∇×(uxw)∂t

が得られ,さらに連続の式 (2.6)と組み合わせることで,

;(;)-(;･V)u
の形に導かれる･方程式 (2.10)または (2.ll)を渦度方程式とよぶ.

さて,流体粒子からなる無限小線要素は da:と同一視できるだろう.すなわち,

dx-完 dXA- (dX ･孟 )p(x7t,

(2･10)

(2 .l l )

(2.12)

と表される.大文字の添字 Aは Lagrangeラベル X に対して用いる.また,同一項に同

じ添字 Aが 2度あらわれるときには,Aについて 1から3まで和をとるものと約束す
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る･この式をtについて微分し,右辺において変数変換X - xを行い,∂/∂Fx -D/Dt
であることに注意すると,

芸dx(i)-(dx(i)･∇)u (2･13)

を得る.

Helmholtzl3]は (2.ll)と (2.13)が酷似していることに着目した･式 (2.13)を定数倍

(定数を Cとする)したものを (2.ll)から引けば,

芸(冒-cdx)-(冒-cdx)･∇u (2･14)

となることからわかるように,初期 t-Oにおいて LJ/p-Cdxであるすると,この関係
はいつまでも保たれる.方向が渦度ベクトルの方向と一致する曲線を渦線という.渦線の

各切片が流体線要素のように振舞うことがわかった.

Helmholt2;の定理 粘性のないバロトロビー流体において,体積力が保存力であるなら

ば,各渦線はつねに同じ流体粒子群から構成され,流体とともに運動する.すなわ

ち渦線は流れに凍結している (frozenintothejhid).

非粘性のときに限って,異なる時刻の渦線たちを対応づけることが許され,渦線の運動を

論ずることが可能になる点に留意しておく必要がある.また,Helmholtzは,流体線要素

の発展とのアナロジーから,｢渦線が伸ばされると,渦度 (正確にはLJ/p)が強くなる｣こ

とも指摘している.この対応を利用すれば,(2.ll)の積分が

LJ(p(X,i),i)
p(p(X,i),i)

W(X,0)
p(X,0) -i

p(X,i) (2.15)

となることも (2.12)より直ちにわかる･これを Cauchy積分という･

見方を換えると,Helmholtzの定理は,(2.ll)において Wと u が無関係であるとして

ち,任意のベクトル場 u に対して成立する.ただし,渦度 LL)は ソレノイダル ･ベクトル

場 (2.9)であるとする･この場合でも,(2･11)の積分は (2.15)である･定義 (2.1)から,

ptは u によって生成される微分同相写像である･さらに,質量保存則 (2･4)もながれ写

像 ptの詳細によらずに成立する.ここで,あらためて,凍結場を定義しておこう.

定義 D上で定義されたスカラー場 p(x,i)とソレノイダルなベクトル場 LA)(x,i)が,D

の任意の自己微分同相写像 ptに対して,(2.4)と (2.15)をみたすとき,これらを

凍結場 (frozen-inJield)とよぶ･

式 (2.4)と (2.15)のいずれにおいても,写像 pt-p(,i)の時間 i依存性は落としても
よいことに気づかれたい.

自己微分同相写像 pt:D- Dは,Dに含まれる流体粒子たちの並べ替え行っている

と解釈できる.その際,方向 (右手系)を保つ･渦線は流体粒子からなる曲線と同一の振
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る舞いをするので,i-0での渦線 C(0)は,時刻 tにおいて,C(i)-pt(C(0))にうつ

る.渦線自身の上にも渦度ベクトルの方向を正とする自然な向きが入り,ptはこの向き

も保つ.これは結び目の同型についての定義

定義 結び目K を他の結び目K′に移すような IR3の自己同相写像 hがあるとき,Kは

K′に同値であるという.さらに,hおよび制限 hlK:K- K′が向きを保存して
いるならば,それらは同型であるといい,K=～K'と表される.

および絡み目の同型に対する定義とほぼ同じ内容である (例えば,文献 [5,6]参照).互

いに同型な絡み目(結び目)は同じ絡み目型 (結び目型)に属するという.Helmholtzの法

則はとりもなおさず,

系 渦線の絡み目型 ･結び目型は時間的に不変である3.

ことを意味しているのである.

渦線のトポロジーが保たれるという著しい性質は渦度場が凍結場であるという性質の

みに由来するのであって,本来の定義 LJ=∇×uおよびそこから導かれる u に対する

Euler方程式とは無線である.流体力学においては,渦が流れに及ぼす影響の解明は重要

課題の一つであるが,本稿ではこれを棚上げにして,もっぱら,流れに受動的に翻弄され

るだけの凍結場としての渦度場がもつ性質を追求していこう.

2.2 Kelvimの循環定理

流れ ptによって変形を受ける無限小流体要素の体積 dV(i)の時間変化率 DdV/Dt-

(∇･u)dVと (2.13)とを組み合わせると,無限小流体面要素の面積ベクトル dS -ndA
の時間変化率が

芸 dS i -(∇･u)dSi- d堵 (2･16)

と導ける [7]･ここで,nは勝手に選んだ単位法線ベクトルである･これを用いると,疏

体粒子からなる任意の向きづけられた曲面 S(申 こ対して,

u s(i,W･dS - /S(i,[筈-∇×(uxw,]･dS (2･17)

となって,(2,10)より直ちに次の定理が示せる･

定理 流体粒子からなる任意の向きづけられた曲面 S(i)を貫く渦度の総量は一定不変で
ある.

/S(i)
LJ(x,i)･dS-

ここで,S(i)-pt(S(0))をみたす.

LJ(X,0)･dSx (2.18)

3現在の時刻をtとして,写像の族 毎,lT∈[0,畑 や｡-id)はD内での同位変形 (ambientisotopy)
を与える･このとき,C(i)は C(0)に全同位である (ambientisotopic)という･
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この定理は Cauchy積分と等価である･式 (2.18)は (2.15)の積分形に他ならない4･

ここで領域 Dが単連結であるとしよう.渦度場に対して,境界条件

LJ･n=OonaD (2,19)

を課すと,滑らかなソレノイダル ･ベクトル場U(x,i)に対するベクトル ･ポテンシャル

V(x,i)が領域 D全体で定義できる･

LLl=Vxv.

しかし,これは一意的には決められない.

V′(x,i)-V(x,i)+∇A(x,i)･

(2.20)

(2.21)

も同じ渦度場を与える.ゲージ変換である.流体粒子からなる閉曲線 C(i)に沿ってのベ

クトル ･ポテンシャル V(x,i)の循環 Il(C(i))を次式によって定義する･

I'(C(i)):-
fc(i)
V･dx. (2･22)

閉曲線 C(i)を流体粒子からなる曲面 S(i)の線 (S(i)-∂C(i))にとって,(2.18)に対し
て Stokesの定理を適用すると,

Kelvinの循環定理 流体粒子からなる任意の閉曲線 C(tHこ沿う循環 Il(C(i))は一定不
変である.

fc(i,V(x,i)･dx-fc(0,t
ここで,積分経路は C(i)- pt(C(0))をみたす.

- ¢ V(X,0)･dX. (2.23)

を得る.この形の循環定理は,任意の微分同相写像 ptに対して成立することに気づかれ

たい.当然,V(a,i)-u(x,i),したがって Vが Euler方程式 (2.8)にしたがう場合も含
むが,もっと一般的な状況を考えている.

では,拡張されたダイナミックスとはどんなものであろうか?ベクトル ･ポテンシャル

Vの発展方程式を導いてみよう.変数変換 x - p(x,i)を施すと,(2.23)の左辺は

fc(0)V(p(x,i,,i,･卦 xA (2･24)

となり,(2.23)が任意の閉曲線 C(0)に対して成り立つことから,D上のある関数 x -

x(X,i)が存在して,

vi(p(X,i),i)
∂pi(X,i) ′Ⅴ ∩､.∂x(X,i)

-vA(X,0)+
∂XA ーn＼~-7〉′ ∂xA

(2.25)

4渦度 2次形式 (2.35)を用いると,(2.18)はコンパクトにp吉(W)-LJとかける (式 (2.36))･これを座
標を用いて書き下し,(2.4)を利用して簡単化すると(2.15)に到達する･
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という関係が成り立つ.これはCauchy積分 (2.15)のベクトル･ポテンシャル版とみな

すことができる.関数 xの存在は,Vがゲージ変換の自由度をもつことと符号する.変

数 (x,i)を互いに独立とみて (2.25)をtについて偏微分する･速度場の定義 (2.1)を代
入して,さらに変数変換 X-pl1(x)を施すと,V(x,i)の発展方程式

筈 ･(u･∇)vi ･ vj豊 富 (2･26)

が得られる･ここで4,:-∂x/∂tである･渦度場が凍結場であるという属性だけから導かれ

るという点で,(2.26)はベクトル･ポテンシャルの時間発展を記述する最も一般的な方程式

といえる.Holmらにしたがって,(2.26)をEuler-Poincar6方程式とよぼう[8].とくに

V-uとおくと,(2.26)はEuler方程式(2.8)に帰着する･ただし,¢--(P+0)+u2/2
である.

実は (2.26)は,電磁流体力学 (MHD)における磁場のベクトル ･ポテンシャルに対す

る方程式と同じものである･式 (2.26)を

∂γ
有 -ux(∇×V)+∇(¢-u･V)

とかきあらためた形はMHDでよくお目にかかる.

(2.27)

2.3 ヘリシティ

速度場と渦度場の内積の空間積分として定義されるヘリシティが Euler方程式のもとで

一定不変であることはよく知られている (例えば,[11を参照).本小節では,｢ヘリシティ
が任意の微分同相写像のもとで不変である｣ ことを証明しよう.そのためには,定義を拡

張する必要がある5.

定義

･lw]:-N/, V IudV (2･28)

を凍結場 LLJのヘリシティ(helicity)という.

形は3次元球面 S3のHopf不変量 (whiteheadの積分)と同じである[10,111.
まず,ヘリシティが渦度場だけで決まるのであってベクトル･ポテンシャル γの選び方

によらないことを確認しよう･ゲージ変換された (2.21)の方をとり,(2.9)を利用すると,

N/,V′･wdV-N/,lv･W･∇･(wA)]dV (2･29)

となる･Gaussの定理を用いて第2項を表面積分に直すと,境界条件 (2.19)より落ちる
ので,ゲージ関数 Aからの寄与はない.

5発見は,流体の渦度に対するものより,MHDにおける磁場に対するものの方が先行する【9ト
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つぎにヘリシティが位相不変量であることを積分形のままで示してみよう.記述を軽く

するために,po:-p(X,0),pt:-p(x,i),wo:-W(X,0),wt:-LJ(x,i)と略記しよう.す
ると,Cauchy積分 (2.15)の第 i成分は

LJti UOA∂xi

pt poaXA (2.30)

とかける･そのベクトル ･ポテンシャル版 (2･25)の両辺に ∂931/∂xj-∂XA/∂xjをかけ
ると(添字をつけなおした後),

vti-VoB箸 + 釜 (2･31)

となる.この 2つの式を辺々かけて iについて和をとると,VとW との内積の時間発

展が

vt･ut- - V.･uo･孟 ･(xw｡)
Po
Pt

(2.32)

と書き下せてしまう.最後の項では (2.9)を使った.領域D全体にわたるV･LLlの積分に

おいて,a,-p(X,t‖こよって変数を X に変え,(2･32)と (2.4)を利用すると,(2.28)
は次のように変形される.

N/,V(x,i)･W(x,i)dV-N/,V(p(X,i),i)･W(p(X,i),i)J(X,i)dXdYdZ
-N/,V(x,o)･W(x,o)dVxI/t,xw(x,o)･dSx･ (2･33)

ここで,pt(D)-Dを用いた.境界条件 (2.19)に留意すれば,目的の結果にたどり着く.

定理 ヘリシティは Dの任意の自己微分同相写像 x - p(x,i)のもとで不変である.

7ilLJ(x,i)]-71lLJ(X,0)]. (2.34)

この定理および Kelvinの循環定理は純粋にトポロジー的である;証明には,Wや Vの

時間t依存性,したがってこれらを支配する微分方程式は不要である.渦管たちのトポロ

ジーに関して,管同士の絡み目･結び目のみならず,管を構成する内部の渦線たちの絡み

具合も含めたすべてではないが豊富な情報をヘリシティから引き出すことができる囲 .

渦のキネマティックスは微分形式とLie微分によって簡潔に表現され,ゆえにそのから

くりを垣間見ることができる 【11,13]･体積 3次形式をp:-dx∧dy∧dzとして,質量

3次形式ptp,および渦度 2次形式u:-iwtpを導入する.記号 iLJtは内部積で,成分で
かくと,

1

LJ:-LJ3(項 )dx∧dy+LJl(x,i)dy∧dz+LJ2(a,i)dz∧dxニラEijkLJk(x,i)dxi∧dxj(2･35)
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となる･ここで,Eijkは完全反対称テンソルである:(ijk)が (123)の偶置換なら1,奇置

換なら-1,それ以外では O.すると,質量保存則 (2.4)および cauchy積分 (2.15)は,微

分同相写像 pl:D-7)による引き戻し (-変数変換)pt'を用いて,

pt'(pp)-PFL,Pl*(u)-LL)

とあらわせる6.写像 ptを単に ptとかいた.これらの Lie微分

(孟･Lu)pp-0,(孟･Lu)u -0

(2.36)

(2.37)

のうち,前者は連続の式 (2.6)を与え,後者は,(2.6)と組み合わせることで渦度方程式

(2.ll)となり,Helmholtzの定理に導かれる.1次微分形式(formpotential)α- vi(x,i)dxi
をdα=LJとなるように導入すると,後者の積分

(孟･Lu)α-d¢ (2･38)

に相当するものが得られる.これが Euler-Poincar6方程式 (2.26)であり,Kelvinの循環

定理につながる.Lie微分 (2.37)の後者と(2.38)の 2つを合体させた

(孟 +Lu)α∧dα-d(¢dα)
がヘリシティJTDα∧dαの保存を導く･あるいは,(2･36)の後者の積分

pt'(α)-α+dx

ともとの式との外積をとって,

pt*(α∧dα)-α∧dα+d(x∧dα)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

とやった方が直接的である.式 (2.40)が (2.25)に,(2.41)が (2.32)に対応する.

Euler-Poincar6方程式 (2.26)という拡張されたダイナミックスよりも,そこにおいて

LJ-∇ ×uと特化した Euler方程式 (2.8)の方がはるかに複雑である.渦度 LL'の速度 u
への跳ね返りという要素が加わり,その速度が新たな渦度の運動を引き起こすという具合

に,非線形の度合いが格段に増大する7.

粘性散逸は流体運動をもっと複雑なものにする.短い時間スケールでの渦管のつなぎ換

えを引き起こし,渦のトボロージーは刻々変化していく.ヘリシティはもはや保存量では

ない.詳しい記述は文献 国 にある.

6このとき,pFLおよび Wは流れ場 uによって I,ie輸送される (Lietrar7,SPOrted)という.
7非線形項が定量的に大きくなるということを必ずしも意味しない.
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3 変分原理

Newtonの運動法則の一つの表現であるEuler方程式は変分原理から導き出すことがで

きるが,Euler-Poincar6方程式 (2.26)に対する変分原理も無理なく構成できる.

流体運動はあらゆるスケールの階層が複雑に絡み合う巨大な力学系をなす.そこで,覗

実の流れに対処するためには,計算可能なレベルまで方程式を簡単化しなければならな

い.大胆な簡単化はモデル化ともよばれる.系統的な簡単化を行うための漸近展開法がい

ろいろと編み出されてきた.概して,ベクトル場である微分方程式よりもスカラー場であ

る作用汎関数を操作する方が効率的で,高次まで正確に行える.例えば,Ha血lton力学

系における平均化法 (methodofaveraging)の活躍を思い浮かべられたい.Holm らは乱
流モデルの構築にこのアイデアを積極的に活用しようとしている.

以下では基盤となる変分原理を紹介する･記述は文献 【8]と【15]に負う･

3.1 Hamiltonの最小作用の原理

このはじめの小節では,仮定 1(§2.1)に加えて,

仮定 2 流体は ●非圧縮

V･u=0

で,かつ .密度は一様である.

(3.1)

を要請する.簡単のため,密度を p…1とおく･

街域 Dの自己微分同相写像 pt(x)- p(x,i)と関数夢(X,i)の汎関数として,ラグラ
ンジアンLおよび作用汎関数 Sを

Llpl,15]
cQ9･I離
れl

柑u

1
I2
′く

し

〟-
ん
二

SlPf,j5]:-/.i1
)2-◎(p,i,･p(J- ,)dVx, (3･2,

Llpf,j5]dt (3.3)

ととれる.ここで,◎(x,i)は単位質量あたりの流体に働く体積力のポテンシャルである.

J-J(X,i)は変換 x- pt(X)のヤコピー行列式で (§2.1),(3.2)の最後の項は非圧縮と

いう要請をみたすように導入された･関数j5(X,LHまLagrangeの未定 乗̀数'の働きをす

るのだが,最終的には圧力に化ける･ここで,Lagrangeラベル X を固定しての流体粒

子の軌跡 x(i)-p(X,i)の変分 69に対して,境界条件

6p(X,to)-6p(X,tl)-0 forX ∈D,

69(X,i)･n-0 oll∂D forallt∈(to,tl)
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を課す･この条件をみたす 6pと6かこ対して作用 Sが極値をとることを要請すると,p

に関するEuler-Lagrange方程式とJ≡1が導かれる.前者が Euler方程式 (2.8)となる.

圧力はp(x,i)-j5｡pt11(x)によって与えられる.ここに至るまでには若干の計算を要す
るが,詳細は割愛する.

Newtonの運動法則に忠実な流体運動の記述の仕方は,個々の流体粒子の運動を追いか

けるというLagrange的記述である.上の変分原理は個々の流体粒子 (Xがそのラベル)
の軌跡の変分を考えているという点で,古典力学における質点系に対するHamiltonの最

小作用の原理に忠実である.

しかし我 が々風を感じ流れをみる際,個々の流体粒子の運動をいちいち識別したりはし

ないしできない･知りたいのはある時刻 tの空間のある点 xでの速度 u(x,i)であった

り,圧力p(x,i)であったりする.これをEuler的記述という.屋外での観測や室内実験

での測定でまず得やすいデータはこちらの方であろう.力学という観点からは Lagrange

的記述が本質的であるが,人間による流体運動の認識の仕方としては,Lagrange的記述

は Euler的記述に比べてかなり冗長である.以下では,変分原理においても,よりEuler

的な見方に移行してみよう.もちろん,Lagrange的記述が縁の下でどっかりとすわって
いるのだが.

領域 Dの微分同相写像 x-pt(x)の逆写像を IL:-打 1:D- D,あるいは計算

の便宜上 x -l(x,i)とかこう.これは,流体粒子の時刻 tにおける位置 x から時刻
i-Oの位置 X への写像なので,l(x,i)を Lagrangeラベル関数とよぶ.第 Ai成分
をalA(x,i)/axiとする 3×3行列を D とかこう.その行列式 D:-detf‖ま,D-1/J
をみたす･式 (2･5)の左辺が Lagrange微分 ∂/atlx - D/Dtであることに注意すると,
(2.5)は

訃 V･(Du)-0 (3･5)

と等価になるので,Dを密度とみたてることができる8.流体体積要素の変数変換 dVx-
DdVからも理解されよう･速度場の定義 (2.1)および pt(D)-Dに注意して,作用 (3.3)
の積分変数をxに置換えると,

sllt,p]-/.tldt/D
(I:(u,D)+p(1-D))dV

となる･ここで,p(x,i):-p～｡pt11(x)で,ラグランジアン密度 L:は

L-D(i-◎)
で与えられる.

(3.6)

(3.7)

速度場 u は流体運動の配位空間の元ではないので,u の変分 6uを独立にとること

は許されない.まずは,6uを 61に関係づけることから始めなければならない.定義

8Lagrange微分 D/DtのDとD-1/Jとを混同しないように.
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l(p(X,i),i)-Xを tについて偏微分すると,

警 濃 箸 -o
(3.8)

となる･最後の項に (2.1)を代入し,両辺に ∂xi/alA-∂pi/∂XAをかけて Aについて 1
から3まで和をとると,

ui㍗ (A-1)iA% (3･9)

を得る･ここで,(All)iA:-aXi/alAである･式 (3･9)にもとづいて速度場の変分 6uを
計算すべきである.

補題 Lagrangeラベル関数の変分 6lA に応じた速度場の変分 6uiは次式で与えられる.

6ui- -(A-1,iA(孟 + u3･i )6lA･ (3･10,

証明 /＼
定義 bb -1-Iより,6(か 1)iA- -(Dl1)iB6DBj(Dll)jAである･ここに,Iは 3×3
単位行列である.これを用いると,(3.9)の変分は

6ui- -(か 1)iA; 6lA I(か 1)iB6DBj(か l)jA筈

となる.後は,第 2項において,6DBj-∂6lB/∂xj と (3.9)を代入すればよい･

恒等式
∂

(-).]･l(D(All)iA)-0

(3.ll)

口

(3.12)

を利用すると,Dの行列式 Dの変分 6D-D(A-1)iA6DAiが次のようにまとめられる.

補題 変分 6lAに応じた行列式 Dの変分 6Dは次式で与えられる.

6D-孟(D(b一.)iA6lA)･
作用 (3.6)の変分 ∂Sを,境界条件

61(x,to)-61(x,tl)-0 forx∈D,

61(x,i)･nx-0 on∂D forallt∈(to,il)

(3.13)

(3.14)

をみたす 61および 6pに関してとる.公式 (3.10)と (3.13)利用して部分積分を行うと,

表面項は境界条件 (2.2)および (3.14)より消える.ただし,境界面要素 dS-ndAの変
数変換

D(A-I)iAnidA-nAdAx

1426-
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を用いる必要がある9.残った体積積分は

(孟 +uji )(bl iA-孟Ix

などを用いると,最終的に

∂pi(X,i)
aXA 芸 (叫 kA (3･16)

6S -/.tldt/,(D(A-1,iA6lAl芸 (去芸)+去芸 語 +孟(p一芸 )]
+6p(1ID)〉dV (3.17)

のようにまとめられる.こうして,次の結論に導かれた.

定理 境界条件 (3.14)をみたす変分 61および 6pに関して,作用 Sが極値をとるため
の必要十分条件は,£および βがつぎの方程式系をみたすことである.

芸 (去芸 )+去芸 謡 +孟 (p-芸 ) - 0, (3･18)

β - 1. (3.19)

2番目の式は (3.5)とあわせると,仮定 2(式 (3.1)),すなわち非圧縮の条件を与える.1

番目の方程式 (3.18)にラグランジアン密度 £の具体形 (3.7)をはうりこむと,期待通り,

Euler方程式 (2.8)になる･では,ラグランジアン密度をとくに指定しないとき,どのよ

うに見えるだろうか?

vi:- 去 aauLi (3･20)

とおいてでてくるのは Euler-Poincar6方程式 (2.26)である.ポテンシャルは 4,--p+

∂£/∂βである･

さて,ラグランジアン

elu,D]:-
./:
lL:(u,D)+p(1-D)]dV (3.21)

と最終的な方程式 (3.18)のレベルでは,流体粒子の軌跡 x-pt(X)もその逆写像 X -

lt(x)も生では登場しない.しばらく定数 D(- 1)を忘れると,表立って出てくるのは

u(a,i)のみである･速度場は,(2.1)より,

u(,i):-箸 ｡pt-1 (3･22)

とあらわすことができる.流体運動は流体粒子たちの並べ替えとみなすことができ,疏

体の状態は時々刻々の流体粒子たちの配置を指定すれば決まる.ゆえに,流体運動の配

9xA-lA(x,i)によって,dSA:-喜eABCdXB∧dXcの変数変換 X - ∬を行うと,(3115)が導ける･
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位空間は微分同相写像群 Diff(D)で,その元が ptである10.時間微分 ∂pt/∂tは ptに

おける接空間 Tp亡Diff(D)に属し,(3･22)ではそれをptによる右移動で戻しているので,

(3.22)は単位元における按空間TidDiff(D)竺 TDiff(D)/Diff(D),すなわちDiff(D)のLie

環 Q(D)の元となる･

TDiff(D)からその商空間 Q(D)に話が還元されたことにはラグランジアンが Diff(D)
の元による右移動で不変であるという対称性が効いている.時間 tによらないある元を

Tl(∈Diff(D))とする･ラグランジアンの積分変数をLagrangeラベル座標にもどすと(3.2)
になるが,これは dVx-dVyをみたす変数変換 x -rl(Y)のもとで不変である.仮定

よりヤコピー行列式 1∂(rl)/∂(Y)I-1であることを利用すると,

Llpt｡r7,j5｡T7;J｡r7]-Llpl,j5;J] (3.23)

となるからである.このことは,ラグランジアンをDiff(D)による商空間Q(D)上で (3.21)

のように考えてもよいことを正当化するが,速度場が右不変ベクトル場であることが本質

的に効いている.形式的には,

等 o(pt｡n)ll- 箸 ｡pt-1 (3･24)

を意味する･x(i)-pi(X)-pt｡77(Y)と,現在の位置 x(i)が共通でありさえすれば,

ptを用いようが,pt｡77を用いようが同じ速度場 u(a,i)を与えるという内容である.撹

作の内容から,変換 7日こ関する不変性は 粒子ラベつけ替え対称性 (particlerelabeling

symmetry)とよばれる.この対称性のおかげで,無限次元 Lie群で割った空間Q(D)に
まで記述を縮めることが可能になる.

では,商空間での変分原理を組織だって行う手立てはあるのだろうか?まずは,自由な

剛体の運動という次元の低い (が極めて重要な)典型例で学んでみよう.

3.2 剛体の自由回転運動

外力の作用を受けない剛体の運動について考えよう.全体としての並進運動は無視で

きて,固定点まわりの回転運動だけが問題になる.剛体の運動状態は,時々刻々の剛体

を構成する無数の粒子たちの配置を指定すれば決まるが,｢剛体内の任意の 2点間の距離
は不変である｣ という制約のおかげで自由度は激減する.結局,剛体にくっついた座標

軸 世ame)の姿勢だけを指定すればよいので,配位空間は SO(3)で,自由度は 3である･

SO(3)は,行列式が 1の 3×3直交行列たちのなす集合である･座標系として典型的に

用いられるのが Euler角 (0,9,4,)である･
固定点を原点とする剛体にくっついた座標系,これを物体座標系あるいは物体系とよぶ

ことにするが,に乗っかると,剛体の姿勢の変化に振り回されるわずらわしさを軽減でき

る.直交座標軸x-(xl,x2,X3)を固定点 0 まわりの慣性モーメントテンソルの主軸
10正確には,仮定 2のもとでは,配位空間は体積保存微分同相写像群 SDiff(D)である･
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と一致させ,主慣性モーメントの各成分を Il,I2,I3とする.物体系では,これらは定数

である.剛体の角速度の物体系での表示を O-(01,02,03)とすると,0まわりの角運
動量の物体系での表示は M - (Ilnl,I202,I303)と簡単にかける.

原点が 0と一致し実験室に固定された直交座標系 x- (xl,x2,X3)を実験室系あるい

は単に空間系とよぶことにする.空間系 x と物体系 X の間は,SO(3)のある元R(tHこ
よって 諾 -R(i)Xの関係で結ばれている.この関係は空間系での角運動量m(i)と物体
系での角運動量M(i)との間にも当てはまる‥m(i)-R(i)M.これに ｢角運動量が保存
される｣,すなわち,dm/dt-0(Newtonの運動法則)を適用すると,

(R-li(RM))=M +R-1hM =0 (3.25)

を得る.ドット･は,時間tについての微分をあらわす.ここで,3×3交代行列白を
ノヽn:=R-1元

0 - nl

によって定義すると,

- 辛 _ ∴二
であることがわかり[16,17]11,(3･25)は

M =M xn

=0×

となって,Eulerの方程式 としてよく知られた形になる.

扉 1 - (I,- I3)n2n3,

I202 - (I,-Il)0301,

扉 3 - (Il- I2)nln｡.

(3.26)

(3,27)

(3.28)

(3.29)

これらは,3変数 01,02,03に対する3本の 1階連立常微分方程式系である.もとも

との Newtonの運動方程式は,3変数 (例えば Euler角 β,¢,¢)のそれぞれに対して 2階

の常微分方程式を連立させた系,すなわち6本の 1階連立常微分方程式系であったので,

方程式の数は半分に減ったことになる.定義 (3.26)をみると,白は SO(3)の按ベクトル
A(∈TRSO(3))をf｢ 1によって単位元 e上の接空間TeSO(3)-so(3)上にまで戻したも

ので,Euler方程式 (3.29)は so(3)上の方程式になっている･もともとの運動方程式は

TSO(3)上の軌道を記述するものであったが,TSO(3)/SO(3)竺 TeSO(3)によって,記述
が縮められたわけである.

llEl_ller角を用いて計算すれば,具体的に確かめられる.
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しかし,これではつじつまが合わない･方程式系 (3.29)を解いて n(i)を求めた後,さ

らにR(i)-1h(i)-n(i)を積分して R(i)を求める手続きが残される.これを再構成問題
(reconstmctionproblem)という12.

角速度に対応する交代行列の定義 (3.26)と流体の速度場の表式 (3.22)の類似性に気づ

かれたい.違いは,按ベクトルを単位元上にまで写像するときに,左移動によるか右移

動によるかという点だけである･剛体の場合,空間系から物体系への写像が so(3)の左

移動によるところに由来する･流体の場合,流体粒子のラベルのつけ替え (-変数変換)

が Diff(D)の右移動となるからである.左右の違いを別にすれば話は平行に進む【16,17].

目指すところの Q(7))上での変分原理に行く前に,so(3)の場合をみてみるのは思考の

経済になろう.Euler方程式 (3.29)を so(3)上の変分原理から導こうとする試みは遠く

Lagrange[20]にまでさかのぼるらしい[8,211･

剛体 βのもつ運動エネルギ-は

K:-UBP(X)lhxl2dVx-去tnlln (3･30)

のように物体座標系でかくと簡単になる･ここで,p(X)は剛体の質量密度,対角行列

Ⅰ-diag(Il.I2,I3)は慣性モーメントテンソルである･左上つき添字 tは転置をあらわす.
O をたてベクトルと認識すると,tnは横ベクトルである.
ラグランジアンは運動エネルギーだけからなるので,作用としては,

S:-ZL.tl(Ilnf+I202･I3即
ととれるであろう.素朴に,角速度について変分 n→ n+60をとると,

all,;=Jot1(IIO1601+I2n2602+I3036n3)dt

(3.31)

(3.32)

となり,任意の 60に対して 6S-0とを要請しても,n1-02-03-0が出てくるだ

けで,(3.29)には届かない.

角速度 n(∈R3)は Lie環 so(3)の元白に対応している.一般に (3.27)にしたがって,
3×3交代行列a,a(∈so(3))に対応するベクトルをそれぞれ a,a(∈R3)とすると,

a･b--;tr(a8), (dTb)-la,b] (3･33)

が成立することが確かめられる.括弧は行列の交換子積 担,b]‥-a,b一弘で,so(3)の Lie
括弧を与える･関係式 (3.33)によって so(3)が 3次元ユークリッド空間 E3と同一視で

きること,すなわち,so(3)竺 E3であることはよく知られている･

12この過程で幾何学的位相 (角度)(geometricangle)が生まれる[18,19].
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剛体運動の配位空間は SO(3)であって,その Lie環 so(3)上でいきなり変分をとった
ところに無理がある.角速度の変分 6mは自由ではない.角速度は 自=RI11hこよって

SO(3)の元 Rと束縛されている･この束縛条件を破らないよう,変分 6mを Rの変分
6Rと関係づけてとらなければならない.

直交行列 月 (∈SO(3))の変分 6R (∈TRSO(3))を単位元上に写したものを i::-

R-16R(∈so(3))とおくと,対応するベクトル ∑は

60-∑+nx∑ (3.34)

をみたしていることがわかる.実際,RllR-RR~1=Iより,6R-1--R116RR-1.こ

れおよび 1r lの時間微分に対する類似の式を利用すると,

<C=
･<∑

どハU
ニ ーR-16RR-1h+R-16R,

= -打-1虎R-16R+R-16丘 (3.35)

が得られ,これらを差し引けばよい.

物体系の角速度 (3.26)は時間によらない SO(3)の元 Aによる左移動 R(i)- AR(i)

で不変である.したがって,ラグランジアンもSO(3)による左移動に関して不変である･

運動エネルギー K そのものであるラグランジアンは,当初 TSO(3)上の関数として,

R(i)(∈SO(3))に対して,K-L(R,1i)と与えられた.式 (3.30)の意味するところは,

so(3)上の関数 l(n)-L(R,元)にまで還元できたということであるが,背後にこの対称
性がある.

定理 TSO(3)上の Hamiltonの最小作用の原理は,so(3)上の還元された変分原理

(reducedvariationalprinciple)と等価である.すなわち,境界条件 ∑(to)-

∑(tl)-0をみたす ∑(i)を用いて (3.34)の形であらわされる変分 6nに関して,

作用 Sln]:-Jtt.ll(n)d摘 堰 値をとるための必要十分条件は,n(i)が Eulerの剛
体運動方程式 (3.29)をみたすことである･

拘束をもつ系の変分原理とみなせることから,Lagrange-d'Alembertの原理といって
もよい.

証明

6S=
Lot1
In･60dt=0

に (3.34)を代入して,部分積分を行えばよい.

- 431 -

(3.36)



講義ノート

角運動量
∂J

M :=In二 面 (3.37)

は so(3)の双対空間so(3)*に属すると考えることができる.角運動量に対するEulerの

方程式 (3.28)は,3×3交代行列の形で,

孟Ak -lM,0] (3･38)
<′＼

とくくられて,so(3)*上の軌道h(i)を支配する式とみることができる.

以上の内容を一般の Lie群 Gとその Lie環 gにまで拡張することはむつかしくな

い･Lie括弧 [,]をもつ Lie環 9の元 E,r7をとってきたとき,9上の随伴表現 (adjoint

representation)adE:9- gが,adE77:-[E,77]で与えられることを思い出そう.gの双

対空間 9*と gの間の自然な対を <,>(∈R)とかいて,gの余随伴表現 (coadjoint

representation)ad;:9*一 g*を

<ad言p,T7>:-<FL,adE77>

でもって定義する･ここで,pは g*の任意の元である.(3.34)の対応物が

6E-わ+【E,77]

となることも(3.35)と全く同じ計算で示せる.

(3.39)

(3.40)

定理 (Lagrange-d'Alembertの原理) TG上のラグランジアンL(g(i),g(i))(g(i)∈

G)が G一左不変で,したがって,Tea-g上の還元されたラグランジアンl(i(i))-
L(9(i),g(i))が定義できるとする･ここで,i(i):-9(i)~19(i)(∈g)である.

このとき,TG上の Hami1tonの最小作用の原理は,9上の還元された変分原理と

等価である･すなわち,境界条件r7(to)-77(tl)-0をみたす77(i)(∈g)を用いて
(3･40)の形で規定される変分 6Eに関して,作用 S闇 ‥-fit.ll(E(i))d相場 値をとる
ための必要十分条件は,i(i)が微分方程式

dal

碩 -a鴫
(3.41)

をみたすことである.これを基本 Euler-Poincar6方程式とよぶ.

証明

拘̀束条件'(3.40)を代入した

6SlE･-I.tl(蛋,6E)di-I.tl(笠井- 車 -o (3･42)

において,部分積分を行うだけである.
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□

G-SO(3)のとき,(3.41)が角運動量 M に対する Eulerの方程式 (3.28)に帰着す

ることはいうまでもない.では,方程式 (3.41)が poincar6の名前を冠するのはなぜか?

so(3)を一般の Lie環にまで拡張できることを見抜いて,一般的な方程式を最初に書き下

したのが poincar6[22】だからである[8,21]13･

3.3 等エントロピー流体に対する Euler-Poincart…形式

領域 D を運動する流体に対しても,素朴な変分原理

Loll/, iu2dV- I.tl/D
6ll二u2 u･6udV=Oforvdu (3.43)

が自明な運動 u ≡oLか生まないという事情は剛体のときと何ら変わりはない (式 (3.32)

参照)･Diff(D)の Lie環Q(D)の元である速度場 u(x,i)の変分 6u(x,i)を自由にとった
ところに問題がある.あくまで配位空間 Diff(D)上の ptの変分に従属させなければなら
ない.

D上のベクトル場 V のベクトル場 u に関するLie微分は

Lu v- lu ,V ]- ( 揺 -vj% ) 芸 (3･44)

で与えられる･まん中の括弧の定義はベクトル場の括弧積 (Jacobi-Lie括弧)[u,V]:-

(u･∇)V-(V･∇)uであるが,Q(D)の Lie括弧の役割もする.これを用いると,渦度方
程式 (2.ll)は

;(;)-[?,u] (3A5)

とかけて,so(3)の場合の (3.38)との類似性が一目瞭然となる.この類似にいち早く着目

し,有限次元での Lagrange形式や Hamilton形式を,非圧縮性流体に対する無限次元の

SDiff(D)にまで拡張することを推し進めたのが Arnoldである[16,17].

D上のベクトル場 u,V(∈Q(7)))に対して,Q(D)上の随伴表現 adu:Q(D)- Q(D)
は

aduv:-lu,V] (3.46)

によって与えられる･運動エネルギーを念頭に入れると,Q(D)の双対空間Q(D)*はD上

の 1次微分形式に質量要素pdVをひっかけたもの,すなわち,Q(D)*:-Al(D)㊤Den(D)
ととれる.ここに,^1(D)は D上の 1次微分形式たちのなす空間で,記号 ⑭はテンソ

13Lagrangeが自由な剛体に対する so(3)上での還元された変分原理まで考えたという点で,Euler-
Lagrange-Pomcare'方程式とよぶべきだが,変分原理の一般的な枠組でふつう使われる Euler-Lagrange

方程式と紛らわしくなるので,Lagrangeの名前をはずしたとのことである【21】･
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ル積をあらわす･密度 pを吸収してつくった運動量密度を m,:-midxiとして,Q(D)*
とQ(D)との間のL2内積を

<m㊤dV,u>:-
/,
m･udV (3.47)

とあらわすことにする.成分表示においてm-puとおくことで,Q(D)(∋u)をQ(D)*(∋
m)と同一視できる･Q(D)*上の余随伴表現 ad左上:Q(D)*一 g(D)*を

<ad㌫(m㊤dV) ,V >:- -
/,
m ･aduvdV (3.48)

でもって定義する.so(3)のときの定義 (3.39)と符号を反対にとるのは,Di庁(D)が右か

ら作用することによる.JacobトLie括弧 (3.44)を用いた定義式 (3.46)を右辺に代入して,

部分積分を行う.境界条件 (2.2)を思い出すと,第 i成分が

ladu-⑳dV,]i-(u葦 +-j% +-i∇･u)odV (3･49)

と求められる.

流体の運動を指定するためには,速度場以外にも密度や圧力など熱力学的変数を決める

必要があって,剛体の場合に比べて余分な要素が加わる.圧縮性も許す場合には,単位質

量当たりの内部エネルギー eがポテンシャルになって,ラグランジアンは

Ll@"podVx,:-/,(;(% )2-- ,-e(p,S,)podVx (3･50)

となる[23].ここで,po:-p(X,0)で,Sは単位質量当たりのエントロピーである.以下

では,バロトロビー流体の代わりに,その特別な場合として,エントロピーが流れに凍結

していること (-断熱)

芸 - (孟 ･Lu)S- 0 (3･51)

を仮定しよう.すなわち,仮定 1に代わって,

仮定 1' 流体は ･非粘性で ･断熱的 (3.51)で,しかもエントロピ弓 ま空間的に一様 :

β=一定 .外力は保存力である.

を採用する.等エントロピー流体においても,(∇p)/p-∇Wなる関数 W(x,i)が存在す

る.ポテンシャルの役割を果たすのは単位質量当たりのエンタルピー W‥-e+p/pであ
る[4]･

圧力pは

P -P2(a
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であることを思い出そう.作用の表現 (3.6)もヒントに,圧力pたちのなす線形空間を

Vとおくと,その双対空間 V*は質量要素 pdVたちのなす空間ということになる14.質

量保存則 (2･6)を天下り的に組み込んで,(2･36)のように,Diff(D)の V*への右作用

が引き戻しで与えられ､るとしよう.同じことを Euler的描像で表現すると,a(i)∈V*,
pt∈Diff(D)に対して,

a(i)-pt*(a｡)-p｢1(a｡) (3.53)

となるが,具体的に書き下してしまえば (2.4)である.ラグランジアン (3.50)中にある

e(p,S)にはP-P.o打1/Jを代入しなければならない.
エントロピー Sは気にしなくてよいので,ラグランジアン L:TDiff(D)×V*- Rは

Euler的変数を使って,

LlOt,podVx]-Llu｡pt,pt'(pdV)] (3.54)

とかける.右辺の形から,Lが時間によらないDiff(D)の元による右移動に関して不変で

あることは明らかである･こうして,還元されたラグランジアンe:Q(D)×V*- Rを

elu,pdV]:-Llu｡pt,Pt*(pdV)], (3.55)

すなわち,

elu,pdV]- /D(去u(a,i,2-- )-e(p,a))pdV (3･56)

によって定義することができる.

還元された空間Q(D)×V*内で計算をすませる方法を考えよう.そのためにまず,ダ

イアモンド演算子 (diamondoperation)◇:VxV*- Q(D)*を

<b◇a,W>:ニー.⊥bL:wa (3.57)

によって導入する.ここで,a∈V*,b∈V,W∈Q(D)である.Q(D)上の変分 6uは形

としては有限次元 Lie環のときの (3.40)と同じで,W(∈Q(D))に対して,

∂w , , ∂w
6u - 有 +lu,W ]- 一打 +adu w

である15.V*上では,質量を一定に保つよう

6a--I:wa

(3.58)

(3.59)

14式 (2.36)の左にあるppのことだが,わかりやすくするために,p-dV とかいた.

15これは (3.10)とは異なる.(3.10)では現在の位置 xを固定して LagrangeラベルX を変化させてい
るのに対して,(3･58)ではX を固定して xを変化させている･後者は文献 [231にあるやり方と本質的に
同じである.
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なる変化 α- α+∂αが起こらなければならない.密度 βについて書き下すと,

6p--V･(pw) (3.60)

ということである.変分 (3.58)と (3.59)のいずれも,Diff(D)上の変分 6ptからW :-
6ptopt11とおくことで直接導くことができる･これで準備が整った･

定理 (Lagrange-d'Alembertの原理) TDiff(D)×V*上のラグランジアンが Diff(D)I

石不変で Q(7))×V*上にまで還元できるとし,還元されたラグランジアンをelu,a]
とおく.ここで,Difr(D)のある元 ptに対して u-¢t｡pt-1で,a∈V*である.
このとき,TDiff(D)×V*上の Hamiltonの最小作用の原理をQ(D)×V*上の変分
原理にまで還元することができる:

境界条件W(to)- W(tl)-0をみたす W(i)(∈Q(D))を用いて (3.58)の形で規

定されるQ(D)上の変分 6u,および (3.59)の形で規定される V*上の変分 6aに

関して,作用 Slu,a]:-Itt.lelu,a]dtが極値をとるための必要十分条件は,u(x,i)
が偏微分方程式

孟 芸 +adL芸 一芸◇a-o (3･61)

をみたすことである.これをEuler-Poincar6方程式とよぶ.

証明

作用 Slu,a]の変分に (3.58)および (3.59)を代入すると,要請すべき式は

6Slu,a]-I.tl((蛋,6u)+/,gf6a)dt
I.i1((蛋,普+adu-)-/,芸L-a)dt-0 (3･62)

となる.時間t微分については部分積分を行い,ad*の定義式(3.48)とその成分表示(3.49)
および ◇の定義式 (3.57)を使えば,所望の結果 (3.61)に到達する･

□

Difff(D)では空間系で,so(3)では物体系で記述するのだが,(3,41)と比較すればわかる
ように,そのちがいは adの前の符号のちがいに反映している.結果 (3.61)だけをみる
と,ラグランジアンPの中身は何であってもよいし,V*が何であるのか具体的な指定は

ない.EuleトPoincar6方程式 (3.61)は連続体力学全般にひろく適用できることが期待さ
れる.

等エントロピー流体においては a -pdVで,(3.56)および (3.52)より,

堅 =土u2_◎_
･'t/, 'J 箸 昌 u2-0-W-¢
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となる16.ここで,右辺をまとめて 4,とおいた･この式とLie微分 L:W(pdV)-∇･(pw)
(式 (3.60)参照)を定義式 (3.57)に代入して,部分積分を行うと,

芸◇pdV-(p∇¢)㊤dV (3･64)

を得る･Euler-Poincar6方程式 (3.61)に (3A8)と(3.64)を代入し,さらに連続の式 (2.6)

も組み込むと,第 i成分が

孟(三豊)+(u･∇)(三豊)+三芸 謡 一 芸 -o (3･65)

と計算できる.この段階で,

(3.66)

とおいたものは §1で導いた Euler-Poincar6方程式 (2.26)に他ならない･とくに,等エ
ントロピー流体のときには

γ-≠ (3.67)

となることが (3.56)より具体的に計算できて,Euler方程式 (2.8)を回復する.ただし,
P=Wである.

循環 (2.22)は

r(C(i,,-fc(i,!芸 ･dx
とあらわされる･Kelvinの循環定理 (2.23),すなわち,

孟r(C(i))-0

は,(3･61)をかき改めた

(孟 +Lu)!芸-三芸 ◇a

(3.68)

(3.69)

(3.70)

から直ちにしたがい17,ひろく成り立っていることが理解されよう.表現 (3.68)はNoether

の定理における保存量のようにみえてくる[23ト保存則の由来は粒子ラベルつけ替え対称
性である.

また,(3.68)は Hamilton力学系におけるPoincar6-Cartanの積分という見方もとれる

[24]･§3.1で導入した Lagrangeラベル関数IAをもちいると,古典力学とのアナロジー
がもっと直接的になる[15]･lAに正準共役な運動量を

aL
PA:=
a(alA/at)

(3.71)

16方程式 (3.61)との対応で 61/6(pdV)と書きたいところだが,以下では,通常そうするように,汎関数
微分の記号 61/6pに体積要素 dVで割ることを含める･
17バロトロビー流体 (令,等エントロピー流体)に対しては (2.38)である･
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によって定義する･合成関数の微分規則において (3.9)を援用すると,Euler的な運動量
密度 62/6uとLagange的な運動量pAとの間の関係が

62
- --pA∇lA
6u

(3.72)

のように求められる18.ここで,bAi-alA/axiを用いた.式 (3.68)に代入すると,循
環は

r(C(i,,--fc(i,ipAdlA- -//S(i,d(吉pA)∧dlA (3･73)

とあらわされる･最右辺の面積分はC(i)を線にもつ任意の向きづけられた曲面S(i)に
わたって行う.

4 流れの安定性に対する WKB法について

流れの安定性を調べるとっかかりは,加えられた撹乱の振幅を無限小とする線形安定性

解析である.速度場を基本流U(x,i)と撹乱ii(x,i)にわけて,撹乱 iiが増幅すれば基
本流 U は線形不安定であるとする.後ほど取り上げる話題のために,コリオリカも含め

ておく.全体として角速度 口で回転する座標系での縮まない流れの安定性について考え

てみたい.地球の大気や海洋の大規模な流れを念頭においている.

Euler方程式 (2.8)にu-U+ilおよび圧力Pに対する同様な分解を代入して,撹乱
振幅について 2次以上の項を省略すると,

芸 +(h･V)U･(U･∇)ii+20x包ニ ー∇P, (4･1)
∇･i1 - 0 (4.2)

が残る.オーソドックスなアプローチは,ii,15cx:exp(-iLJt)型の時間依存性を仮定し,領
域D上での (4.1)および (4.2)の解で境界条件を満足するit,Pが存在するようにUを決
める.いわゆるモード解析である･一つでも虚数部Im回 >0なるモードがあれば,初期
条件を選べば撹乱は指数関数的に増大できるので,基本流は線形不安定といえる19.残念

ながら,D上で大域的なモード解析を実行することは一般的な状況においては容易なこ

とではない.離散スペクトルの計算自体複雑だが,それだけではすまない場合も多い.

短い波長の撹乱に限られるが,一般的な流れの各流線近辺の3次元線形安定性を手軽に

調べることを可能にする方法が 90年代に登場した･WKB法である[25].上記の方法と
は対極にあるので,局所安定性解析ともよばれる.まず,撹乱の形を波束型に仮定する.

il(x,i)-a(x,i)exp[沌 (x,i)/〔]+CIC.

18この形は Clebsch変数による表現を連想させる.
19これはスペクトル的不安定とよばれる.
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C.C.は複素共役項をあらわす略号である.位相 ◎の勾配が波数ベクトル k,すなわち,

k:=∇◎であるので,小さなパラメータ Eの導入は波長が短いことを意図している.罪

圧縮性流体中においては波が存在し得ない.強いて波とよべるものがあるとすれば,基本

流によって運ばれるものだけなので,

聖 霊 ･(U･∇)◎-oDt (4.4)

を仮定する.これをアイコナール方程式という.以上の設定のもとで,撹乱に対するEuler

方程式 (4.1),(4.2)は特性方程式系に帰着する･

空
虚
埜

亜
坐

離

-U(x,i),

- -kjVUj)

-(a･∇)U+2[k･(a･V)U]芸
-2(-笥･nxa･ (4.5)

ここで, k:-Lkl,tは 3×3単位行列である･初期条件をさまざまに変えて常微分方程
式系(4.5)を解いて,撹乱振幅 La(i)tが増大することがあれば,基本流Uは不安定とい
うことになる.時間tについて指数関数的に増幅する不安定のみならず,代数的に増幅す

る不安定も捕まえられる.

WKB法の効力は,思いの外,強力である.｢流線が楕円型に閉じた流れは不安定であ

る｣ことから始めて,さまざまな流れの安定･不安定性をそのメカニズムも含めて次々に

明らかにしていった.最近でも,非回転系の場合であるが,渦輪の新しい不安定性を見つ

けるのに役立てることができた【261･

汎用性や使い勝手の点で,WKB法は申し分ない.短波長という制約も,単純な系で計

算できる実際の大域モードと比較してみると,長波長側への外挿が結構効く.が,いくつ

か疑問が残る.｢いったい,アイコナール方程式 (4.4)とは何者だろうか?｣さらに,この
方法を非線形の方向に拡張しようとすると,とたんに指針を失う.振幅について 2次以上

の方程式を導けばすむというものでもなさそうである.基本流もそのままではいられず,

撹乱による基本流の修正にまで目をやらなければならない.｢WKB法の非線形への拡張

はどのようにすればよいのだろうか?｣

このような疑問への答えを見出す手がかりが,気象学をはじめとする地球流体力学の分

野で展開されている波動 ･平均流相互作用 (wavemean-flowinteraction(WMFZ))

の理論にある【27]･GjajaとHolmは,回転成層流中の非線形波動に関して,｢撹乱に比べ
て,平均流 Uが時間的にも空間的にもゆっくりと変化する:U-U(ex,Et)｣ことと ｢撹

乱にともなう流体粒子の変位 αEが小さい｣ことを仮定して,平均流と撹乱を支配する方

程式を,微小パラメタ-E,αについて最低次から逐次導出した.§3.1の形式の変分原理
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を頼りに,ラグランジアンのレベルで Lagrange平均の操作を行うことによって,この手

続きを高次まで手際よく自己無撞着に実行できるプログラムを提示した.Lagrange平均
は粒子ラベルのつけ替えと折り合いがつくので,平均操作下でも渦のトポロジーは保たれ

る.すなわち,平均流速場と平均渦度場に関する循環およびヘリシティは時間について一

定不変である【13]･Euler平均だとそうはいかない.上述のWKB法はEuler的記述に終
始している.

WMFI理論では,流体粒子の変位 Eに対してやはり波束型

i(x ,i)-a (eX , et)exp
4,(ex , et)

丞 x,et)-一品 頼 ,et)-

k(EX,et)- 怠 納 Et)-

を仮定する.そして,

+C.C.

∂¢(E33,Et)
∂t e '
∂¢(EX,et)
∂x e

(4.6)

とおく･WKB法の設定と似ているようであるが,(4.3)が撹乱速度場に対するものであ

るのに対して,(4.6)は撹乱を受けた流体粒子の変位に対するものであることに注意され

たい.前者が Euler的な量であるのに対して,後者は Lagrange的な量なのである.

WMFI理論において,撹乱からの跳ね返りはないとして平均場を固定して扱ったもの

が,流れの線形安定性の取り扱いに相当する.この仮定のもと,Gjaja-Holm撹乱方程式

中のLagrange的な量をEuler的な量に翻訳すると,WKB法との接点が見えてくる【28].
3日目では,回転系での流れの安定性に関して最近考えていることについて触れる予定で

ある.
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