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周期波の弱非線形解析

小川 知之*

1 はじめに

応用の観点からの分岐解析を紹介する.ここでいう分岐理論とは,局所分岐理論いわゆ

る弱非線形解析を意味する.すなわち自明解 (もしくは解析可能な解)の臨界安定点の近

傍で非自明解を構成する.そのためには特異点まわりの標準系理論による分岐の分類論に

とどまらず,個々のモデルに応じた非線形性から実際に標準系の各係数を決定する必要が

ある.こうして分岐した直後の非自明解は自明解からのずれも当然小さく小振幅解であ

る.しかしながら最も退化した多重分岐点まわりの局所分岐の結果は多くの知見を与えて

くれる.

分岐解析の方法論に着目した場合,対象は熱対流や Couette-Taylor問題などの流体問

題に限らない.生物のパターン形成や化学反応系の空間パターン形成などにも分岐理論を

適用して理解できる現象は数多く見られる.こうしたパターン形成の問題では,2つの相

の境界がはっきりするような,解としては大振幅のレイヤー解を問題にすることも多い.

これに対しては分岐理論ではなく,特異摂動法による解析が行われる.そこでは特定のパ

ラメーターの極限的な状況においては,系の状態が 2つの極端に異なる速さで動くダイナ

ミクスに分解されることを用いる.

このようなパターン形成の問題でも,局所分岐理論の適用は極めて有用である.すなわ

ちまず,自明解の分岐点を決定し非自明解を構成する.次にパラメーターを動かしながら

非自明解の枝を追跡する.このようにして大域的な分岐図を描くことが,計算機援用証明

などにより進みつつある.(例えば計算機援用位相的方法で,[4][14]参照.)特異摂動法で

構成した解も,自明解に繋がっている1ならば,この大域分岐図のどちらかの端にあるは

ずである.すべての非自明解が自明解からの分岐の繰り返しで得られるかどうかはもちろ

ん問題に依存する.分岐図上で自明解と非連結な解を見つけることは別の問題であるが,

一般的な方法はない.

さて,定数定常解が分岐するときある特定の波数付近の周期モードの不安定化によるこ

とが多い.これは波数関係式で概ね理解することができる.しかしながら,不安定化する

波数が連続的にあるので厳密な扱いは一般に難しい.そこで,例えば有限区間に周期境界

条件を課し波数を離散化し方程式をフーリエ級数で書き直すと便利である.周期境界条件

は,計算機上でシミュレーションする場合は別として,実現可能性の低い境界条件であろ
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1これは保証の限りではない.たとえば2つの特異摂動解が途中で saddle-node分岐的に消滅している
ような場合はそれ自身独立した分岐ブランチである.
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うが,多くの実験で周期構造が広い領域で見られることから,周期構造自身を調べるとい

う立場で考えることにする.

波数離散化により偏微分方程式は実際には加算無限個のフーリエ係数に関する常微分

方程式系になり,さらに臨界点の近くでは有限個の主要なモードに対応するフーリエ係数

のみの常微分方程式系に還元することができる.そこでは偏微分方程式の解の時間発展が

有限次元の常微分方程式系に橋渡しされ力学系の分岐理論と結びつき,異なる基本周期

モードの非線形相互作用が明らかにされる.こうした解析をまず比較的簡単な偏微分方程

式 (非対称 Swift-Hohenberg方程式)や活性 ･抑制型反応拡散系におけるTuring不安定

性の結果生じるパターンを題材に紹介する.相互作用の結果,単純な周期波のみでなくい

くつかの周期波の重ね合わせの複合モード波が現れること,特に Kuramoto-Sivashinsky

方程式では変調波のような非自明な複合モード波が積極的に選択されることを紹介する.

また波数選択性 (Eckhaus不安定性),2次元での6角形パターンとロールパターンの

安定性の問題なども議論する.

2 反応拡散系の Turing不安定性

問題提起としてTuring不安定性から始めよう.Turing不安定性は反応拡散系における

パターン形成の基本的なメカニズムとしてよく知られる.本稿では線形安定性解析にとど

まらず,その結果どのようなパターンが得られるかを解析する.まず nlring不安定性が

何かを復習しよう.常微分方程式系 :

(: == gf((uu,,vv才

が,漸近安定な平衡点を持つ状況を考えよう.例えば

(;('uu,,vv,'≡

u-u3- V

3u-2V

(2.1)

(2･2)

とすれば原点が唯一の平衡点でかつ漸近安定である.このとき次の反応拡散方程式系 :

(:tt≡ 芸:AAvu二gf('uu:告 ｡o (2･3)

は Neumann境界条件 :
∂u ∂Jt1
- - - -0, x∈∂O
an an

の下では自明な定常解 u-V-Oを持つ.ここで,0は R またはR2の境界のなめらか

な有界街域とする･u-V-0は(2.1)の解としては漸近安定であるにもかかわらず,紘

散係数の取り方によってはこの自明な定常解が(2･3)の解として不安定化することがある.

それをTuring不安定性という.
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実際,u-V-Oのまわりでの線形化固有値問題を波数 kのフーリエモード毎に行う

と次を得る.

i
lA - -k2DuA+fuA+fvB
入B ニ ーk2DvB+gun+gvB

(2.4)

ここで,fuなどは fu-監(0,0)などとする･したがって行列

･k- (fuLk2D u gu亮 Dv)
が実部正の固有値を持つか否かが問題となる･u- V -0は (2.1)の解としては漸近安定

であるという仮定からtraceMo-fu+gv<0かつdetMo-fugv-jLgu>0である.し

たがって Mkが実部正の固有値を持つのは detMk<0となることと同値であり,そのと

き実数の正固有値をもつ.さて

detMk-fu9 V - fvgu-(Dvfu+Dug,U)k2+DuDvk4

であるので,Dvfu+Dugv>0かつ (Dvfu+Dugv)2-4(fugv-fvgu)DuDv>0であれば

よい.そのためには Duに対して Dv を十分大きく取ればよく,不安定化が起こる瞬間で

はk;Ykc-(ム窒語 り 1/4の波数のフーリエモードが不安定化する･
以上は線形安定性の議論であり,もちろんこのことからすぐに臨界波数付近の周期パ

ターンが分岐することが結論できるわけではない.非線形項まで込めた解析は後の6節

に譲るが,(2.3)を数値計算すると周期定常解が現れることが確かめられる.また空間2

次元で数値計算すると,まずは局所的なロールパターンを張り合わせたパターンが現れ,

徐々に統制され空間的に一様なロールパターンに近づく様子が観察される.ここでもし非

線形項が (2,2)のような奇関数でなく

(;('uu,,vv,'≡ 冨u-I;V-au2-V (2･5)

のように2次の項を持つ物である場合は,ロールパターンよりむしろ6角形的に並んだ

ドット状のパターンが顕著に現れる.こうした2次元のパターンの競合は8節で議論する.

3 Swi托-Hohenberg方程式の周期解と Eckhaus不安定性

しばらく反応拡散系から離れて,分岐の計算にとって単純で,かつ構造的にはTuring不

安定性と同じであるようなモデルを考察しよう.Swift-Hohenberg方程式は熱対流のロー

ルパターン形成などを理解するための最も単純な方程式として知られる.

･sH) 芸ニト(1+A)2)u-u31
Raileigh-Benard対流のBousinesq近似モデル ([2日5][6])からのSwift-Hohenberg方程式

の導出は[5]などにあるが,おおざっぱに言うと定数定常解の線形化固有値問題の臨界固
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有ベクトルを求め,それが方程式の波数関係式 (後述)に現れるようにした現象論的モデ

ルである.なお,Bousinesq近似モデルにおける波数と臨界レ-リー数の関係や臨界固有

ベクトルを求める手続きは[2]を参照されたい･また,(SH)のRaileigh-Benard対流のモ

デルとしての正当性に関する議論は【15]にある･

ここでは[3]に従って,(SH)の周期定常解を形式的に求めさらにその線形化安定性を計算

してみよう･そのため(SH)の線形部分にu-en+ikxを代入し波数関係式入-U-(1-k2)2
を得る.これは,i/>0のとき kFYl付近で不安定化が起こることを意味する.そこで

I/-E2としてスケールされた変数 T-C2t,x-EXを用い,振幅方程式に帰着させると

便利である･すなわちu-E(A(T,X)eix+A(T,X)e~ix)を(SH)に代入し C3ixなどの高

波数成分を無視すると,Ginzburg-Landau方程式 :

堅 - 4宗 +A-3lAl2A∂γ

が得られる.

さて (3,1)は厳密解として次の定常解を持つ.

Ao(X;LJ,4,,E)- !二坐 ewxeiQ7 lu2l<盲

1

3

(3,1)

(3,2)

ここで 車は任意である.従って形式的には(SH)が次の形の定常解をもつことがわかる.

uo(x;LJ,¢,E)-E
1-ALL)2

3 ei'1･EU'xeiQ+cIC･･0(E2), lw2l<去 (3･3)

ここで C.C.は直前の項の複素共役を表す.ところで,uoの波数は k-1+EWであるか

ら,lLJ2l<壬は U>4(1-k)2に相当し両辺に (1+k)2穴ゴ22をかければ,U ,Yoで漸近

的に l/>(1-k2)2で,すなわち波数関係式が正となるとき非自明な定常解が存在するこ
とになる.

さて (SH)を(3.3)のまわりで線形化し形式的に不安定性を調べてみよう.(SH)の線形

化方程式 :

vtニー(1十 ∂2)2V十 E2V-3壷

に (a ,b)を未知として摂動

V-eqt(aei(1+Ea)I+be~i(1+Ea)I)

を代入し,波数 pcを適当にとれば,摂動が不安定 (cT>0)とできるような LJに対する

条件を求める.ここで,a -LJ+K,,a-LJ-PCであり(a,b)-(0,0)でない非自明な摂

動を見つける.少々煩雑だが,

E2-(1-(1+EG')2)2-2E2(1-4LJ2)

-i2(1-4LJ2)
-E2(1-4LJ2)

62-(1-(1+Ea)2)2-2C2(1

-395-

4W2))(冒)
-J(冒)



講義ノー ト

となるので,大きい方の固有値を C'l(IC)とすると,

Ul(FC)
62 --(1-4LJ2)- 4FC2+ (1-4u2)2+64LJ2fC2

が得られ,4LJ2>1/3のとき不安定になることがわかる･これは Eckhaus不安定性と呼

ばれ,上のこととあわせると,3(1-k2)2> l/> (1-k2)2では周期定常解は不安定とい

うことになる.

実は同様の形式的計算は複素Swift-Hollemberg方程式 :

芸-(U-(1+芸)2)u一回2u (3A)

でもでき,近似解でなく厳密解があることからむしろこの方が見通しがよい.ここからも

同様のEckhaus不安定性が得られ,(3.4)と(SH)の間の関係や厳密なEckhaus不安定性

の説明は[16]に詳しい･

この節では,(SH)に焦点をあてて,形式的にではあるが周期構造の出現とその線形化

安定性を調べた.次節以降では周期パターンとその分岐を初等的な方法ではあるが厳密に

解析する試みを紹介する.解の挙動の全体を低次元の力学系に帰着させるので線形化安定

性だけでなく解のダイナミクスをより詳しく調べることもできる.

4 波数離散化と周期解のモード臨界点

次の非対称Swift-Hohenberg方程式に着目してその周期パターンあるいは異なるモード

の周期パターンの相互作用を調べ局所分岐解析の実際を見てみよう.

･-sH, 霊ニト(1+芸)2)u-p(針 qu3

u(i,I)∈Rが未知関数で,I/,P,q∈R は定数･定数q>Oで p-0のとき前節ですでに

述べた (SH)となるが,pは u rj-uの対称性を崩すパラメーターである･熱対流の問題

で,上面もガラス板で覆われ上面底面とも同じ境界条件のときが p-Oに,上面が自由

境界のときが p≠Oに対応すると考えられる･また特に (mSH)で q-0かつ p≠0の

ときをKuramoto-Sivashinsky方程式と呼ぶことにする.通常t/-1かつ q-0のときに

KuramotoISivashinsky方程式と呼ばれるが,ここでは UをKuramotoISivashinsky方程

式の安定性のコントロールパラメーターと考えることにする.

まず u(i,I)≡Oが解なので,そのまわりの線形化安定性を次の分散関係式から調べて
みよう.それには方程式の線形部分に u=e入t+ikxを代入し波数 kの微小振幅の摂動が増

大するのか減少するのかをRe人の正負をもとに見ればよい.

入ニス(I/,k)-I/-(1-k2)2. (4.1)

したがってC-i(l/,k)Il/-(1-k2)2)が中立安定曲線を与える.特に l/<0のときには

すべての波数域にわたって摂動は減衰することがわかる.(それだけでなく実は l/<0の
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とき u=Oは大域的に漸近安定であることもわかる.)一方, I/>0のとき k-1を中心

としたある波数域の摂動波が増大する.このことは Swift-Hohenberg方程式における不

安定化がTuring不安定化と同じ構造であることを意味する.周期パターンが現れる直感

的な説明は前節で述べたが,厳密には分岐理論が必要になる場面である.

さて系のサイズに比べて得られるパターンサイズが小さいときはむしろ無限区間の問

題として理想化した方が自然である.しかしながらここでは無限区間の困難さを避けるた

め,有限区間x∈[O,L]に周期境界条件を課して考え,しかる後に区間サイズ Lを大きく

して無限区間での何らかの情報を引き出すことにする.数値計算でも無限区間で解くこと

はできないので区間サイズを大きくして周期境界条件を課して解くことが多い.したがっ

てここには計算機という実験道具から得られる現象を説明したいという動機もある.

周期境界条件とはすなわちu(i,x十L)≡u(i,x)である･これにより,許容される波数を

離散化できる:k∈(27T/L)Zすなわちk-(27T/L)m,m∈Z.解析する上での大きなメリッ

トがここにある･波数 (27r/L)mの周期波を m モードの波と呼ぶことにする･言い換え

ればモード数 mは区間長 Lが周期波の基本周期の Iml倍であることを表す･k0-27T/L
とおき,各モードmに対して Re入-0となる集合を (I/,ko)空間の中で

cm -((i/,k.)lu-I/m(ko)-(1-m2k.2)2)

とおく.これは,l/だけでなく区間サイズ Lもパラメータ (可変できる)と捉えて (莱

際には便宜上 k0-27T/Lを用いる),そのパラメータ空間の中で cm がm モードの波に

対する安定性の臨界集合であるということである.さて n≠n/として2つの曲線 Cn と

CnJの交点でのパラメータ値は ko≠0のとき

U-un･n,:-(宗 雲 )2 (4･2)

k.2-(k旨,n')2:- n2三 n,2 (4･3)

であるので,3本の異なるCml,c m 2,c m 3が (I/,ko)-(1,0)以外で同時に交わることはな

い.したがって区間サイズ L (もしくは ko)を固定するごとに次のⅠ.II.のいずれかが

起こる･ただしここでU･(ko)-崇2um(ko)と定める･

Ⅰ.(単純臨界点)あるn≧1があって,次が成り立つ･l/*(k.)-un(ko)で Iml≠ nで

あればl/*(ko)<i,m(k｡).(このような l/辛(ko)-I/n(ko)とおく.)

II.(多重臨界点)あるn≧1があって,次が成り立つ･I/.(ko)-un(ko)-I/n+1(ko)で

回 ≠ n,n+1であればl/.(ko)<I/m(k.).(このような (U.(k｡),k.)-(l/n,n+1,k.n･n'1)
とおく.)

前節での議論の示唆するところでは,l/が L/n(ko)を少しでも上まわればⅠ.では m モー

ドの周期解が出現するということになる.またⅠⅠ.のように (I/n･n'1,k.n,n'1)の近くでは

m,m+1モードの周期解が出現するはずであるが,これらは共存するのだろうか?安定性

はどうなのか?例えばEckhaus不安定性などとどう関連するのだろうか?あるいはm,m+1

モードの周期解だけでなくその複合型解が出現したりしないか?こういったことを次節以

降で詳しく調べてみよう.
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5 フーリエモードの方程式と中心多様体への縮約

簡単な分岐の実例でウオーミングアップを始めよう･状態変数 x(i)∈Rが微分方程式

i:-f(x;p) (5.1)

に従うとする.ここでは記号 は̀もっぱら時間に関する微分を表すことにする,すなわち

i-dx/dtである.また pを分岐パラメーターとする.さて,状態変数がある種の対称

性を持つ場合を考えよう.もっとも簡単なものは反転に関する不変性

Jト∬;〟)ニーJ(∬;〟) (5.2)

がある場合であろう.すると,まず J(0;〟)-0で,∬ -0は 〃の如何によらず平衡点で

あることがわかる･この平衡点 Oの安定性は df/dxr(I;p)=(o;p)の正負で決まるが,p-0

がその正負の臨界点 (特異点)であるとしよう･したがって df/dxl(I;p)=(o;o)- 0であ

る.さらに必要ならpと 3;を適当に変数変換することにより,f(I;p)のテーラー展開は

∫(∬;〟)-〃∬士∬3+- となる･よって (∬,〟)-(0,0)の近傍での平衡点と安定性は ∬3

の項の正負に応じて普遍的に決定できる.〃x-x3 の場合が超臨界2 (スーパークリティ

カル)熊手型 (Pitchfork)分岐,px+x3の場合が亜臨界 (サブクリティカル)熊手型分

岐である.局所的にではあっても高次の項の摂動を無視できるのはここで得られたものが

構造安定であるからである.

次に p-(pl,P2)∈R2を分岐パラメーターとする2次元の力学系

i
i:-I(I,y;p)!'/ .,/(I･.I/:/lJ

(5.3)

を考えよう.ここでは対称性

f(-I,y;p)ニーf(I,y;FL),f(x,-y;〟)-I(I,y;p),

9(-I ,y;FL)-9(I,y;P), 9(I ,-y;〟)-一g(I,y;P)

を仮定しよう･上と同様 (x,y)-(0,0)はつねに平衡点であるが,退化した特異点のまわ

りの分岐を調べよう.退化とは2つの特異点が同時に存在している状況で,適当な変数変

換により,(5,3)は以下と同値である･

(≡==yx('pp21.'aa2111xX22.'aa2122yy22.'oo('44,'～, (5･4)

ここで 0(4)はx,yに関して4次以上の高次項を表す･(5.4)の分岐点 (FL,I,y)-(0,0,0)

の周りのダイナミクスを分類しよう･非線形項の係数 (aid)によって異なるが,ここでは

2超臨界/亜臨界という言葉に関してはニュアンスの異なる使われ方がある.非自明解のブランチがパラ

メーターの増大する方向に出るときに超臨界という定義もあり得るが,ここでは,分岐点の定性的な性質

を重視して,非自明解が安定解として分岐する場合を超臨界,逆に不安定解として分岐する場合を亜臨界
と呼ぶことにする.
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すべての aij<0の場合を見てみよう･このとき (5･4)のアイソクライン (ヌルクライン

と呼ばれることもあるが,I(I,y),9(I,y)それぞれの零点集合のこと)を考慮に入れると

相図が描ける.一見似ているが (a)α11α22-α12α21<0,(b)α11α22-α12α21>0の場合に

異なる相図が得られる.対称性があるので相空間のなかの第 1象限のみ着目すれば十分で

ある･元の平衡点 (0,0)から単純分岐で得られた (x*,0),(0,y*)以外の平衡点を (x*,y*)
としよう･(a)の場合には (x*,0),(0,y*)が安定であるのに対して,(b)の場合には (x*,y*)
が安定, (∬*,o),(o湖 )は不安定となる.α11α22-α12α21-0の場合には構造安定性が失

われる状況があるので3次の項までの解析では不十分である.

図 1=(5.4)の分岐ダイアグラム･パラメータ空間が6つに分けられてそれぞれの領域で

(5.4)の相図を示す.相図中で黒丸は安定,白丸は不安定平衡点を表す.また太矢印のよ

うにパラメータを動かすと超臨界熊手型分岐が見られる.

上の2つの例は対称性下での単純な分岐現象であるが,実は普遍的で同様な対称性を持

つもっと複雑な系の解の様子を調べるのに有効である.本稿の主題である周期パターンの

モード相互作用も実はこれらに帰着される.すなわち,定数定常解の不安定化が起こると

き2通りの場合があることを前節最後に述べた.結論から先に言うと,Ⅰ.,ⅠⅠ.の場合がそ

れぞれ上の1次元および2次元の力学系に帰着されることになる.Ⅰ.では単純にnモード

のみが不安定化するのに対して ⅠⅠ.では n,n+1モードの不安定性が同時に起こるという

ことである.もちろん勝手に与えた区間サイズによって後者が起こる可能性はほとんどな

いが,非線形現象の解析ではⅠⅠ,のような退化した点の近傍の構造が,実際に解析できる

のは近傍だけであるにもかかわらず,より広範囲の構造を規定することがしばしばある.

しかもここで扱う問題の場合にはこうした退化した点が区間サイズを大きくすることに

より先端の分岐点に集積している.
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今まで ｢モード｣という言葉を漠然と使ってきたが,ここではフーリエ展開した各フー

リエ係数のことである.従ってモードのダイナミクスを記述するにはフーリエ係数の微分

方程式を求めなければならない.実際未知関数 u(t,I)は xに関する周期関数としている

のでuをフーリエ展開しよう.すなわち周期境界条件下で許容される波数すべてにわたっ

て分解して,

u(t,x)-∑αm(i)eimkox (515)
m∈Z

関数u(t,I)は実数値としているので,m,-mのフーリエ係数は互いに複素共役:α-m -百蒜

である.これによってuに関する方程式(mSH)をフーリエ係数に関する方程式に直すと,

a'm- Amαm+pk.2∑ mlm2αmlαm2- q ∑ αmlαm2αm3,m∈Z,(5･6)
ml+m2-帆 ml+m2+m3-帆

となる.ここで,入m -A(i/,mk.).また α_m - 霜 より(5.6)は実質 m≧Oで考えれば

十分である.

さてⅠ.の状況下では n モードの固有値 (入n,L n )のみが臨界でそれ以外は実部が負

である.上の方程式系(5.6)をこの2つの部分 (臨界モードとそれ以外)に分けることを

念頭に以下のように書き表してみよう.

(wy==gf((vv,,ww,'==AAIvw二fg22((Vv,,Ww), (5･7)

ここで,V-αnで Wはそれ以外のすべての m ≧0モードのフーリエ係数とする.ま

た f2(V,W),92(V,W)は各フーリエ係数に関して 2次以上の項で,線形部分は各対角成分

が対応する Am の対角行列 Ao,A_で表せる.詳しくはこの節の後ろに述べるが,中心

多様体理論 ([1】参照)の教えるところでは,上の方程式系(5･7)は臨界モードのみに限

定した方程式系に帰着できる.すなわち臨界モードの数と同じ次元 (複素 2次元である

が複素共役対称性から複素 1次元)を持つ原点を通る方程式系(5.7)の不変多様体 Cが

あり,原点では γ平面に接する.さらに原点近傍のすべての軌道は時間とともに指数的

に Cに吸引されることがわかるので C上のダイナミクスを調べることが本質である.原

点近傍で不変多様体 CをW-h(V)のグラフとしてあらわせば,C上のダイナミクスは

カニf(V,h(V))となる･さて V-αnはnモードのフーリエ係数であったからもとの関数

は姉 x)-αn(i)einkog+研 e~inkoxで近似されることになる･ところが,u(t,I)の方程

式は平行移動に関して不変であるから,u(t,I+0)も勝手な 0に関して解になる.した

がって Vのダイナミクスを記述する方程式は写像 vrjveinkoOに関して不変であるべきで

あろう.これはf(V)-f(V,h(V))が einkoOf～(V)-f～(veinkoO)をみたすことである.この対

称性が何をもたらすかもう少し見てみよう.極座標表示によりV-rei4,と表すと

b- iei¢+irei¢4'-f～(rei卓)-et¢f～(r).

したがってi-R′ef(r),i-Imi(r)/rと同等であり,特に rだけの独立した方程式が得

られたことになる.ここで,改めて (重複する記号だが) f(r)-Ref(r)とおけば,も

う一度対称性を 0-7Tで用いることによりfの対称性 f(-r;A)--f(r;A)が得られる.
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よって (5.1)(5.2)で議論したように分岐点近傍のダイナミクスは i-入r土r3で与えられ

ることになる.しかしながら以上の対称性の議論だけでは結局3次の係数は (正負のみな

らず Oでないことも)決定できない.これでは分岐がどちら側に出るのか,すなわち熊

手型分岐が超臨界的に起きるのかあるいは亜臨界的に起きるのかがわからない.この係数

をいかに計算するかは次節で解説する.

ここで中心多様体へのリダクション (縮約)を簡単にまとめよう.(詳細は [1][8][171を
参照されたし.)有限次元であれ無限次元であれBanach空間X上で次の方程式を考える.

芸 -Ax+f(I) (518)

ここでAは X 上の線形作用素で微分可能な半群 eAtを生成するとし,さらにf:XぅX

は2次以上の十分なめらかな作用素とする.すなわち Ilf(x)ll≦Kllxll2とする.半群の

性質を用いると定数変化法をはじめとして有限次元での考え方を自然に拡張できる.さて

Aはnc(有限)個の実部 Oの固有値をもちそれ以外の Aのスペクトルは左半平面にある

と仮定する.より正確にはXが 2つの A不変な部分空間に分解され :

x- xcoxs,A(Xi)cxi(i-C,S)

次の条件が満たされるとする.

i)dimXc- nc< ∞

ii)スペクトルの条件･∂>Oとして

Re(J(Ac)) -0

Re(C,(As))<-6

iii)Asは i>0で微分可能なXs上の半群 etAsを生成し次が成り立つ.

lletAsHL(XS,iXs)<Ce~6t

iv)llfi(xc,xs)lLxi≦Kllxllを

ただし Ai(i-C,S)は Aの Xiへの制限で,これを用いて (5,8)は次の形で表せる∴

i
d二rC
,I./i,-Acxc+fc(xc,xs)
音 -Asxs+fs(xc,xs)

(5.9)

(5.8)でもし非線形項がなければ(xc,xs)∈xcOxsの xs成分は指数的に減衰する･さ

らに Xcは(5.8)で不変なのでこの力学系のダイナミクスは Xc上のダイナミクスで支配

される.もし非線形項があってもこれと同様の事が成り立つ :すなわち原点近傍ではXc

に接し,xcと微分同相な不変多様体 ∑ C があって全体のダイナミクスは ∑ C 上の流れに

帰着する.これは隷属原理とも言われる.
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定理 5.1上の仮定の下で

i)(5･8)に中心多様体 ∑ C が存在する･∑ C は局所的には Xcからのグラフ :∑ C -

((xc,4,(xc));xc∈U⊂Xc)で表せて*:UIXsは連続微分可能で

4,(0)-0,D4,(0)-0

を満たす.

ii)(5.8)を ∑ C 上に制限した縮約力学系は常微分方程式 :

dxc
盲--Acxc+fc(xc,4,(xc))

で与えられる.

iii)十分小さな初期値をもつ(5.8)の解 x(i)に対して上の縮約方程式の解 xc(i)が存在

してある7>0を用いて次を満たす･

x(i)-(xc(i)+0(e~Tt),*(xC(i)+0(e~Tt))

さて,有限次元であれば上の中心多様体定理の仮定は固有値に関する確認を行えばい

いだけで単純である.一方,無限次元力学系では半群を生成するか否かなど細かい確認が

ケースバイケースで必要になるが,(mSH)などの散逸系方程式は境界条件に応じて適当

に関数空間を定めてやれば,その線形作用素部分がセクトリアル作用素 ([13]参照)と呼

ばれるものになり,解析半群が生成されるので,上記の設定に持ち込むことができる.な

お,今考えている周期境界条件の設定では関数空間

x-(u
∈H14oc;u(I+L)-u(x),冊l妄-∑ Jcyml2(1+m2)4

m;Z･a-.2(1･-2)4<-i
を用いればよい.

さらにⅠ.の単純臨界点の場合には (αn,α_n)に対応する固有空間をXc-C2とすれば

よい.結果として,ダイナミクス全体を複素 2次元の不変多様体上に帰着することがで

きる.もちろんα_ふ-両 なので,実際にはその中の複素 1次元のセクションを考察すれ

ば十分である･ⅠⅠ･の多重臨界点の場合には (αn,αn'1,α-n,α-(n.1))に対応する固有空間
xc= C4を用いて,複素4次元の不変多様体上に帰着し,最終的に対称性で複素2次元

のダイナミクスに縮約できることになる.

上の中心多様体縮約は実は対称性を保存したまま行うことができる.すなわち中心多様

体の構成は,方程式 (5,8)が滑らかな群作用 7∈Gに関して不変である場合,中心多様

体 (したがって関数 4,も)も7∈Gに関して不変であるようにできる.先にも述べたよ

うに方程式 (5,6)は空間座標に依存しない偏微分方程式から得られたものなので,自然に

次のような対称性をもつ,すなわち方程式が次で不変である.

70((αm)m∈Z)-(eim′0αm)m｡Z, a∈[0,27r) (5.10)

これは未知関数 u(i,I)を u(i,I+0/ko)に平行移動することに対応する･したがって方

程式 (5.6)に関する中心多様体も7βに関して不変である･

-402-



｢summerschool数理物理 2003 -流体力学 ･乱流の数理-｣

6 周期解の単純分岐

はじめから中心多様体の一般論を用いて低次元のダイナミクスに帰着すると,分岐方程

式の解析のためには中心多様体の詳しい情報が必要となる.そこで,少し見方を変えよう.

先ず元の方程式系に適当な座標変換を施し,後々分岐解析をするのに都合いい形に直すこ

とを考える.その際の指針となるのは平行移動から来る対称性(5.10)であるが,実は,座

標変換により2次の項が消去できれば,中心多様体上のダイナミクスを求めるのに都合が

よい･実際,(mSH)で p-0,q-1の場合 (すなわち(SH))は,フーリエ係数の方程式

(5.6)を眺めるとそもそも熊手型分岐の方程式と類似していることに気づくであろう.

(SH)ではすでに2次の項がないので,どうなるか見てみよう.(5,6)を次のように書き

改める.

a.m -入mαm - ∑ αmlαm2αm｡- ∑ αmlαm2αm3, (m∈S)
ml+m,2+m･3=m ml+m2+m3-m
m1,m2,m3∈S ml≠Sorm･2≠Sorm3¢S

α読′-入mlαm/- ∑ αmlαm2αm3 (m'¢S)
ml+m2+m3-m/

ここで,S-(n,-n)は臨界モードに対応する番号の集合とする･u F"n(ko)ではRe入m宍ゴ

0(m∈S)かつReAm,< -pc<0(m′蛋S)なので,この段階で改めて中心多様体の縮約を

行う･こうして得られた中心多様体を CIとする･転l-0(6)であるかぎりW -h(V)-
0(∂2)であるので,縮約したダイナミクスは

dnニスnαn- ∑ αmlαm2αm3+0(64)
ml十m2十m3-n

ml,m2,m3ES

である.さて ml,m2,m3∈Sで ml+m2+m3- n をみたす組は n≠ Oのときには

(ml,m2,m3)-(n,n,-n),(n,-n,n),(-n,n,n)の3とおりであることに注意すれば,上
の式はさらに

ch -入nαn- 3αnlαnl2+o(64)

となることがわかる.極座標表示 αn- r(i)eiQ(i)により,方程式を分解すれば

(6.1)

t-入nr- 3r3+o(64), i-o(64).

⊥見これで解決したように見えるが,上の式の非摂動系は構造安定ではないことに注意し

よう･すなわち半径 r- 仰 の円周上の点はすべて平衡点である･こうした退化性は
もちろん周期境界条件を課して平行移動を許したことから来ているので,一旦それを固定

する仮定をすればよい･たとえばu(i,I)の xに関する偶関数性は保存されるが,これは

部分空間E- くくαm)∈ 0 :αm ∈R form∈Z)が (5.6)の流れで不変であることを意味

する.だからαn- r(i)∈Rに制限して考えれば十分でその方程式は単に

f-入nr- 3r3+o(64)

となる･こうして, 入n>0(i/>l/n(ko))で超臨界的に非自明な平衡点が現れることが

わかる･(6.1)の平衡点がひとつわかれば,その周りのダイナミクスも込めて平行移動か
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ら来る群作用 (5.10)で生成できる.CIは実2次元なので,こうして生成したダイナミク

スでカバーされてしまう.従ってCIのダイナミクスは,

fニスnr-3r3,め-0

と同値であることがわかる･かくして (SH)の安定な周期定常解

u(i,I)-I.1吾ei(nko(2'0))+C.C.十0(入n), 0≦0≦L/n

が得られた.ここで C.C.は直前の項の複素共役を意味し,安定とは軌道安定性 (平行移動

の自由度が残る)を意味する･この解は αnの周期性から真にL/n凋 期の周期解である

ことを注意しよう.ここで,(3.3)の形式的近似解を思い出してみよう･そこでは,l/-E2

, k-1+ELLJであったから,

An-I/-(1-k2)2-l/-(1-k)2(1+k)2宍ゴ62-4E2LJ2-E2(1-4LU2)

で,2つの結果が一致していることがわかる.

以上 (SH)では難なく縮約ダイナミクスに帰着することができたが,(mSH)ではどうで

あろうか･指針とすべきことは2次の項を消去するように,うまい変数変換(αnhi(Pn)
を構成することである.ただし,αnと Pnの 1次部分は一致させなければ中心多様体上

の座標として失格である.さらにまた(5,10)に関する SO(2)不変性を保持することに注

意して,

Pm(i)- αm(i)+ ∑ Sml,m2,m αmlαm2 (6･2)
ml+m2=m

の変換を行う.これにより2次の項が消去できるように未定係数 Sm1,m.2,m を決定すると

いう方針で計算すればよい.3次までの項をまとめると

pm -Amβm - ∑ 〈(入ml+ lm2-人m)Sml,m2,m +pk.2m1m2)αmlαm2
ml+m2-m

+ ∑ m2m3Sm1,m-ml,mαmlαm2αm3
ml十m2十m3-m

-q ∑ αmlαm2αm3
ml+m2+m3=m

となるので,各 ml,m2∈Zに対して 入ml+ 入m2-人ml十m2≠0となればよい･これを
non-resonance条件という.このとき

Sm l,m2,m -
pko2mlm2

Aml+Am2-人m
(6.3)

とすれば 2次が消去される.実際には中心多様体上の方程式で 2次の項が消えれば十分

なのでnon-resonance条件は m- ml+ m2∈Sで成立すればよい.ここで,m∈Sと

入m -0は同値なのでm - Im,1+m2∈SでAml+Am2-人ml十m2となるには次の2通り

しかない.

- 404 -



｢summerschool数理物理 2003 -流体力学 ･乱流の数理-｣

i)ml≠Sかつm2≠S

ii)ml∈Sかつm2∈S

i)のときには resonanceで残る2次の項は高次項 (4次以上)になるので無視してよい･

ii)の場合が 2次の項を消去するに当たって真に困る resonanceである･

さて,S-(n,-可 のときはm l,m 2,ml+m2∈Sとなることはない･したがって non-

resonanceである.(次節で行う複合モード解析では S-SIl-(n,n+1,-n,-(n+1))な

ので,1-2モードの resonanceが現れる.また後述する空間2次元の設定では6角パター

ンの resonanceが現れる.)以上のことより,3次の係数を計算すると次のことがわかる.

定理 6.1q>0で n≧1とする.I/>L,n(k.)で FC- I/-i/n(ko)が十分小さければ(msH)

の定常解 u(3;)でu(a+吾)-u(I)の意味で空間周期的な解が存在する･さらに u の空間

プロファイルは適当な 0∈【0,27T)を用いて

u(I)-o(､斥 )ei(nkox'0)十 C.C,+0(FC)

と表され,平行移動を除いて漸近安定である.

このことより,l/がⅠ.のような臨界の超え方をすると2次の項があろうとなかろうと3

次の係数が負であれば非自明解 (周期定常解)が超臨界Pitchfork的に分岐することがわ

かる.Kuramoto-Sivashinsky方程式でも同様のことが示せる.

最後に Turing不安定化による周期解の分岐問題を考えよう.すなわち,(2,3)を周期境

界条件3で考え Du,Dvを Turing不安定化の臨界点直後に取ったとする.

u- ∑αmeimkox,V-∑ pmeimkox
rn∈Z m∈Z

とフ-リエ展開すると,次の方程式系が得られる.

(S:m-)-M-ko(Sm-)-(-1+-S-3--.α-1α-2α-3)

行列 Mmkoは m ∈Sで臨界固有値を1つ (入Cとしよう)持つので,

･Mn k oT-1-(A.c AOs)

で対角化すると,変数変換

( apInn ) -T ( apnn)

によりm=nにおける方程 式は

( ap:nn ) - ( A.cAos) ( 完十 ( a～.n 3 ) 十 ( 0 '言n4')

となる.このうち第1行の式が中心多様体上の方程式で確かに超臨界的な Pitchfork分岐

でロールパターンが安定に現れることがわかる.

3Neumann境界条件ならcosmk｡.Tでフーリエ展開すれば同じ.
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7 多重臨界点まわりの解析と複合モード

前節で得られた結果は ｢Ⅰ.の状況でパラメーター l/が臨界値を越えて不安定化が起き

た直後には n モードの周期解が現れる｣ ということであった.ただし周期解は分散関係

式の虚数部が oなら定常解で,0でなければ周期的プロファイルをもつ進行波であった.

もちろん非線形効果がどう働くかによってこのことは自明ではないが,(4.1)の線形解析

(分散関係式)からある程度予想可能な結論である.またこのことは2.1節で述べた近似

解とも合致していた.

これに対してII.の多重臨界点の場合はどうであろうか.(I/,k｡);Y(un,n+1,k.n,n'1)では

4つの臨界モード(αm)m∈S.I,SII-(n,n+1,-n,-(n+1))がある･前節と同様に可能な

ら標準系変換で2次の項を消去した物を用い,しかる後に中心多様体による縮約を行う.

この中心多様体CIIは (αm(i))-0の近傍で局所不変な複素2次元多様体 (臨界モードは

見かけ4つだが共役対称性から実質2つ)で,臨界モード (αm)m∈Sで張られる超平面に

接しており,さらに近傍の流れを指数的に吸引している.

まず S-sll-(n,n+1,-n,-(n+1))に対してnon-resonance条件を調べよう･n -1

のとき β-1,2,-1,-2で (m1,m2)-(1,1),(2,-1),ト1,2)が resonanceである･した

がって n=1のときは2次の項を消去することはできない.実際,中心多様体上の方程

式は

(孟==JJ123?.+BA(';21.+C71122Jd7git2,㌢ oo('66.4,) (7･1)

と表される.ここで,Jl,CT2,a,b,C,d∈Rはp,qから決まる定数である.このように2次

の項があると以下のような簡単な解析ができず,解析が難しいが,そのダイナミクスは豊

富な構造をもつ･興味のある読者は[7]を参照してほしい･一方 n>1のときは容易にわ

かるように resonanceはない.さらにml,m2,m3∈SIIで ml十m2十m3- nをみたす組

み合わせはn≧1のときには

n-n+n+(-n), n-n+(n+1)+(-(n+1))

の2種類であることに着目すると次の結論が得られる.

定理 7.1n≧ 2とする.ある定数 a,b,C,d∈C と 6,FC>0が存在して,I(I/,ko)-

(un,n+1,k.n,n'1)I<,Cのとき中心多様体上-cIIのダイナミクスは,刷 IBl<6であるかぎ

り次の方程式で支配される :

i
A-A(ln+ aIAl2+bJB l2)+ o(64)

A -B(An.1+cFAE2+dIBl2)+o(64)

ただし(A,B)-(Pn,Pn+1)で Pn-αn十 0(α2)である･

なお a ,b,C,dは以下の通りである.
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a - an :- 響 -3q,

b - bn ‥- 4p2ko4n(n･1,2(三 十 慧 ) -6q,

C - cn:- 4p2ko4n2(n+1)

d - dn :-
4p2k.4(n+1)4

12(n+1)

(去 +

-3q.

2n+ 1

-6q,

命題 7.2

証明)CII上の方程式は

Pn(i) - 入nPn(i)+2pko2 ∑ m2m3Sml,n-ml,nP,nlPm2Pm3
m1+m･2+m3-n
ml,m2,m3ESII

∑ βmlβm2βm3+0(∂㌦

ml+m2+m3-n
ml,m2,m3∈SII

Pn+1(i)- 入n'lPn'1(i)+2pk.2 ∑ m2m3Sml,n+1-ml,n+'PmlPm2βm3
ml+m･2+m3=n+1
rn1,m2,m3∈SII

∑ βmlβm･2βm3+0(64)
-1+m･2+'n3-n+I
ml,m2,rn3∈SII

であたえられるので,(6･3)とm1,m2,m3の組み合わせを勘案しさらに3次の合成積から

の寄与に関しては〈n,n,-可 の順列は 3とおりで (n,n+1,-(n+1))の順列が 6とおり
であることに注意すればよい.(証明終)

簡単のため(SH)の多重臨界点から考察しよう.すなわち p-0,q-1である.中心多

様体上のダイナミクスは定理2,4,命題2.5より

(ajn･.;=ani::lTA3nLalnL26la6172n二1t21)a二72(;41,0(64) (7･3)

で与えられる.まず (7.3)の平衡点を探そう.前節と同様,はじめに偶関数に制限しr-αn

とS-αn+1がいずれも実数とする.(7.3)から r,Sのダイナミクスを求めると,

i
チエr(AnSH-3r2-6S2)+o(64),

占-S(ふns.H1-6r2-352)十 0(64)･

これは4節で登場した2次元の力学系 (5.4)である･図2は多重臨界点 (i/nP ,kon'm)まわ
りの分岐図である.

最も多くて9つの平衡点･'(0,0),(±ro,o),(0,土so),(土rl,土sl)があるが,この中で (士 rl,士sl)

を複合モード点と呼ぼう･複合モード点はo<普 く 入n.1<2人 n で存在し,サドル状の不

安定平衡点である.またこれは(SH)の複合モード定常解 :

u(I)- 士2rlCOSnk｡x士2sICOS(n+1)box+0(64)
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図 2‥(SH)における n,m フーリエモードの多重臨界点まわりのダイナミクスを (I/,k｡)-

パラメータ空間で示す.相図中で p-An, q- 入n+1で,黒丸は安定,白丸は不安定平

衡点を示す.

に対応する.偶関数に制限した場合,安定な n-モードとn+1-モード周期定常解のあい

だのセパラトリックスはこの複合モード点の安定多様体からなる.再び平行移動から来る

群作用をもちいて,他の定常解

u(I)-2rlCOSnk｡(x十0)±2sICOS(n+1)k｡(I+0)+0(64), o<o<L (7.5)

を作ることができる.ここでもう一度,(7,3)の力学系そのものを考えよう.上で得られ

た複合モード点 (およびその群作用軌道)は (7.3)の不変トーラス

T-((αn,αn+1):Janl-rl,lcyn+1巨 sl)

の上にある.便宜上 T上の点を

(rlei申,sleiQ)∈TL+(4･,4,)∈R2/(27TZ)2

で表すことにする. (7.5)からT上の 1つまたは2つの閉曲線 :

((¢,4,)∈R2/(27TZ)2:(n十1)4㍍ n4,,or (n+1)4㍍ n(4,+7T)) (7.6)

は平衡点からなることがわかる.しかしながらT上の残りの領域に関してはどうなって

いるのかは不明である.

(mSH)の一般の場合は p,q,γ‖こよって異なる･例えば Kuramoto-Sivashinskyの場合 :

p-1,q-0を考えよう.このとき命題2.5よりnによらずにa,C,d<0であり,n-2,3,4

のときb>0で n≧5のとき b<0であることがわかる.さらに n≦5のときad-bc>0
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でn>5のときad-bc<0である.したがって振幅方程式の特性はnによって異なる (図

3)･(KS)で特に顕著なところは ㍑≦5で安定な複合モード点が現れることである･これ

は CII上に安定な不変トーラスがあることを意味する.したがって Kuramoto-Sivashinsky
方程式ではパラメーター Uとシステムサイズ Lを適当にとれば複合モード波が安定に観

測されるはずである.

(SH)では上でみたように安定な複合モードは得られなかった･しかしながらこうして

分岐点の周りのダイナミクスが得られたことは意味深い.いままで n,n+1の隣接する

モード相互作用のみ考えてきたが,互いに異なる任意の n,m モードの多重分岐点で解析

することももちろん可能であり同様の結果が得られる.その際振幅方程式は

〈;
r(ln-3r2-6S2)S(lm-6r2-3S2)

である.もう一度 (U,ko)パラメータ空間で分岐図を見てみよう･ n,m の多重分岐点

からのびる2本の境界線 Sn,Smがあり,Smより右側ではm モードが n モードに対し

て不安定化しているとみることができる･Smは 直 訴 -挿誘 で記述されるので,m
モードが安定であるための必要条件は

2(I/-(1-m2ko2)2)>U-(1-n2ko2)2.

今 mモードの周期解の安定性をみているので,実際の波数 k- mkoである.従って波

数 kの波が安定であるための必要条件として

2(U-(1-k2)2)>〃-(1-(竺)2k2)2.T77J

これがすべての n,m ∈Zで成立する条件を求めると,

U>2(1-k2)2

が得られる.周期解は l/>(1-k2)2をみたす波数 kで存在するが,波数が 2(1-k2)2>

U>(ト k2)2の範囲にある波数の周期解は不安定であることがわかる･不安定であるとい
うだけでなく近接するモードでより安定な波数の周期解に移っていく過程が,区間を限定

すれば,上のダイナミクスで理解される.(図2の Smの右側領域.)一万,2.1節で見たよう

に,実際には不安定波数域 (Eckhaus不安定性)はもっと広く3(1-k2)2>U>(1-k2)2
である.したがってEckhaus不安定性の一部のダイナミクスが上で説明されたといえる.

8 ロールパターンと6角パターンの競合

(mSH)や Turing系(2.3)を2次元額域で考えよう･2次元の非対称Swift-Hohenberg方

程式は△-∂x2+∂y2として,

ut-(I/-(1+△)2)u-pl∇ul2- u3
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n+1 ●↑ 0くp
二

一r
.

O))

(C)

図 3‥n,n+1モードの多重臨界点まわりの(KS)の分岐ダイアグラムを (U,ko)-パラメー

タ空間で示す.相図は2つのフーリエモードの振幅のダイナミクスで,黒丸は安定,白丸

は不安定平衡点を示す･また p-入n, q-Ån+1で,(a)n≦4,(b)n-5,(C)n≧6の
3つに分類される.
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で,ほとんど今までの議論が平衡して成立する.Turing系についても同様である.先ず

は u=e入叶i(kx+ly)を代入して分散関係式が次で与えられる :

入-A(U,k,I)-l/-(1-k2-l2)2.

(8.1)を長方形額域 [O,Ll]×【0,L2]に周期境界条件付きで考えよう･このとき許容される

波数は(k,I)-(mko,nlo),k0-27T/Ll,l0-27r/L2,(m,n)∈ Z2である.次のことを問題

にしよう.｢着目するモード (m,n)を固定して,l/と蘭域サイズ(ko,lo)をコントロールし

て非自明な複合モードがあるか?｣

(m,n)モードの安定性に関しての臨界集合を

sm,n-((I/,k.,l.)ll/-i/(ko,lo)-(1-m2ko2-n2l.2)2)

とおく.ところで L/(k｡,I.)は m,nによらずに

cm,n-((k.,I.)lm2ko2+n2l.2-1)

上のすべての点で最小値 L/-0をとる･互いに異なる cm,nどうLでいくつもの交点があ

るが,このうち C2,0,C1,1の交点 (k.,l.)-(1/2,ヽ巧/2)に着目しよう･
このパラメータの近傍に6角パターンが含まれている.フーリエ展開はこの場合以下の

ようになる :

u(i,I)- ∑ αm(i)ei(mko,nlo).(I,y)

m-(帆,n)∈Z2

まず p-Oで対称のときAm-A(U,mk.,nlo)とおけば

αm-入mαm - ∑ αmlαm2αm31
ml+m二≧+m3-m

さて (l/,k｡,l｡)FY(0,1/2,ヽ乃/2)ではS-((土2,0),(土1,土1),(土1,〒1)) (複合同順)の6
モードが臨界で,組み合わせ計算より

Al(A(2,0) -3lAll2-6lA2I2-6IA3L2)

A2(A(1,1)-6lAll2-3lA2L2-6lA312)
A3(A(1,-1)- 6lAll2- 6lA212- 3lA3(2)

が得られる･ここで,Al- α(2,0),A2- αト1,-1),ノ43- αト1,1)である･これは,(7･2)(ひ
いては図2)の拡張であり,U>Oのとき不安定ではあるが,複合モード解 :

u(i,I,y)-ビix+ei(x+V5y)/2+ei(xJ y)/2+C.C.

が存在することがわかる.これは6角形状のパターンである.複合モード解は振幅方程式の

中で saddle点なので,初期値の取り方によっては長時間観測される.しかし結局は図2に

見られるように単一モード解 (ロールパターン)に収束する.このことはRaileigh-Benard

対流, SH方程式や対称なTuring系の数値計算結果とも合致する.
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次にp≠0の非対称のときを考えよう.ここでは,6角パターンの resonanceが現れ

る･すなわち(ml,m2)-((1,1),(1,-1)),((-2,0),(1,1)),((一2,0),(1,-1))の3つがそれ

である.したがってこの場合の中心多様体上の縮約方程式は

(ASS:==

一癖 石+Al(A(2,0)- 3lAlf2- 6JA2f2- 6fA312)

-p布 石 +A2(A(1,1)- 6rAll2- 3rA2Z2- 6lA3I2)

-p布 石+A3(A(1,-1)-6fAII2-6lA2f2-3困 2)

(8.2)

で与えられる･ここで,Al∈R,A2-A3-0で(8,2)の定常解を求めると,

∂tA1-人Al-3A壬+o(lAll4)

とPitchfork的にロールパターンが分岐していることがわかる.一方 Al-A2-A3∈R

に(8.2)を制限すると,

∂tA1-人Al-PA…-15A…+0(fAIJ4)

の定常解で6角パターンが得られる.(8.2)での安定性解析を加味することによりロール

パターンは線形不安定であるが,6角パターンの分岐ブランチがサドル ･ノード的に安定

性を回復することがわかる.したがって Turing系を含め非対称な (2次の項のある)方

程式では臨界点近くで常に安定な6角パターンが得られることがわかる.

本稿では局所分岐解析により,周期的な境界条件を与えその中にはまり込む周期パター

ン (定常解)を議論したが,一般に大きな領域で,何故,ある特定の周期パターンが広範

囲で見られるのかという疑問には全く答えていない･最近 [11】では,例えば安定な6角

パターンの領域が如何にロールパターンの嶺域を浸食していくかという問題をある種の

中心多様体締約によるダイナミクスで,特殊な場合ではあるが,説明している.実はこう

した研究は,(mSH)の2次元の設定だけでなくGinzburg-Landau方程式や Taylor渦の

浸食問題など一連の流れの上にあり,(【11]のリファレンス参照)パターン形成の観点から

は今まで説明したような弱非線形解析から一歩進んだ物でこれからの解析の1つの指針

を与えるものと言える.
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