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Ⅰ.INTRODUCTION

乱流のマルティフラクタル解析とは,Tsallis型分

布関数 【1,2】に基づいて構築された,大偏差系を扱

うための系統的で自己無撞着な統計力学的方法であ

る [3日 5】｡Tsallis型分布関数は,適切な条件下で

示量的R6nyiエントロピー [6】かあるいは非示量的

Tsallisエントロピー 【1,2,7】の極値を与える定常分

布である｡この解析法は,高Reynolds数における

NavieトStokes方程式のスケール変換不変性と,こ

の不変性に起因する特異点が実空間にマルティフラ

クタル分布しているという仮定に基づいている｡な

秦,マルティフラクタル解析は,対数正規モデル [8ト

【10】を一般化したものととらえることもできる｡実

際,Boltzmann-Gibbsエントロピーに基づいてマル

ティフラクタル解析を行うと,対数正規モデルが導

かれる｡

本論文では,発達乱流中の各種の確率密度関数

(PDF)の理論的表式を導き,実験で得られたPDF

を解析する｡

乱流粘性に比べて動粘性l/の影響が無視できる高

Reynolds数 Re≫ 1では,スケール変換 r-一 入r-,

u-一 入α/3u-,t一 入11α/3t,(p/p)- 入2α/3(p/p)に

対して,非圧縮流体を記述するNavier-Stokes方程

式∂u7∂t+(u-1や)u---∇(p/p)+U∇2u-は不変であ

る 〔11,12】｡指数 αは任意の実数である｡pとpは,

それぞれ質量密度と圧力である｡この系のReynolds

数 Reは,Re-6uinein/I/-(ein/り)4/3で与えられ

る｡17- (U3/e)1/4は Kolmogorov長 [13】,Eは流

入スケール einへのエネルギー流入率である｡距離

en離れた2点間での流速場 u-の1成分 uの揺らぎ

dun-lu(･+en)-u(･)lが速度揺らぎの定義であ

るが,これを利用して6uin-Lu(･+Pin)-u(･)lを

導入した｡距離の測定は,離散的な単位 en-6neo

で行なう｡ただし,6n-2~n (n-0,1,2,･･･)であ

る｡非負の整数 nをマルティフラクタル深度 1 と

1マルティフラクタル深度nは,エネルギーカスケード
モデルにおけるステップ数と関係付けられる｡カスケ-

有光敏彦 (ARIMITSU,Tbshihico)
有光直子 (ARIMITSU,Naoko)

称する｡なお,実験の解析ではこれを正の実数とし

て扱う｡

ⅠⅠ.マルティフラクタル解析

マルティフラクタル解析の本質は,特異性指数 α

にマルティフラクタル分布を仮定するところにある｡

実空間の1点で指数 αの値をα～α+dαの範囲に

見つける確率 P(n)(α)dαは,分布

p(n)(α )- [1 - (α-α o)2/(Aα)2】n / (1~q)/zLn) ( 1)

で与えられるとする 【4】｡ZLn)は分配関数である｡

ただし,(△α)2-2X/[(1-q)ln2日=おいた｡αの

範囲はαmi｡≦α≦αmaxである｡ここで,αmin-

αO-△α,αmax-αo+△α とした｡マルティフラ

クタル ･スペクトル′(α)は,

f(α)-1十(1-q)-1log2【1-(α-αo)2/(△α)2】

(2)

で与えられる [4】｡エントロピーが示量的か非示量

的であるかにかかわらず,その極値を与える分布関

数 P(n)(α)は,同じ構造を持っている 2｡

間欠性指数 〃の値が与えられると,パラメータ

αO,X,qは3つの条件式より自己無撞着に決定さ

れる｡3つの条件式は,エネルギーの保存 :(en)- E,

間欠性指数pの定義 :(eま)- E26n-～,スケーリング

則 3 :1/(1-q)-1/α_-1/α+で与えられる｡

ドの各ステップ (n番目のステップと呼ぶ)で渦は2個

に分裂するが,それにより,nステップ目では単位質量あ
たりのエネルギー輸送率enで,サイズenの渦からサイ
ズen+1の渦へエネルギーが受け渡される｡エネルギー散
逸率は,α<1におけるn→ (刃の極限で特異性を持つ:

limn→∞en/eo-1imn→∞(en/eo)α一l- ∞
2本論文における表式では,乱流の背景となるエントロ
ピーがいずれであるかを決定することはできない｡

3文献 [14,15】で初めて導かれたものをマルティフラクタ
ル･スペクトルJ(α)が負債をとる場合へ拡張したもので
ある｡
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ただし,α士はノ(α士)-0を満たす｡平均 (-)は

p(n-)(α)でとるものとする｡

物理量 xn の値を xn ～ xn+dxnの範囲

に見つける確率 IISn)(xn)dxnは,吋 )(xn)dxn-

rI霊(xn)dxn+△rIT)(xn)dxnで与えられるoただ

し,規格化をノニ dxn吋 )(xn)-1で与える｡第 1
項は,特異点が実空間にマルティフラクタル分布し

ているという仮定によるもので,物理量 xnの異常

部分からの寄与を記述している｡これは,変数変換

Ixnl-6nQα/3を通じて鴫 (裾 )dxn∝P(n)(α)dα

で与えられる｡他方,第 2項 △吋 )(xn)dxnは,
Navier-Stokes方程式における散逸項や測定誤差に

よる寄与を記述している｡散逸項はスケール変換に

基づく不変性を破るので,上記の特異性の分布に対

する考察では無視されていた｡第2項は,第 1項へ

の補正項である｡

変数Lxnlのm 次モ-メントは,

((fxnl-))め≡蔦 ゐnfxnl-HP(xn)

-2鶴 +(1-2瑠 )a¢m654- (3)

で与えられる｡ただし,

2鵡 -Fwdxnlxnl-△吋)(xn), (4)

a3q--(2/[､偏(1十vG )])1/2, (5)

cq--1+2q-2(1-q)Xln2 (6)

である｡物理量

cm-αom/3-2Xm2/[9(1+Cil/23)]

-[1-10g2(1十C:/23)]/(1-q) (7)

は速度構造関数,すなわち速度揺らぎ(¢-1)のm

次モーメント《l6un/6uolm))のスケーリング指数で

ある [4]oなお,表式 (7)が nに依存しないのはス

ケール変換不変性の現れである｡

偏差値 くくxま))1/2でスケール した新たな変数

En - xn/((xa》1/2で書かれた pDF 吋 )(En)を

呼 (En)den- Il㌢(xn)dxnにより導入するoこ
れが実験で得られたPDFと比較されるべきもので

ある｡新たな変数とαには fEnl- i-n6nQa/3124/2

の関係がある.ただし,E-n-[27≦n)6n-く神+(ト

27占n))a2√ 1/2である｡領域E完≦lEnl≦ モnmaxで

は,間欠的で稀な事象を記述する表式 (ⅠⅠ)第 1項の

異常部分に比べて,第2項の寄与は無視できると考

られる:

吋)(En)den-口器 (xn)dxn･ (8)

他方,JEnZ≦E芸を満たす小さな揺らぎへの寄与は,

主に熱揺らぎか測定誤差によるとし,この領域では,

EnそのもののPDF

呼 (En)den- [軌 xn)+△呼 (xn)Idxn (9)

の関数形が,パラメータq′のTsallis型関数で与え

られると仮定する｡2つのPDF,は,Eニ(-1)で関

数値とその傾きが一致するよう接続されている｡た

だし,EユニEHn6nSα■/3~く24/2 である｡α*は,(24/2-

4,α/3+1-I(α)-0の小さい方の解である｡鍔
は,n≫ 1で吋 )(E芸)のn依存性が最小となる点
である｡

結局,自身の偏差値でスケールされた新たな変数

に対するPDFは,間欠性指数〝ならびに長さのス

ケールenを与えるマルティフラクタル深度 nが決

まると,完全に決められることになった｡速度揺ら

ぎpDFと速度導関数PDFは,¢-1を代入して得

られる｡他方,圧力揺らぎpDFと流体粒子加速度

PDFは¢-2を代入して得られる｡エネルギー散

逸率PDFは¢-3を代入して得られる｡具体的な

表式については,文献 [5]を参照のこと｡

ⅠⅠⅠ.実験の解析

乱流の実験を解析する手順は以下のとおりであ

る｡まず,速度構造関数のスケーリング指数の実験

データと理論表式 (7)とを比較して,最適な間欠性

指数〃を決める｡間欠性指数〝が決まるとパラメー

タαO,X,qは自己無撞着に決定される｡これらの

値は,nに依存しない｡次に,主に裾部分だけで決

まり中心部の影響をほとんど受けない窟平度,ある

いは窟平度に関連する4次モーメントの被積分関数

が ㌢)(E芸)の解析によりnを決める｡さらに中心部

PDFの形状の解析よりq′を決めるO最後にEnの領

域全体 (≦ Enmax)でPDF実験データと理論PDFを

比較してnとq′を調整する｡

図1では,文献 【16】のR入-110における実験で

得られた速度構造関数のスケーリング指数のデータ
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と実線で示した理論表式 (7)との比較を行い,〟-

0.238であることを見出した｡
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FIG.1.Comparisonofthepresentscalingexpo-

nentsくm forJL- 0.238(Solidcurve)withtheex-
perimental resultsplottedbycirclesatRA- 110
(Re-32000)[16],andwithothertheorieswiththe
samevalueof〟. K41isgivenbythedottedline,
β-modelbythedashedline,p-modelbythedotted
dashedline,log-Poissonmodelbytheshortdashed
curve,andlog-normalbythetwodotteddashedcurve.
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FIG.2.AnalysesofthePDF'sofvelocityJluclua-
tions(closedcircles)andofvelocityderivatives(open
circles)measuredintheDNSbyGotohetal･at

R入 -380bythepresenttheoreticalPDF,srÎ¢(n)(fn)
forvelocityPuctuations(Solidlines)andforvelocity
derivatives(dashedline)areplottedon(a)logand
(b)linearscales. TheDNSdatapointsaresym一
metri2;edbytakingaveragesoftheleftandtheright

handsidesdata.Themeasuringdistances,rh -en/叩,
forthePDFofvelocityfluctuationsare,from the
secondtoptobottom:2.38,4.76,9･52,19.0,38･1,
76.2,152,305,609,1220.fわrthetheoreticalPDF's
ofvelocityfluctuations,p - 0.240(q - 0.391),
fromthesecondtoptobottom:(n,兎,q')- (20･7,
14.6,1.60),(19.2,13.1,1.60),(16.2,10･1,1.58),(13･6,
7.54,1.50),(ll.5,5.44,1･45),(9.80,3.74,1,40),(9.00,
2･94,1.35),(7･90,1.84,1･30),(7.00,0.94,1･25),(6･10,
0･04,1.20),Eニ- 1.10- 1･43(α*- 1･07),and
Enmax-204-6.63.ForthetheoreticalPDFofvelocity

derivatives,(n,兎,q′)-(22･4,16.3,1･55),Eニ-1･06
(α* - 1.07),andEnmax - 302.Forbettervisibility,
eachPDFisshi氏edby-1unitalongtheverticalaxis.

図2に,後藤ら[17】のDNSによりR入-380で

求められた速度揺らぎpDF (黒丸)と速度導関数

PDF (白丸)を,対数と線形の両スケールで載せた

[5】｡ただし,データ点は,PDFの左右を平均した

ものを記している｡理論pDFの表式を決定する際,

図 1と同様の解析により得た値 〃- 0.240を用い

る｡それより,q-0.391,α0-1.14,X -0.285が

決まる｡速度揺らぎpDFの理論曲線 (実線)に必

要なパラメータは,図の説明中に記してある｡速度

導関数PDFの理論曲線 (破線)に必要なパラメー

タは,(n,元,q′)-(22･4,16.3,1155)である 【5].
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FIG.3.Dependenceofq'onthedistancerhleX -

tractedfromtheanalysesofthePDF'sforvelocitynuc-
tuations(closedcircles),forvelocityderivatives(open
circle)andforfluidparticleaccelerations(opentrian-
gle).Thelinerepresentsq′ニー0･0510g2(r/ll)+1.71.

同じDNSで得られた流体粒子加速度PDF【17]の

理論曲線の決定に必要なパラメータは,(n,元,q′)-
(17.5,ll.4,1.70)である [5].

図3には,中心部PDFの形状を決めるq′のr/り

依存性を載せた [5】｡これより,経験式q′ニー0.05×

log2(r/り)+1.71が抽出できる [5]｡この依存性は,

各測定量の標準偏差より小さい物理量が従う何らか

の普遍的なダイナミックスが抽出できることを予感

させる｡

Bodenschatzl18,19jらがRA-690の実験で得た

流体粒子加速度PDFに理論PDF曲線を用いる際,

マルティフラクタル深度はn= 17.1とした｡これ

はn-log2(eo/en)に実験値eo-einと,測定にお

ける空間分解能en-0.5pmを代入して得たもので

ある｡さらに裾部分の解析により間欠性指数の値と

してp-0.240を抽出し,これより,他のパラメー

タの値が q-0.391,α0- 1.14,X -0.285,と求

められた｡中心部を決めるのに必要なパラメータは

q′-1A5である｡
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マルティフラクタル解析の予備的な応用をいく

つか述べて,締め括りとしたい｡大規模生物圏環境

(LargeScaleBiosphere-Atmosphere;LEA)実験が

アマゾン熱帯雨林で行われており,その一環として,

雨季の林冠 (canopy)上下での乱流が気象や生態系

へ与える影響を探るために速度揺らぎpDFが観測

された [20,21】｡そのPDFをマルティフラクタル解

析で得られたPDFにて吟味することが始められて

いるo

FIG.4.AnalysisofthePDFP(Z)ofindexchanges
extractedfrom S&P500(closedcircle)bythePDF

IiQ(n)(fn)forvelocityfluctuations(solidline)derived
bymultifractalanalysiswiththeparametars～-0.28,
q-0.47,n-42andq'-1.7.TheindexchangeZ
isscaledbyt,hevolatilityq.Theorlglnaldatapoints
aresymmetrizedbytakingaveragesoftheleftandthe
righthandsidesdata.TheR6vystabledistribution

(dashedline)andtheGaussiandistribution(dotted
line)arealsoshownaSreferences･

経済物理学 (econophysics)における株価変動時

系列 Y(i)の解析で得られた価格変動 Z(i)-Y(i+

△t)-Y(t‖こ対する定常 PDFP(Z)の,マルティ

フラクタル解析による予備的な調査も進めている｡

図 4には,Z(i)を △t- 1分として解析した定常

PDFP(Z)を,ボラティリティー (標準偏差)Jで

規格化した変数 Z/Jの関数として記してある 【22]｡

黒丸はStandard&Poor'S500 (S良P500)指数か

ら抽出された価格変動の PDF,実線はマルティフ

ラクタル解析で得られた速度差 PDF (パラメータ

は,p-0.28,q-0.47,n-42,q′-1･7),破線は

L6vy安定分布,点線はGauss分布である｡大偏差

統計 r23]とマルティフラクタル解析との関連を調べ

ることも,今後の興味深い重要な問題である｡
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