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要旨 自己変調モデルとは､自分の履歴の移動平均値に対して乗算型でランダムに値が

変化していくような確率過程である｡金融市場の取引間隔のような点過程の場合には､間隔

の分布がベキ乗則に従うことやパワースペクトルが1/fに従うことが厳密に証明できる｡

自分の履歴にしたがって未来の振る舞いが影響を受けるため､結果として､長時間相関を持

つようになり､定常過程と非定常過程のちょうど境目としての振る舞いを示すのである｡市

場は､直近の影響を受けやすいので､自己変調モデルがよく当てはまる典型的な例であるが､

経済現象以外にもいろいろな応用が考えられている｡

はじめに

エコノフィジックスの研究で解析されている高頻度の為替データには､取引発生に関す

る秒単位のタイムスタンプが付いているものがある｡著書らは､価格の変動よりもより基本

的な統計量として､取引発生の間隔の統計性を調べた【1】｡取引の発生間隔は､図1及び図2

のように長時間相関とベキ分布に近い裾野の長い分布によって特徴付けられる｡
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図1 取引間隔の自己相関関数
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図2 取引間隔の累積分布
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また､取引発生の事象のパワースペクトルは､図3のように1/fスペクトルに従う｡
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図3 取引発生事象のパワースペクトル
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自己変調モデル

取引間隔をAtとしたとき､次のような変換を行う[2]｡

Atn+1- PnAtn'fn. 7:-詩 Ati (1,

移動平均を適切に選ぶと､〃の自己相関は0になり､その分布は指数分布に従うことが確

かめられる｡すなわち､円ドルの為替取引の場合には､移動平均をおよそ2分間程度にする

と､取引発生のゆらぎはポアソン過程に非常に近いものになることがわかる｡
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図4 〃の自己相関関数
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図5 〃の分布(下は約 2分間の移動平均､上は

約 7分間の移動平均の場合の分布)
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自己変調過程は､移動平均を直前の実現値のみによって与えられる極限的な場合には理

論的に厳密な解析を行うことができる｡すなわち､bとFを独立なランダムな変数としたと

きに､次のような確率過程を考える｡

Atj+1=bjAtj+Fj
ここで､特性関数を導入する｡

Z(p,j)≡<e-PLVJ>

(2)

(3)

時間発展の確率的方程式から､次のように特性方程式の満たす関係式を導くことがで

きる｡

Z(p,j+1)≡<e-PLk,･1>

=<e-p(b/叫 +F/)>

-<e-pbjLuJ ><e-PFJ >

-Z(p,j)◎(p,j) ここで ◎(p,j)…< eipFl> (4)

時間に依存しない定常解を仮定し､特性関数を原点の周りで次式のように展開する｡

Z(p)-1-ctpIP+o(pP),
この形を代入すると､定常分布が次のように導かれる｡

･p(≧At)∝(At)-β ただし､ At>,1

(5)

(6)

ここで､<(bj)β>-1 であり､ 0'β<2｡

すなわち､取引間隔に相当する量は常にべき乗の分布に従い､その指数は､掛け算で

導入される乱数の統計性だけから決まることがわかる【3]｡また､特殊な場合として､

<bノ>-1のとき､すなわち､直前の値が未来の値の期待値と一致する場合には､

<At,..>し-At,､が成立し､いわゆるジップの法則が成立することになる.

p(≧At)∝(△t)~1. (7)

さらに､このときのパワースペクトルを厳密に評価することができる｡時系列を､

＼rl
x(t,-去吉∂(卜t/,とする｡このとき､パワース-クトルは次式によ-て計算できる｡
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sv,≡q w ,.2,-<宣 iet'f'Je-1'f tk,

-1頂 等 <elfTn,+<e~/fTn,}
(8)

ここで､rn≡tj.n-tj-Atj.n+Atj.n-1+- +Atj.1･多体の特性関数､Zn(p)…<e~PT,7> ､

を導入すると､パワースペクトルは次のように表される｡

0〇

S∽ -1+∑(Zn(lj)+Zn(-lj))
11=1

(9)

i(F/)2>っ
例えば､2体の特性関数､Z2(p)≡<el (A',･･'Al/)>､は､o(p)-トr r一〆+0(p2)を持

ちいると､次のように評価できる｡

Z2(〟)-<Zl((∂ノ+1)〟)>◎(〟)

=トC<(bj十1)司pl十和 1)

-1-2clpI+o(pl)
(1 0)

同じように評価をすると､一般に n体の特性関数は､1体の特性関数によって近似で

きる.L

zn(p)-(Z.(p))n+o(pl)

この評価を (9)式に代入すれば､′う 0の極限で次の漸近形が成立する｡

SV)-1+
Z.(lf) . Z.(-lf)
1-Zl(lf) 1-Z.(-lf) V ' C

.ou)→三･f-I

(ll)

(12)

すなわち､パワースペクトルは1/fに従うことがわかる【3】｡

このように最も典型的な自己変調モデルにおいて､パワースペクトルが 1/fに従うこと

は､長時間相関が結果的に発生したことを意味しており､非常に興味深いことである｡確率

過程としては､自分の軌跡が将来の値に影響を与えるという効果を入れるだけで､無相関な

ランダムノイズから長時間相関を持った変動が生まれるのである｡
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自己変調モデルの応用

自己変調モデルによる時系列の解析を現在､脈拍のゆらぎ､インターネットの情報量の

ゆらぎに適用しており､為替の取引間隔の場合と同様にかなりうまく近似できることがわか

ってきている｡また､市場データの解析でも､取引間隔だけでなく､価格の変動､特に､ボ

ラティリティの長時間相関の発生の説明に有効であることがわかってきている｡これらの成

果に関しては､近い将来､論文としてまとめて発表する計画である｡
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