
｢確率モデルの統計力学｣

ランダム粒子系の流体力学極限

東京工大 ･理 内山 耕平

ここでは主として,拡散型スケール変換の下で流体力学極限を考え,最近の結果を排他過程に

ついて紹介する.一般に,運動する多数の粒子からなる系の拡散現象を調べるのに,一つの粒子を

追跡する方法 (selfdiffusion)と粒子の密度分布の時間発展をみる方法 (bulkdiffusion)とがある

が,拡散型スケール変換の下で流体力学極限を考えることは後者の問題を扱うことに他ならない.

流体力学極限の代表的なモデルの中で,拡散型のスケール極限をとるものとして

1 相互作用する Brown粒子系

2 バイアスのない格子気体 (排他過程,zero-range過程etc.)

3 Ginzburg-Landaumodel

また,双曲型 (Eulertype)のスケール極限をとるものとして

4 古典的 Hamilton(即ちNewton力学の)粒子系

5 バイアスのある格子気体

がある.このうちで流体力学極限が証明されているのはすべて Markov的な確率過程の場合に限

る･1は【13日8],2は【141,3は[12],4は 【3],5は [4日5】等で扱われている･格子気体を扱っ

た流体力学極限の解説書として [叫 【6日10】がある.

古典的 Hamilton粒子系は,流体力学極限の問題の出発点でもあるので本論に入る前に簡単に述

べておく.これはR3内の (一般には或る領域に閉じこめられた)莫大な数の古典的粒子からな

る気体のモデルである.運動方程式は,微視的なスケールに適合した単位系で書き下して､

芸 qi(T)ニー∑∇U(qi(T)-qj(T)),i-1,2,-･ (1)
j≠i

で与えられるとする.Uは2体間の相互作用力を与える Potential関数で,ここではそれが本質

的に近接作用 (finiterange)であるとする.粒子の巨視的スケールでのおおきさを eとし,巨視的

スケールで見た粒子の位置をxi(i)-Eqi(i/〔)により定義する.この系の保存量である粒子数,運

動量,エネルギーの分布を巨視的スケールで見た量としてそれらの経験分布を

αe - E3∑ 6.Ti(i),βe- E3∑pi(i/E)6.Ti(i),1′E- 亡3∑ei(i/E)6.Ti(i)
i I I

により定義する･但しpi(T)とei(T)は第 i粒子の運動量ベクトル qi(T)とエネルギ一書Ipi(T)f2+

圭∑,iiU(qi(T)-qj(T))である･局所平衡の成立を仮定し,形式的な式変形を行えば,これらの

経験分布の極限密度関数の満たす関係式としては次のEuler方程式

∂
誘 P･∇･(pp)-0, 品(pp)+【∇･(ppkP)]3k=1+∇p-0,
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&(pe)･ V ･(pep･pp)-0

が導かれる.ここに P-P(p,e)は Uを2体 potentialとしてもつ古典的 Gibbs統計力学におけ

る圧力関数である.

系 (1)はスケールの取 り方を少し変えるとBoltzmann方程式の導出の問題に関連する.そこで

は,粒子の大きさ 亡の他に,粒子密度あるいは或る意味で同じことだが平均自由行程を 亡と共に

変えることになる.粒子が剛体球のとき,これを精確にいえば,速さの平均を 1に規格化し剛体

球半径をEとするとき単位体積内の粒子数 nが

n〔2竺 1

となるように n･と Eを同時に変化させる (Boltzmann-Grad極限).粒子密度はこのとき ～eと

なり,典型的な 1個の粒子は単位時間に 1回程度の頻度で他の粒子に近接し相互作用 (=衝突)す

る.これに対し流体力学極限では

n〔3;室1

であり､粒子密度は - 1となる.従って典型的な粒子は数個の粒子と常時相互作用していること

になる.(BoltzmannGrad極限による Boltzmann方程式の導出については [1日91等参照.)

なお,Uが遠隔作用の Potentialのときは Vlasov方程式と呼ばれる微積分方程式が現れる.こ

の方程式はBoltzmann方程式と共に､典型的な平均場近似の方程式で流体力学極限に特徴的な概

念である局所平衡とは無関係に理解される.このような事情は,相互作用する 1次元 Brown粒

子系,あるいは抵抗のある 1次元古典的粒子系に対しては数学的結果として定式化できる[7ト

格子気体の流体力学極限.

格子気体とはここでは時間発展する粒子系を指す.そのもっとも単純な例として排他過程をとり

あげる.1次元格子 Zの上をランダムに運動する Ⅳ 個の粒子からなる系を考える.一つの格子点

には高々一つの粒子 しか存在 し得ない (排他条件)とする.各々の格子点 だ∈Zに対し,値 1ま

たはOをとる変数 rl.Tを考え,その値は粒子の ｢在る｣,｢無 し｣を示していると解釈する.このと

き,系全体の粒子の配置は変数77-(TIE)x∈Z∈(0,1)Z で表される.個々の粒子はすぐ後に述べる

確率法則に従って運動し,それに応じて配置 r7が変化する.時刻 tでの配置を rT7(i)-(･TJx(i))x∈Z

で表す.この系を拡散型スケールの下で見たときの粒子の経験分布を αtで表す :

/_mJ (0,αt'dO'-妄x;Z恥(N2t'J'x/N) (J∈Con'R))･

ここでの目標はこの系に対 し流体力学極限の成立 すること,即ち,粒子数 Ⅳ を無限に大きくす

るときαtが或る極限分布に収束し,その密度関数 p(i,0)が次の型の非線形拡散方程式

∂ ∂
房P=百両(D(p);p)

-290-

(2)



｢確率モデルの統計力学｣

を満たすことを示すことである.粒子系の運動法則は, Markov過程として,次により決定され

る :†再)は (0,1)Z上のMarkov過程で,その生成作用素 Aは

Af(･｡)-写 ctT･.T･1(･n)lf(･｡'叫 l)-I(･q)]

で与えられる･ここにりtT,叶 1は 申 こおいて ITl.Tと･ntT+1を入れ替えて得られる配置を表し,C.T,.T+1

は く0,1)Z 上の非負関数でその値 cx,.T+1は配置 Inの下での xと.T+1間の粒子の移動の速さを表

す (平均待ち時間の逆数)･cx,叶 1≡1であればこの過程は排他条件の下でランダムウオークする

N 個の粒子のなす Markov過程に他ならない･ C.T,I+1は次の条件を満たすとする :

1･ 空間的一様性 C.T,.T+1(rJ)-Col(T.TT7).

21 非退化性 col(77)>0(rno≠･T71).

3･ 相互作用の局所性 co,1(r7)は 71の有限個の座標にしか依存しない.

4･ 対称性 co,l(･り01)-co,1(･り)･

但 しTX申 ま･Uを tTだけ平行移動した配置 (Tly+.T)y∈Zを表す･

Theore- 1 c.T,X+1が上の条件を満たし,初期値 αOが一つの確率分布に収束すれば′り(i)に対

し流体力学極限が成り立つ･(2)に現れる拡散係数 D(p)は以下に述べる Gree･n-Kubo公式で与

えられる :

密度が p∈to,1】である (0,1)Z上の Ber'wulli分布をL,pで,upによる期待値を (I)pで表す･

また L2(i,p)におけるAの最小閉拡大 (自己共役作用素になる)の生成する有界作用素の半群を

S(i)とする.このとき

D'p'-去〈(- 1)2ql'p一三L∞.T;Z〈(u,｡TM 't)W'pdt

である･但しW(r7)-ql(rl)(r70-rll),X-P(1-p).
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