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1 はじめに

自然界では単振動のような単純な挙動を示す系は､ごく希であり､長時間の振舞は大抵の場合

は複雑怪奇である｡古典系では初期敏感性に特徴づけられるカオスがその複雑さをよく説明する｡

量子系ではそのような古典系の力学的特徴が､エネルギーレベルの統計性に反映される｡Levelの

統計性は､その力学系と同じ対称性を持つRandommatrixのそれと等しくなると考えられてい

る｡この F普遍的』な対応関係はBohigas-Giannoni-Schmitらにより予想されて以来､数値的な

範囲で良く再現され､現在では確立された概念と言って良い｡

しかしながら､これらの関係に対する完全な証明は依然皆無である0Berryは状態密度に対す

る半古典表式を使い､対角近似と言われる範囲でspectralformfactorのleadingtermを導出し

た 回｡そして近年非対角項の取扱をめぐって､HikamiBox【2】を形成する非自明な古典軌道が有

限な非対角項の寄与を与えるかも知れないと言う提案がSieber-Richterらによって提案された[3】｡

我々は様々な物理量を解析的に厳密に計算できる量子グラフを用い､彼らのideaを採用した計算

を行った｡とくに弱磁場下で時間反転対称性が破れたとき､はたしてformfactorが pandey-Mehta

の 表式【41になるかを中心に議論する｡

1.1 モデル

Vertexとそれが Bondで繋がれており､その上での量子力学を考える [5]｡グラフの取り方と

してはグローバルに結合させるやり方や､星状にグラフを作る StarGraph【6]などが代表例であ

る｡Bond上では粒子は自由粒子として振舞い､境界(vertex)では境界条件が定められているとす

るoつまりe番目のVertexとm番目のVertexを結ぶ Bond上では､Schr6dinger方程式､

(-i嘉一A)g(xe-)- k20- ,
が成立するoそれゆえBond(em)上では波動関数0(Hem)は

exp(ikxem+iA.Ten),
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に比例する｡この波動関数のBond間の Amplitudeは各Vertex上の境界条件で決まる｡(e,i)で

vertexHこamplitudelで来た波はどんな波でも(ip)に複素振幅Jiまの波を作るとする.その
ときBond(A,m)とBond(e′,m′)をつなぐプロ/げ 一夕-はSem,e′m′は

sm′e′,em-J盟,)mexp(ikLem+iALem)6e,2,

と表される｡

vertex及び Bondの数は以下のように定義する｡

#Ⅵ∋rtex - Ⅳ

#Bond - B

(3)

1.2 formfactor

プロ/げ 一夕-S,n′e′,emを使えば､spectralformfactorは以下のように書ける[7]oここでT-去O

K(1･)- B-1(lTrSt(2)

-Kli-i ∑LKd機 eiLpIP2̀k'ApIP2鳩 '3eiLp2P3̀k'Ap2P3'-
･-JpY IPleiLptpl(k'Aptpl)璃 2*e~iLqlq2(k'Aqlq2)･- - 塘 i)1ql*e-iLqtql(k'Aqtql)

去 pQApAQ*expli'LpIP2ApIP2I･･･+LptpIAptp1- Lqlq2Aqlq2-･･･-LqtqlAq"100)

ここで

Ap ‥-F鴎三l2･･･糖i)1Pll2, (7)

AQ :-lJi霊l2･･･庸i)lqlI2･ (8)

である｡ここにPはQ同じ長さを持つあらゆる周期軌道を表す｡したがってK(T)をいかに計算

するかという問題は､無限個の周期軌道をいかに足し合わせるかと等価になる｡

1.3 Vertexでの散乱行列

Vertexの散乱行列はUnitary行列であるという条件のもとに作られる｡何をとるかは任意性が

あるが､極端な場合を除いて何をとるかでFormfactorの結果は変わらない｡今はGlobalcoupling

でDiscreteFourierTransform(DFT)の境界条件をとる｡DFTは

J監 - 去 e2qi-n'"

と定義される｡このとき以下のsumruleが自然になりたつ｡

MQtaTb2a- ∑ lJLap)3r2lJipp3.)l2-雌L2｡F2- ∑
P3'='Pt/ P3'…'Pt/_2
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2 Globalcouplingmodelでform factorの計算

以下ではGlobalcouplingの計算を行う｡したがってB-N2であり､またゲージAe,kの大き

さはすべて一定Aをとるものとする｡

2.1 1次 (対角項)

対角項はp-Qおよびp-Qのみを取ることを意味するOここにPは軌道pの時間反転した

軌道を意味する｡そのときformfactorの1次の項Kl(T)は

Kl'T'- 緩 IApL2le2i∑ eLpepe･lAepe･1+1]
と書ける｡さらに計算すると容易に以下が示される｡

Kl(T,-去i lNt+Trgt]-i ll + ( 妄 + ( 1 一 志cosA))t]
ここで 転送行列 gを以下のように定義して用いたo

gk,e- eiAk･e

(ll)

(12)

(13)

2.2 2次

2次の計算ではHikamibox【2】を形成する軌道ペアを足しこむ｡Hikamiboxとは､軌道がいっ

たん交わり､反発する軌道と交差する軌道の2種類を生成するような点のことである｡ここで2

種類の軌道は軌道の形は同じだが､Hikamiboxにより向きが部分的に変わっている｡HikamiBox

は一般には周期軌道に複数個入ってもかまわないが､2次に寄与するのは簡単な考察から1個の場

合のみである｡つまり､P､Qの軌道はHikamiboxをはさんで2つのループから形成され､その

うち1つのループの向きが互いに異なる｡軌道pとQがHikamiboxを形成してもHikami Box

を介した2つのループのうち1つがself-retracing軌道のときは､1次の計算に含まれていること

に注意しなければならない｡その寄与を除かないと以下のように寄与が消える｡以下ではHikami

BoxはVertexαで表している｡

K2(T,I- )-緩 Nt-4(;)t12

pt,.2;pt_1芸d(1-6d)Je'接 '刷 3'*expl2iei,Lpepe･lApepe･1]

緩Nt-i-2LN3Trgt-I-1+N2≡6cdgaclgt-i/11]C,dg-]- 0 (14)
これはK2(T)--K昌rt(T)を意味する.したがって

K2(T) ニ ーK2Sn(T)-芸[N1-tTr(gt-3)+N2-tTr(gt-4)] (15)
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を得ることができる｡以上からN- ∞,i- ∞,響 -一定 なるスケーリングを用いると､

;ll･(;I(I-icosA))t]i

〃
.i:.i

二

一

的+勘

を得る｡

[(1-icosA)i-3･(1-icosA)tl4]
-Tll+e-A2t/2-2Te-A2t/2] (16)

2.3 3次までの結果

3次への寄与はHikamiboxが2つでループが3つの場合と､ Hikamiboxが 1つでループ状

の軌跡が3つの場合である｡詳細な計算を省略すると､3次への寄与は以下のようになる｡

K 3 -KTPrQ3b+KTPrQ3b+KTPrQ3C+KTPrQ3c
KTP,Q3b(T) - 2T3e-bt

KTP,e3b(T) -孟∑6(i-∑ Li)
･ [(N-(t3-2'Tr(gt3-2ト N-t3n(gt3))-N3-t3十固]
･ [(N-'tl-2)Tr(gil-2)-N-tlTr(gil))-N3-tl'lif2'],

KTP,Q3C(T)- 一芸∑ 6(H l-t2-t3)N-t1-t2-1･(写 ,Tr(gt2)

KTP,ek(T)-芸∑6(i- t1-t2-i3)N-t･3N t2-3[Tr(gt3-2)(Tt(gtll2)-N-2Tr(gil))
-iNl2Tr(gil-2)Tr(gt3)+去N-3写lgtl,a,algt3,a,a]

一 芸∑6(i-tl-t2-t3)N-･3Nt2-3N固 [NTr(gil-2ト N-1Tr(gil)]

一 芸∑6(H l-t2I13)N-t･3Nt213N(半 ]lNTr(gt3-2)-iN-1Tr(gt3)]

これから､b-掌 とすると､3次まででformfactorは以下のようにあらわされることになるo

K (T) - T (1 + e- bt/2ト 2T2e-bt/2+ ,牛 2e~ bt - e~ btf(i)]+0(T4) (17)

ここで

I(i)- 誓 +響
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3 Random Matrixの結果との比較

ここではFourier変換をしてrandom matrixからのK(7-)の表式を求める｡Y(r;p)のFourier

変換を Y(k;p)とすると､K(k)は

K(k) - 1lY(k;p) (19)

と書かれる｡

Y(r;p) - (慧 )2I1/K2( dkl/q∞dk2(2)sin(klr)sin(k2r)C2p2'kl-k2)'kl･k2,(20)
である｡これにFourier変換を施すと､以下のように表される｡

Y(k;p, - 1-k･去r fkl/q∞dk2(監)e_2p2'kl-k2''kl'k2)
･[6(kl+k2+k)+6(-k1-k2+k)-6(k1-k2+A)-6トkl+k2+A)](21)

ここで k-27Tkである.C-p2kとおくと､Y(k;p)は小さなkに対して

y(k;p) - 1-k-F(A)

F(A)- 去 /:_kdkl嘉 e-2C'2kl'k'

を得る｡さらに小さなkに対してはF(A)は以下のように展開される｡

F(A)-F(0)+F,(0)打 去F"(0)k2･去F"I(0)k3ト ･,
こうしてformfactorの展開は以下のようになる｡

K(k)～k+ke~如C- 2k2e~4打C+

Tとbtの言葉ではK(T)は以下のようになる｡

K(T)-T+7-e~らt-2712e-bt+

ここで以下の関係を使った｡

( 誓 C2e-4qc+2e-- C) た3･

(g e-bt･ 2e-bt) T3･

T = k

bL = 47TC.

(24)

(25)

(26)

したがって(17)でf(i)の部分の寄与が食い違うことが分かる｡しかし､b- 0とb- ∞のGOE,

GUE極限では両者は一致することが分かる｡
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4 おわりに

本研究では磁場あり量子グラフを用いて､FormfactorのGOE,GUE両極限を滑らかに1つの

パラメータでつないで計算した｡その際無限個の周期軌道の和をいかに計算するかが課題であっ

たわけであるが､ここではHikamibo可8】に注目して系統立てて和を計算していった｡その結果3

次までの範囲でGOE,GUEの両極限でランダム行列の結果と一致する結果を得た｡今回はGlobal

Couplingの場合を扱ったが2次の範囲であれば (sumruleを満たす範囲において)任意のグラフ

に対して同じ結果を導くことができる｡bが有限の範囲において3次ではPandey-Mehtaと食い違

う項がでてくる｡この理由の候補は2つあり得る｡1つ目は量子系の準位統計は弱磁場のとき本当

は厳密にはPandey-Mehtaではないという理由であり､2つ目は3次に寄与するもっと非自明な

軌道の足し合わせが見落とされているため本来あうべきpandey-Mehtaに合わないのだという理

由だ｡我々の知る限り弱磁場のときにPandey-Mehtaがどれくらい精度よく量子系の準位統計を

記述しているかを議論した精度よい数値計算の例がない｡一方でランダム行列のコミュニティー

では当然Pandey-Mehtaは正しいだろう､と思われている｡bが有限のときに果たして本当はどう

なのか考察する必要があるだろう｡
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