
｢確率モデルの統計力学｣

多核成長模型とランダム行列

東京大学大学院理学系研究科物理学専攻 和達研究室 今村 卓史 1

1 イントロダクション

最近ランダム行列理論と1+1次元KPZユニバーサリティーに属する確率モデルとの

関連が指摘され､多くの研究がなされている｡(例えばASEPとの関連については [1]を

御参照下さい｡)これらの研究の契機となったものは､Baik-Deift-Jolla･llSSOllの定理であ

る【2]｡これは乱数置換の最大増大部分列(longestincreasingsubsequence)の極限分布が､

CUE(GaussianUnitaryEnsemble)と呼ばれるランダム行列の最大固有値分布 (Tracy-

Widom分布 [3])に等しいというものである｡この間題はUlamの問題として長く知られ

ていた問題であり､表現論 や確率過程などの関連も指摘されていた [4].

一方､多核成長模型(PNG)は1970年代に界面成長のモデルとしてあらわれた [5】｡空

間1次元の場合のルールは､1,空間のある場所にある高さの核が確率的に生成される｡

2.いったん核生成が起こると､核は左右に等速度で成長し台地(テラス)を形成する｡3.

二つのテラスがぶつかると合体して 1つのテラスになる､というものである｡

実はこのPNGとさきほどの乱数置換のlongest.increasingsubsequellCeがある意味等価

であることが最近指摘され､PNGの高さのゆらぎはGUEのTracy-Widom分布で記述さ

れることが示された[6】｡この講演ではPNGのこうした背景をステップにして､PNGに

ひそむ数理構造を明らかにし､それを用いて物理量､特に高さゆらぎの多点相関関数を

探っていきたい｡

2 多核成長模型(PNG)

2.1 ルール

pNGモデルは以下の3つのルールから成り立っている確率モデルである｡以下では時

間と空間が離散的なPNGモデルを考える [7,8]｡

1.核生成

時刻t位置xにおいて,高さkの核が確率的に生成される｡(図1)
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2.テラスの成長

いったん核生成がおこると1時刻あたり1ステップずつ左右へ成長する｡(図1)

3.テラスの合体

2つのテラスがぶつかるとき,その点での高さは高い方のテラスの高さになる｡(図2)

これらの3つのルールは次の式で定式化できる｡

h(I,i)-max(h･(I-1,レ 1),h(I,仁 1),h(I+1,i-1))+LJ(I,i) (2.1)

ここでh(I,i)は結晶の高さを表し,LJ(I,i)は核生成の高さを表す確率変数であり､LJ(I ,i)
の確率分布として幾何分布を考える｡

次にモデルの初期条件､境界条件について説明する｡初期条件としては時刻Oで原点に

結晶の種があるような状況を考える｡結晶はそれにくっつくことによって成長していく

(droplet成長)｡境界条件としては(i)無限系か半無限系か(ii)結晶の両端に外場がある場

合を考える｡

これらの条件は次のように定式化できるO ,i- 響 ,i-竿 と変数変換して(図3)､
W(1I,i)-u(i-i,i+i-1)とおき

●無限系

Plw(i,i)-k]-

‥‥∴.
-1 0 1 2 11012

図 1:核生成､テラスの成長の例 :原点

で高さkの核が確率的に生成し､左右

に成長する｡実線は柑γい)で書いた｡
([可は γを超えない整数)

(1-q′)q′k i-3-1

(1-q)qk, 2≦i,)

(1-7十､膏)(7十V旬k i-1,2≦i (2･2)

(1-7-∨旬(半∨旬k i-1,2≦j
それ以外

二二己コ･2･10123-2･10123
図 2:テラスの合体の例:高さ1と2の

テラスが原点でぶつかったとき高さは

2になる｡
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W(i,i)-W(i,i)

Plw(i,i)-k]-

●半無限系

(1-q')q/î i-3 - 1

(1-q)qk, 2≦j< ,)',

(1-7.vq)(7十V旬k i-172≦i

(1一半J百)(牛､膏)k 2≦i-i

0 i≦0またはj≦0

(2.3)

(2.4)

とするoここで 0 < q,q′<1は幾何分布の/iラメタであり70≦7<烏 は系の両端にかか

る外場のパラメタである｡またdroplet.成長はi,jが正の時のみ核生成が起こることで考

慮され､半無限系を考慮して (2.3)のような対称性が課されている｡

t

図 3:(I,i)軸と(,i,,i)軸｡丸印は (i,i)が正の点であり核生成が許される点である｡

3 高さゆらぎとランダム行列理論

さて､以上のモデルで我々が着目する量は h(I,i)のゆらぎの極限分布である｡つまり

スケールされた高さHt(I)をa,dを定数として

Ht(I)-
h(I,i)-at
d貢

limp(Ht(I)≦S)t一一⊥∞

のように定義した時､

(3.5)

(3.6)

が興味ある物理量である｡前述の[6]の研究を皮切りに､(2.2)-(2.4)のルールのもとで(3･6)

の厳密解が知られている｡結果は図4､5に示す [9,10]｡無限系､半無限系および(2･2)､

(2.4)の外場パラメタ7土によって分布関数の形が異なっていることがわかる｡ここで

Fl,F2,F4はランダム行列の3つの代表的なクラスであるGaussianOrthogonal,Unitary,

SymplecticEnsemble(GOE,CUE,GSE)のTracy-Widom分布を表しFGOE2は2つGOE

を独立に重ね合わせたアンサンブルのTracy-Widom分布を表す｡F.,F.semiは平均が0の確
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率分布でありランダム行列との対応は知られていない｡またGは誤差関数であり､GxG

は誤差関数の2乗であり､C2×2は2つの2×2GUEの重ね合わせの最大固有値分布を表す0

F2,Fl,F4,FG｡E2,Fo,F.semiはII型Pailllev6方程式のHast･illgS-McLeod解由)(q〝-xq+

2q3,q(I)～Ai(I),I-1∞)を用いて以下のように表示される｡

F2(S)- eXPl-./-＼ ､dx(I-S)q(I)2】

Fl(S)- F2(S)iexpl-if(S)]
F4(S)-F2(a)icoshlif(a)]

FG.E2(S)-F2(S)expl-f(S)]

Fo(S)-F2(S)(ト (S-2q′+2q2)p(S))expl-4f(S)]

Fose-i-F2(S,〈lli(p(S)･q(S,,)(5-2q,･2q2,expト3f(S,] (3･7)

ここでf(S)-Isndxq(I),p(S)-Jこdxq(I)2であるo

図 5:半無限系

4 多層PNG

次に我々は原点以外の点での高さゆらぎ､さらに原点と他の点との相関関数に着目す

る｡すなわち､スケールされた高さHN(7-)をa,C,dを定数として､

〃〃(丁)-
h,(I-2cN喜T,i-2N)-aN

,LVI-.
+丁2

lim P(HN(Tl)≦ sl,･･･,HN(Trn)≦sm)
N --⊥C0
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ここ
t=1

⊂j==Ej==EコE 二二 一_1 01 2 -1012
図 6:

-2 -101 2 3

について考察する｡ その際以下のようにPNGを"多層化"することを考える｡

例として図6のようなt=3までのPNGの時間発展を考える｡この時間発展における

核生成は t-2,I--1で高さ1､i -2,I -1で高さ2である｡ (2.2)のW(i,j)をつか

うと､W(1,2)-1,W(2,1)-2である｡したがって (2.2)より我々はこのような時間発展

に対して7十､月 ×(7_､膏)2-7+7-､膏 3というウェイ トを与えればよいoPNGを多層化す
ると､このようなウェイ トをシステマティックに与えることができる. 図6でL-3で高

さ1のテラスと高さ2のテラスがぶつかる｡2章ルール3で述べたように､二つのテラス

がぶつかる原点での高さは2となる｡つまり原点では高さ1のテラスが高さ2のテラスに

飲み込まれた｡そこで､2層目の原点で飲み込まれた高さ1をもった核が生成される(図

7)｡これが多層化のルールである｡その後､核は2章ルール2､3によって時間発展し

ていき､3層目以降の核生成も同様のルールでおこる｡

以上のような多層化のルールによってできた図7に対して配置の縦線に注目し､各縦

線に対して諦たを割り当てるoただし1層目において縦線の位置が右端 (左端)にあれ
ば､塞 (7竺)を割り当てるoここで吊ま縦線の長さであるoそしてすべての縦線に対する

ウェイトをかけあわせるとちょうど､前に核生成のイベントから計算したウェイ トと等し

くなっている (図7)｡このようにPNGの時間発展 (図6)と多層化されたPNG(図7)と

が1対 1に対応していることがわかった｡

A J -

ウェイ ト‥7+7三滴3

図 7:多層PNG2つのテラスがぶつかった時､その場所で2層目の核生成がおこる｡そ

の高さは吸収されたテラスの高さである｡(この場合 1)
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さらに我々は多層PNGの各層をウオーカーと考えることで､それを非交差ランダムオー

ク(viciouswalk)とみなすことができる(図8)｡ウオーカーの遷移確率はbi,i+1(I ,y)は､

¢2j_1,2j(I,y)
4 '1i

42j,2j+1(I,y)

-I?:

-7十､膏)(7十､作 )y~.Tify≧x,i--N+1
vq)Vず1-T ify≧I,i≠-N+1

ifyく x,

ify>x,

-7十V旬(7+､佃 ).T~y ify≦x,i- N-1
-､月)vq-y ify≦x,j≠N-1

で与えられ､右 ､ 左を交互にくりかえすように動 く (図 8 )0

トJ
三 O 学十

図8:多層PNGは90度回転するとviciouswalkとみなせる｡

これまで無限系におけるPNGの多層化のルールを説明してきた｡これに対し半無限系

では､講演者らの研究によって (2.4)の7_の値がOと1の時にPNGとviciouswalkとの

対応が明らかにされた 【111｡その際対応するviciouswalkは図8のようなウオーカーが自
身の初期配置に戻ってくるものではなく､半無限系に対応して図8右図の下半分のような

配置 [12]になる｡

その他の牛 については対応は明らかになっていない｡

5 同時刻相関関数とDysonブラウン運動モデル

PNGの多点相関関数は､viciouswalkの言葉でいうと多時刻の相関関数となる｡つま

り､ xl(図8)を一番外側のウオーカーとして

P(h(rl,i)≦ sl,･･･,h(rL-)≦sk)-F'(可1≦ sl,- ･,X㌍ ≦ sk)
4̂-1 a

-∑ H rI(1+g(r,I,r))pn,M(豆)
豆 r--M 十1j-1
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ここで

9(r,鵜 (.-X'S--刷 ㌶ i-1- k)

である｡また封ま各ウオーカーの各時刻における配置を表す｡pn,M(i)は配置の実現確率

であり,非交差という性質から

pn,M'串 妄 2fi2 det鮎 十1'瑚 十l''Zj=1 (打2N･1-xt,N-1--II) (5･11)
㍗--2〃+1

のように､一体のランダムウオークの遷移確率¢に関する行列式の積としてかける｡

我々は (5.10),(5.ll)からPNGの多時刻相関関数のスケール極限 (4.9)をFredl101111行
列式表示することができる｡以下にその結果を示す｡

｡無限系

無限系では以下の2つの領域でスケール極限が計算できる｡

117+ ,7_<1【7,13]

lim P(HN(7-1)≦sl-･HN(Tm)≦ sm)-det(1+gK霊も)
〟 -ユくX)

K嘉 Y

i

ここで

I.cOe~̂ (Tl-T2)Ai(El十人)Ai(E2+A)dl, (Tl≧T2)
I_o∞e-A(Tl-T2)Ai(El+A)Ai(E2+A)d入, (Tl<T2)

(5.12)

g(Tj,i)ニーx(S"∞)(∈)

ここで得られたカーネル (5.12)はGUE間の遷移を記述するDysonのブラウン

運動モデルのエッジスケーリングのカーネルと一致する [151｡

2.7十 -1-W/dN喜,7_<1(㍗ -1- W/dN喜,7十 <1),d:定数 [14]

lim『(HN(Tl)≦51- HN(Tm)≦sm)-det(1+g(K筑 十A(El)㊤B(E2,W十T2)))
〟 - (ゝx)

ここで

A(I)-Ai(I)

B(I,LJ)-
i

/.cwd入e~Ŵ Ai(x一入) W>0

-I.nd入e-AAi(x十人)+e専一IT- W'0

｡半無限系

半無限系では以下の2つの点でスケール極限が計算できる｡
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1･7,--1,7十 <1【11]

比 PlHN(Tl)≦sl,･･･,HN(T-)≦S-]-Jdet･(1+KIlQ),

Q(7-"i)ニ ーx(S,,∞)(i)(j-1,2,･

K:1(TII,El;T2,E2)-

ここで

]ー

1ヽ

tJ～),
I;I
′ヽ
l′

ハ-
γ-

●
′ヽ

●ー

I;I
I;),

ノヽ

/ヽ

tT

乃

旧し川p
irトは

l

1

刀

VJ

l)
J＼I

tfj,tj),

tlCq
TCq

l
l

亡J
亡_/.

tl-

tl-

′t
.
(
l

l

r/J
T⊥

卜

sl - 鶴 +去Ai(El)L∞d入e-AT2Ai(E2-A),
･1--L∞d入e一入TIAi(El一入)J∞dt,e-1,T3Ai(E2-i,)
･L∞dAe-AT2Ai(E2-A)J∞dve-1,TIAi(El-i,),
D1--去L∞d入e-AT2Ai(E2日)蕊(e-ATIAi(El･入)〉
･去L∞d入e-A,IAi(El･滝 (e-AT2Ai(E2日 )).

ここで得られたカーネル (5.13)はGOE-GUE間の遷移を記述するDysollのブ

ラウン運動モデルのエッジスケーリングのカーネルと一致する [15]｡

2･7 - -0,7+ <1[11]

JlinuPlHN(Tl)≦sl,･･･,HN(T-)≦ a-]-JdetJ(1+KI4g),

K:4(Tl,El;T2,E2)-
S4(Tl,El;T2,E2)D4(7-1,El;T2,E2)
T4(Tl,El;T2,E2)S4(T2,E2;Tl,El

S4- Ki7rty一言Ai(E2)L∞d入e一入TIAi(El･入),

74 --
+

1

一41一4二一
4刀

∞
∞

∞

∞

〝′-
J
｡

〝･-山〝-
-/
｡
′

-ム

d入e一
入
TIAi(El一
般(e一入T2Ai(E2-A))

d入e
一
入T2Ai(E2一
成〈e-入
T
IAi(El一入)〉

d入e一入,IAi(
E
l･入)
/∞
dt,e-1,T2Ai(E2Ii,)

d入e-入T2Ai(E2+
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ここで得られたカーネル (5.14)はGSE-GUE間の遷移を記述するDysollのブ

ラウン運動モデルのエッジスケーリングのカーネルと一致する [15]｡

6 まとめ

我々は1次元多核成長模型(PNG)の高さゆらぎについて考察した｡注目した物理量は

多点相関関数 (4.9)であり､それを求めるためにPNGを多層化Lviciouswalkにマップ

した｡その結果ウェイトが (5.ll)のように行列式の積で与えられることがわかった｡そ

れを用いて (4.9)を計算することができ､Dysonのブラウン運動モデルと呼ばれるクラス

間の遷移を記述する動的なランダム行列モデルとの関係が明らかになった｡

今後の課題について簡単に述べる｡まず､半無限系について多点相関の解析は2点しか

行なわれていない｡viciouswalkとのつながりを明らかにしてさらに多くのパラメタ領域

で解析が出来ればよいと思う｡また､今回はdroplet成長のみを扱ったが､フラットな初

期条件からの成長について多点相関関数等はまだ明らかにされていない｡ この解析およ

びランダム行列や可積分系との関係を明らかにすることは興味深い課題である｡
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