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フラクタル成長界面に対する

Kardar-Parisi-Zhang方程式について

本田 勝也 (信州大学理学部)

1 はじめに

非平衡非線形現象の典型としての ｢成長する荒れた界面｣を対象とする研究は,スケーリング則と

普遍性の概念を基礎にして多彩な現象を統一的に理解することを目的にしている･ 【1,2,3,4,5,6]

｢成長する荒れた界面｣は基盤か らの高さ h(r,i)のゆらぎ,すなわち標準偏差 W(L,i)≡<

(h(r,i)- < h(r,i)>)2>1/2によって評価される.ここで,h(r,i)は一辺 Lの d次元の基盤

上での位置 r,時刻tにおける界面の高さを表わしている.r∈[0,L]dである.スケーリング則は

FamilyとVicsekによって提案されたもので, [7]次のように表わされる :

W(L,i)-t旬 (L/tl/I). (1)

スケーリング関数 や(x)はx≪ 1に対して せ(x)～xα,x≫ 1に対 して 申(x)～一定 という性質

を有する.粗さ指数 αは動的指数 Zと関係式 α-βZで結ばれている.

｢成長する荒れた界面｣の問題に対する連続モデルとしてKardar,Parisi,Zhang(KPZ)の3

人組は簡潔な非線形ランジュバン型方程式を提案した :圃

警吏 -U∇2h(r,i)･芸(∇h(r,i))2月 (r,i)･ (2)

右辺の第 1項は表面張力によって界面が滑 らかにされる効果を表わしている.第 2項は界面が局

所的に界面自身と垂直な方向に成長する性質から生じているが,対称性の議論から非線形性を表

わす最も簡単な表現である･確率変数 (77(r,i))が通常のように白色ガウス雑音であると仮定する

と,その相関は次のように与えられる :

<rl(r,i)rl(r',t′)>-2D6d(,-r/)6(i-t')･ (3)

一般性を失わず平均を<17(r,i)>-0とする･前述したW(L,i)における平均 <･･･>は確率変数

(r7(r,i))に関して行なわれる･

KPZ方程式はそれまで計算機シミュレーションが先行していた研究状況の中で理論的な観点か

らのアプローチを可能にした点で重要な役割を果たした.まず等価であることが知られているノ

イズが含まれたBurgers方程式における対称性からスケーリング関係式

α+I-2
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が導かれる. 【9]KPZ自身は1ループ近似の下で ｢動的繰り込み群の方法｣を適用してd-1の場

合にα-1/2とβ-1/3を導いた･[8]この結果はイーデンモデル 叫 や弾道凝集モデル [7,11],

さらに様々な変形モデル [11,12]による計算機シミュレーションの結果と非常に良く一致した.さ

らに幸いなことに,換言すれば近似計算にもかかわらず不思議なことに,この結論は厳密な方法

で得られた結果とも一致したのである･ [13】
このようにKPZ方程式は ｢成長する荒れた界面｣の問題一般に対する巨視的なモデルとして広

く受け入れられたのである.加えて興味深いことに,この方程式が単純な構造を有している故に,

他の分野でみられる多くの問題と深く関係しているのである･ 【14,15,16]
残された理論的な興味は,KPZ方程式の解がd≧2においてどのような振る舞いをするか,で

ある･｢制限されたsolid-on-solid｣モデル [121を代表とする,KPZ方程式と同じ普遍性クラスに属

すると信じられている様々なモデル [12,17,18]に対する計算機シミュレーションによって,d>2

次元においても ｢荒れた界面 (α≠o)｣の解が存在することが示唆されている･(文献 【19】による

と ｢制限されたsolid-on-solid｣モデルの連続化極限をとるとKPZ方程式が導かれる.)直接的に

はKPZ方程式を数値積分することによってd=2またはd=3でも ｢荒れた界面｣解が存在する

とされている･ [20,21】KPZが用いた ｢動的繰り込み群の方法｣によってTangたちはd一入平

面上で ｢滑らかな界面｣から ｢荒れた界面｣への"相転移 "があり,その2相の境界線はd｡-2

の近傍で入2∝d-d｡であると主張した. 【22]ごく最近では ｢非摂動的繰り込み群の方法｣によっ

て高次元での粗さ指数の次元依存性が調べられている･ 囲
以上に述べた研究状況にもかかわらず,この小論では連続モデルとして正当化されたKPZ方程

式はd≧2では

α-β-0 かつ 2:-2 (5)

を示す解しか存在しないことを主張する.[24】もちろん,KPZモデルにはTangたちが主張する"

相転移 Mも存在しない.閥値の次元d-dc-2では対数異常が現れると考えられるが本小論では

議論しない.この事実 (5)を導き,検証し,さらにはKPZ方程式に関する無矛盾な筋書きを描く

ためにこの小論を次の5段階で構成する.なお,｢KPZ問題｣の言葉は往々にして広い意味で用い

られるが,ここではKPZ方程式それ自身に関する問題として狭い意味に限ることにする.

1･まず,KPZ方程式 (2)式を(3)式を満たすノイズの下で解いて得られるW(L,i)は,d>_2の

とき紫外発散することを指摘する.すなわち,(3)式を用いたKPZ方程式はその数学的根拠,

正当性を失っているのである.

2.そこで微視的な単位 αを有限に保ったKPZ方程式を考え,αう 0の極限操作を慎重に行な

い,連続化されたKPZ方程式の解の振る舞いを調べる.その結果,d≧2の場合ノイズの

相関を6関数より発散性が弱い相関に置き換えると,a1 0において有限のW(L,i)が得ら

れることが明らかにされる･詳細は(21)式を参照･その得られたW(L,i)はLにもtにも依

存しない定数である.

3.前述した結果を確固としたものにするためにKPZ方程式の数値積分をd=1とd=3の場

合に実行する･d-1次元では得られるW(L,i)の値は,期待されるように空間の離散化の

単位aには独立である･他方,d-3に対するW(L,i)は離散化の単位 aが減少するにつれ

て増大していくことが兄い出される.しかし,上で述べたように,もし発散性の弱い相関を
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もつノイズを用いると,aに依存しないW(L,i)が得られる･それは,aう 0とした連続版

における結果と一致するものと看倣される･さらに,W(L,i)は時間 tに関してはぼ一定で

あり,理論的な予測β-Oと一致する.

4.KPZ自身が採用した ｢動的繰り込み群の方法｣を検証し,彼らの計算には明らかな誤りが

存在することを指摘する･2ループ近似による計算の結果,｢動的繰り込み群の方法｣自体

の有効性が疑われることが明らかになる.

5.最後に簡単なまとめをする.われわれは,連続モデルとして正当化された KPZ方程式は

d≧2であれば ｢滑らかな界面｣解しか有しないと結論する.

2 W(L,i)における紫外発散
＼

KPZ方程式を空間的にフーリエ変換する･d次元の波数ベクトルk-27Tn/Lはd次元の整数

n- (nl,n2,･-,nd)を用いて定義される :

∂h(k,i)/at--∑Akq(i)A(q,i)+*(k,i)I
q(≠0)

行列 A は対角成分Atl)6kqと非対角成分Atnql)からなる･すなわち,

k-q に対して, Akq(i)-ALL)≡uk2,

(6)

(7)

k≠q に対して, Akq(i)-Aknql)≡ (A/2)q･(k-q)A(k-q,i) (8)

である.平らな初期条件 h(r,0)-A(k,0)-0を設定すると,(6)式の形式的な解は

と表わされる.ここで,

h'k,i)-｡忘 ,Ltdt'Gkq(t･t''"q,t′)

G(i,i,)-Texpl｣ ,idt"A(i′′)】

(9)

(10)

はグリーン関数行列,Tは時間順序演算子である･グリーン関数行列にはGkO(i,t′)-6kOと

Gkq(i,i)-6kqの性質がある･グリーン関数行列 G(i,t′)を次のように分解する :

G(i,t')-Go(i,t′)･U(i,t′)･

Gokq(i,t′)-eXpトuk2(i-t')]6kq,

U(i,t′)-Texpト

ここで,

である.

dt′′G.-1(t〝,t')･A(nl)(t〝)･G.(t〝,i/)]
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h(k,i)を用いて界面の幅W(L,i)は

W2(L,i)-∑ <h(k,i)A(-k,i)>C≡∑ C(k,i)
k(≠0) k(≠0)

(14)

と表わされる･相関関数C(k,i)は大きなLに対して大きさk-lklにだけ依存する･<AB>C
は< AB>C-< AB> - < A><B>で定義される･W(L,i)のスケーリング則はC(k,i)の長

波長における振る舞いから説明されるものである.すなわち,k1 0で

C(k,i)～k-a-αf(kzt) (15)

が期待される.

まず,確率変数77(r,i)に対して白色雑音 (3)式を仮定するならば,k→ ∞ となるにつれて

C(k,i)うk-2 (16)

であることを示す･この事実からd≧ 2では W(L,i)に紫外発散が発生することが分かる.KPZ

方程式はcoarse一grainedの意味で構成されているのであるから,言い換えると,問題には格子定

数のような微視的な閥値が存在しているのだから極限操作 kJ ∞ をすることは人工的で意味をな

さないと考えられるかも知れない.この意味からカットオフ波数A(-27T/a)を導入して発散を避

けることも可能である.しかしながら,Aを導入することは,結果として得られる結論がどのよ

うなAを選択するかに依らないに場合にのみ有効であることを強調したい.実際,低次元d<2

の場合にはどのようなAを選ぶことも許されるのである･しかしながら,d≧2では,(16)式が

成り立つ限りW(L,i)はAに強く依存する.

さて,(16)式を証明しよう･(9)式と(ll)式を(14)式に代入すると,

C(k,i)-∑ ∑
ql(≠0)q2(≠0)

/.idtlLtdt2e-Vk2't-tl'e-Vk2'-t2)

×<[Ukql(i,tl)や(ql,tl)HU-kq2(吊2)や(q2,t2)]>C (17)

が得られる.ここにある2つの指数関数を見ると,非常に大きい長日こ対してtlと t2に関する積

分においてtに近い領域 (tl,t2巴t)が最も大きい寄与をすることが分かる･そこで Ukq(i,t') を

i-i/の級数で展開すると,

Ukq(i,t')-6kq-(A/2)q･(k-q)A(k-q,i)(i-t′)+0((i-t')2) (18)

となる･これを(9)式に代入すると,非常に大きいkに対して

h(k,i)-Ltdtle~Vk2't-tl'"k,tl,-(V2,qEo,/otdilLtdt2

×q･(k-q)(i-tl)e-Uk2(i-tl)e-U(k-q)2(i-t2)6(q,tl)*(k-q,t2)+･･･ (19)

が得られる･(3)式を用いると結局

lim C(k,i)-D/(i,k2)+o(k-4)
k1 ∞

(20)

と結論される.最も高階の微分が非常に短い波長での振る舞いを規定しているはずであるから,こ

の結果は十分合理的である.蛇足ながら,この展開において人が小さいと言う仮定は全然使用し

なかったことを注意しておく.
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3 微視的KPZ方程式とその連続化極限

前節で兄い出された紫外発散の困難を克服するために,微視的 KPZ方程式に立ち返らねばな

らない.なぜならば,この発散は非常に短い波長のモー ドから発生しているからである.微視的

KPZ方程式からの連続化を注意深く調べる必要がある.基盤を一辺αのセルに分割しよう.そこ

で (3)式の代わりに

<T7(r,i)q(r′,t′)>-2DRa△a(r-r/)6(i-t′) (21)

を考える･ここで,△a(r)は原点まわり幅aの近傍で鋭く局在しているrの関数である･例えば,

△a(r)-expトr2/(2a2)]である･振幅Raはa1 0でRa～a-¢のように増大するものと仮定す

る･後出での便宜のためここで指数¢を導入しておく. ∂関数の場合は¢-dである.このよう

に一般化してもlima→oRa△a(r)から,なお空間的に無相関なノイズであることが分かる･

aを有限に保ったままwmicr｡(L,i;I,,A,D;a)を議論し,a1 0の極限をとって,巨視的な量で

あるW(L,i)を観測する･すなわち,

W(L,i)-まilmow-icro(L,坤 ,A,D;a) (22)

である･その物理的な意味が存在するためにはW(L,i)はゼロにも無限大にもならないことを注意

しておく･Wmicr｡(L,恒,,A,D;a)を形式的に人の級数として次のように展開する :

OC､
wZ.ic,0(L,i;U,A,D;a)-D∑(入2D)nWn(L,i;U;a)･n=0 (23)

人の 2n次の項は波数ベクトル(k,ql,q2･･･)などの(2n+1)個の和,(il,t2,-)に関する(4n+2)

個の積分,q･(k-q)のような波数ベクトルの積が2n対,e-レk2(i-t′)のような指数関数が(6n+2)

個,そして (n+1)個の対相関,< ikl東 2 > ･･･< ik2n.1東2n.2> から成っている･ただし,

qく1+qく2+- +qく2n.2-0である･当然ながらTVn(L,恒,;a)は有限のaでは常に有限である･

d>2の場合に(22)式での極限をとるためには,比0--T/a2を固定して

f-r/a, k-ka, t～-i/T (24)

の変数変換が有効である.さらに, O- L'J,D-DU,入ニスo･と定義しておく.丘の絶対値は有界

である(27Ta/L<Jkl≦27T).非保存の対に対して(k+q≠0)

<*(k,研 (q,t')>-0(a2d~QT~1), (25)

保存の対に対して

<吟(k,研 (-k,t′)>-0(ad-¢T-1) (26)

であることが分かる.前者はαdだけ高次の微小量であるが,有限αの場合では無視できない.前

出の相関関数の組 <ikl東｡>･-<吟(2n.1食2n.2>では,n個の非保存対,1個の保存対から構成

されている･(23)式において 入展開での2n次の項に変数変換(24)を実行すると

a~d(2n+1)T4n+2a-212n(a2d~¢T-1)n(ad-¢丁~1)-C,a2~¢(J3a2~¢)n (27)
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の因子が現れる.その結果,

00

wZlicr｡(L,絢 入,D;a)-ba2-¢∑(i2ba2~¢)nwn(L/a,i/T;わ･,1) (28)
n=0

となる･Wn内の変数Lとtもスケールされている･さらに, d<2の場合に(22)式に(28)式を

代入すると遠赤外発散が発生することにも注意する･何故ならば,(15)式で示されているように,

kぅ 0でC(k,i)～k-a-αf(kzt)(α>0)が期待されるからである.したがって,上述の手続きは

d<2の場合には適用できない･この場合では単に4㍍ dを用いてW(L,i)- wrni｡r｡(L,i;i,,A,D;0)

である･他方,d>2の場合 (28)式に遠赤外発散が生じないことを証明することは非常に難しい

問題である.しかしながら,その発散が生じることはd>2ではKPZ方程式には解が存在しない

ことを意味している.したがってここでは遠赤外発散は発生しないと仮定して議論を先に進める

ことにする.

結論として,d>2の場合はいつでも,｢条件｣

¢-2 (29)

が満足されるときに限って,(22)式の極限操作においてW(L,i)が有限に存在することが可能と

なる･もし ｢条件｣(29)が成立しなければ,Wmicr｡(L,i;I/,A,D;a)は比L/aばかりでなく別にa

にも依存することになって,われわれの直感と矛盾する.第4節でこの事情は数値計算によって

検証される･L/a,i/Tう ∞ であるから,(22)式で得られるW(L,tHまL とt共に依存しない･

導入されたノイズの相関lima→oRa△a(r)はd>2では6d(r)関数より発散性が弱い･そのため

lima→oRalddr△a(r)-Oである.

4 数値的検証

残念ながら,前節までに展開してきた議論は厳密なものではない.そこで,この節では結論を補

強するためにKPZ方程式を数値的に計算する.直接的な数値積分はおそらく問題に対するもっとも

確実な方法であろう.しかし,この方法は次の予測が前提になっていることを忘れてはならない.す

なわち,aとTを固定して(例えばa-1),Lとtを大きくしたときのwmicr｡(L,i;U,A,D;a)の漸近

的振る舞いは連続化の極限,すなわち,Lとtを固定してa,T1 0の極限操作で得られる結果と一

致すると言う期待が前提にあるのである･換言すれば,wmi｡r｡(L,i;U,A,D;a)は比L/aとt/Tだけ

に依存していると期待されるのである.しかし,この期待が実現するかどうかは検証されねばなら

ない･実際,KPZ方程式を線形化したEdwardsIWilkinson方程式 [25]ではwmic,0(L,恒,,A,D;a)

がd>2の場合L/aばかりでなく単独にaにも依存する事実をわれわれは知っている･ 【26]

基盤を一辺aのセル(2N)d個に分割する･格子点の位置ベクトルをd次元の整数i-(il,i2,- ,id)

を用いてri-aiと記述する･ここで,il-0,土1,･-,土N (i-1,2,･･･,d)である･時間も時間間

隔 Tでtj-jT(i-0,1,-)のように離散化する･(2)式に対する差分方程式は陽的公式で

d

H(ri,tj'1)-H(ri,tj)+(uT/a2)∑ (H(ri+ael,tj)-2H(ri,tj)+H(ri-ael,tj))
l=1

d

+(入T/8a2)∑ (H(ri+ael,tjト H(ri-ael,t3･))2+TB(ri,ij) (30)
～=1
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と表わされる･ elは第l番目の軸に平行な単位ベクトルである･確率変数B(ri,tj)はガウス分布

に従い,時空の格子点に独立に分配されるものとする.したがって,それらの相関は

<B(ri,i,I)B(ri,,i,･′)>-2Da~QT-16il,i,16i2,iら･-Sid,i,d6j,j′ (31)

と表わされる･(21)式に対応していることに注意･実際はB(ri,tj)-J(24D)a-i/2T-1/2Eと関係

する一様乱数E∈[-1/2,1/2]を使用した･分散の計算には支障を生じないことは保証されている.

われわれはW(L,i)の微視的単位a依存性を調べた･計算機では全て離散化された数しか取り扱

うことができないのでW(L,i)は正確には(22)式におけるwmi｡r｡(L,i;U,A,D;a)である.非常に

小さいaに対して計算されたwmicr｡がもはやaに依存しなくなったら,連続化の極限値W(L,i)が
得られたと看倣すことができる.その場合に前述した予測が実現したのである.われわれの計算

はd=1とd=3の場合に限った.なぜなら,d=2の場合は対数異常が発生することが予想され

るが,この対数異常を数値的に検出することは困難と思われるからである.

数値計算におけるパラメータとしてU-0.5, D-0.005,結合定数9-人2D/i,3-15を採用

した.まず最初は(31)式において¢-dの場合を計算する.そのd-1の結果が図1に示されて

いるが,予想通りにα依存性は兄い出されない･勾配は約 1/3で理論の予想値β-1/3と一致し
ている.

他方,図2に示されているd-3に対するW(L,i)はaの減少につれて増大していく.これは無

限大への発散を示唆している.したがって,この場合は前述した予測は実現しないのである.

もし(31)式において (29)式を用いると,W(L,i)の離散化単位 aの依存性は消滅する.その様

子は図3に鮮明に示されている･加えてβ-0を示唆するようにW(L,i)は時間tに関してはぼ一

定である.

5 ｢動的繰り込み群の方法｣による研究

しかしながら,"d>2でさえKPZ方程式は ｢荒れた界面｣の解を有するりとする報告は多数

存在する･ 【12,17,18,20,21,22,23]何故このような不一致が起こるのであろうか･事態を複雑

にしている原因の一つに ｢繰り込み群の方法｣による研究成果がある.この辺りの事情について

言及しよう.

｢動的繰り込み群の方法｣のシナリオは次の通りである. [4]第 1のステップでは,グリーン

関数,バーテックス関数,スペクトル関数のeleA<lkl<Aの波数成分を積分 (平均)する･e

はスケーリング ･パラメーターである.非線形性のためこれらの関数は正確には得られないので,

1ループ近似などの近似計算の結果で代用する.第2ステップではk空間の大きさを元に戻すた

めb-eeを用いてrlbr,tlbzt,hl bαhと変換する.この変換はFamily-Vicsekのスケーリ

ング則(1)式に対応していることに注意しよう.こうした変換を通じてもKPZ方程式自体が不変

であると言う要請をすると,KPZ方程式に現れる係数(I/,7,A,D)の変換関係が得られる･210
の極限で変換関係はパラメータ空間内の力学系として表現される.スケーリング不変性を示す力

学系の固定点からスケーリング指数が求められる.

最近,筆者はKPZ自身が原論文で行なった ｢繰り込み群の方法｣の計算に誤りがあることを兄

い出した. [27]その事情を説明する.
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グリーン関数G(k,u)は<h(k,W)>-a(k,W)や(k,W)によって定義される･ここで,h(k,LJ)は

h(r,i)の時空のフーリエ成分である.1ループ近似でグリーン関数は,自己エネルギー

E(k,U)-/,蒜 /; lq･(k-q)]Lq･k】Go(k-q,W一口)loo(q,0)l2, (32)

を用いて,

Gl1(k,W)-G育l(k,LJ)【1-2人2DGo(k,LJ)∑(k,W)], (33)

と表わされる･ここで,Go(k,U)-(-iw+I,k2)-1である･積分 I,ddqは e~eA<lql<Aにおけ

る積分で,A-2q/alは波数のカットオフ,eはスケーリング ･パラメータである.

パラメータUの変換を計算するにはW-Oと置いたGo(k,0)-1/(uk2)を(33)式に代入し,k

で展開しk2の係数を比較すればよい.∑(k,0)における0の積分には,公式

二 三

が利用できる.また,角度積分

には

72n+2(d)-

ix) 2b(a+a)●(a+ix)(b+ix)(b-

Zn(d)-

IJdOBind-2acosno

∬dβsind-2♂
1･3･5･･･(2n+1)

d(d+2)(d+4)･･.(d+2n)
, I2n+1(d)-0,

(34)

(35)

(36)

が役立つ.残念ながらその結果からはk2の項は現れないので,i,は変換されない.KPZ自身の計

算では変数変換 ql q+k/2がおこなわれている.しかし,この変数変換は有限のAに対してk2
のオーダーの誤差を生じる.これが見かけ上Z/の変換になっていたのである.人や Dの計算におい

てはこの変数変換は何らの誤差を生じない.

この節の冒頭で述べた2つのステップを結合させて,

芸 -(I-2)U,

芸 -(I+α-2)A,

望 =(I-d-2α'g｡ff)D.de

の方程式群が得られる.ただし,d次元単位球の表面積SdとKd-Sd/(27r)dを用いて

geH- 警 Ad-2些l/31

である.

(37ト (39)式をまとめて,

-(2-d+geff)geff･
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を得る.この力学系の安定な固定点からスケーリング指数が得られるはずであるが,(41)式からは

d>2に対して9-0の安定な固定点が与えられるに過ぎない.

動的くりこみ群の方法が有効な方法であるかどうかを議論するために,2ループ近似まで計算を

進める必要がある.面倒な考察によってグリーン関数については図4のような結果が得られる.残

念ながら角度積分ができないのでd-1の場合に限ることにする.その結果,k2に寄与する項は

G(k,0,-Go(k,0,･志 諾 /dql/dq2(-

(ql+q2)2 2qg

(qf+q22+qlq2)3 ql(q至+q22+qlq2)3〉
(42)

となる.2ループ近似では内部モードがqlとq2と二つあることに注意する.力学系を導くためには

eの1次までで十分であるからqlとq2のどちらかを[e-eA,A]で積分し,他方を[O,A]で積分すれ

ばよい.しかし,その場合積分は発散してしまう.さらに悪いことにはスペクトル関数にql+q2-0

を分母とする項が存在するために積分がやはり発散してしまう.

これらの議論から動的くりこみ群の方法はKPZ方程式に対しては有効でないと結論せざるを得

ない.やはり, 1ループ近似で正確な解が得られたのは偶然に過ぎなかったのである.

6 まとめと議論

KPZ方程式は奇妙な性質を有している.そのため様々な思い込みと誤解によって専門家の中に

誤謬が蔓延している.

われわれはまず(3)式を伴うKPZ方程式(2)式から得られる界面のゆらぎW(L,i)がd≧2では

発散することを明らかにした･(22)式で定義されたwmi｡r｡(L,t･,U,A,D;a)は微視的単位aの減少

につれて際限なく増大する.これまで誰もこの事実を指摘してこなかったのである.この結論は

主に二つの道筋を辿って導かれた･ひとつはwmicr｡(L,i;U,A,D;a)の形式的な入展開であり,他

方は wmicr｡(L,i;U,A,D;a)が如何に微視化単位 aに依存するかに注意を払った数値積分である･

また,二つの方法によって (21)式に現れるノイズの相関において (29)式を採用すれば導かれる

wmi｡,0(L,i;I/,A,D;a)は十分小さなaに対してaに依存しないという意味で合理的であることを

主張した･(22)式におけるW(L,i)はL,t共に独立であり,指数α,βは0である･

さらに,KPZ自身が行なった ｢繰り込み群の方法｣における計算の誤りを指摘し,2ループ近

似計算を行い,遂には ｢繰り込み群の方法｣がKPZ方程式に対しては成立しないことを明らかに

した.

最後に関連する問題に対する数学的研究に言及したい.文献 【281には,KPZ方程式と等価であ

るノイズが伴う熱方程式が議論されていて,d>2では汎関数の解が唯一存在すると言う定理が

証明されている.残念ながらこの解はL2族に属していて成長界面の問題には適さない.しかし,

d>2次元で解が特異な性質を示すことはこの小論で強調したようにW(L,i)が紫外発散すること

と符合する.

今後の課題は,d≧2でも連続モデルとして正当化されるKPZ方程式に代わる新しい数学モデ

ル (確率的偏微分方程式)を構成することである.

なお,この小論の詳細は文献 [29]を参照されたい.ご請求があれば別刷をお送りする･
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10 100 1000

I

Illd-1の場合にwmicr｡(L,i;i,,A,D;a)とtをa-1.0とa-0.5に対して両対数プロットし

たもの･掲載値は10回実行した結果を平均したものである･挿入された実線の勾配は1/3
である.系の大きさはL=1000.
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0.1 10 100

I

2.d-3の場合にwmicr｡(L,i;I/,A,D;a)とtをa-1.0とa-0.5に対して両対数プロットし

たもの.掲載値は10回実行した結果を平均したものである.挿入された実線の勾配は0.04

である.系の大きさは50×50×50.

0.1 10 100

I

3･d-3の場合にwmicr｡(L,i;U,A,D;a)とeをa-1.0とa -0.5に対して両対数プロットし

たもの･(31)式における(29)式を用いた.掲載値は10回実行した結果を平均したものであ

る.系の大きさは50×50×50.
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≡≡≡
こ_二｣
L=

A

+ + 4 →£L

･ 8過 ･ 16 二 且

+

+

+

+

･6二且 ･ 16三 血

･6鹿 + 16三 ぬ

H

16A . 16ニ亀 →

一二 二

4.2ループ近似によるグリーン関数のダイアグラム展開･ダイアグラムA,D,Hからのた2への

寄与は無い.
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