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カオス ･乱流への統計力学的アプローチ
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ブラウン運動の射影演算子法 (H.Mori,1965)を拡張して,軌道不安定性によるカオス ･乱流の

ランダムな揺らぎを記述する線形確率微分方程式を導出し,ランダムな運動-のエネルギー散逸や

諸々の輸送現象などの統計力学的理論を構築できる.その理論的骨組を文献1),2)の論文に従っ

て述べた.

1 カオス軌道に対する線形確率微分方程式

諸種の非線形力学系が,正のLiapunov指数をもち,初期値敏感性や初期記憶の喪失,更に,エ

ネルギー散逸や輸送現象など,軌道不安定性による諸々の性質を示す.これらを理論的に解明す

るため,カオス ･乱流のランダムな揺らぎを記述する線形確率微分方程式 (一般に非マルコフ型)

を,射影演算子法 [31により力学系の非線形運動方程式から厳密に導出する･[1,2]

系の相空間の状態変数をX(i)-(x2･(i))(i-1,2,･･･,d)とし,カオス ･乱流における観測量

A(i)-(Al(i))(i-1,2,- ,6)(6≦d)の揺らぎを考える･そのとき,A(i)の時間発展を与える
運動方程式は

∂

dA(i)/dt-A(i)-AA(i),(A-∑kj義 ) (1)i-1
とかけ,A(i)-explt̂]A(0)と積分できる･いま,Al(i)とAm(0)との時間相関を長時間平均

(Al(i)AL(o))≡Tli-i ldsAl(i･a)AL(S) (2)

で定義すれば, A(i)の時間発展の最確値は,緩和関数

=(i)≡(A(i)AI)(AAt)-1 (3)

を使って, =(i)Aによって与えられる.この最確値の時間発展を,運動方程式 (1)から陽に取り

出すために,先にブラウン運動論で導入した射影演算子 [3]

7'G(X)-(G(X)Al)(AAT)-1A

を使う.

ここでは2つのカオス系を例にとる.一つは,位置 qと運動量pの一次元 DufBng振動子

dp/dt - -70p+V(q)+bcos(LJot+4,0),

V(q)≡ -q3+q
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である.ここで,70は分子摩擦係数,bは位相¢-woe+Qoの周期外力の振幅である･V(q)はポ

テンシャルカであり,その非線形項がカオスを惹き起すのである･この系の相空間はX-(q,p,直

であるが,着目する観測量はA-(q,p)としよう･そのとき, (1)の発展演算子 Aは

･-p計 上70p･V(q)･bcosb)孟 +wo帝
∂

となり,(q)-(p)-(qp)-0だから,射影演算子 (4)は

pG=((Gq)/(q2))q+((Gp)/(p2))p

(7)

(8)

となる.

もう一つのカオス系は,非圧縮性流体の Navier-Stokes方程式である.いま,流速 (uα(r))の

空間的フーリエ成分(uα扇(0<k<kc ～103cm~1)をとり,慣性小領域kL<k<kI(≪kc)に
おいて乱流が発達しているとすれば,Navier-Stokes方程式は

duαh/dt- -I/Ok2uαh+Vah(u)+Kαk,

vah(u)-∑∑′vap7(k)uβpu,A-p
β,7 p

となる･ここで, i/0は動的分子粘性,KQhは低波数領域k<kLに働く一定の外力である.(10)

の ∑p′は,kL<p<kcなる波動ベク トル pにわたる和である･この Vah(u)が,乱流を惹き
起した非線形慣性力である.この系では,相空間の状態変数X も着目する観測量 A も同一で,

X-A-fuαh)(0<k<kc)とすれば,(1)の発展演算子 Aは

･-∑∑(-uok2uak+VQh(u)･Kah)志α h

となり,更に,乱流は統計的に一様で等方的とすれば

(u｡kubl)-(JuαhJ2)6αβ6h'

となり,射影演算子 (4)は

PG(u)-∑∑((G(u)uth)/(luahl2))u｡k
αh

(ll)

(12)

(13)

となる.

カオス系の観測量A(i)の時間発展方程式 (1)の形態は,具体例 (5)と(9)とを一般化して

dA(i)/dt-A(i)-vO(A(i))+V(X(i))+K(X(i)) (14)

のように,3つのタイプの項からなる.その第2項 V(X)は,(5)の非線形力 V(q)や (9)の非線

形慣性力 Vcth(u)のように,カオス ･乱流を惹き起す非線形力であり,K(X)は,散逸するエネ

ルギーを補給する周期外力である･VO(A)は,(5)の -70pや (9)の-uOk2uαkのような残 りの
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項で,一般にAの関数である･いま非線形力 V(X(i))に着目し,これを射影演算子 (4)のアお

よび Q-1-7)を使って

V(x(i))-et̂(7)+Q)V(X)-inA(i)+et̂QV(X) (1.5)

と変形しよう.ここでin≡(V(X)AI)(AAlγ1とした.次に,真に非線形な力F(i)≡et̂QV(X)

を導入しよう.これは,恒等式

et̂-etQ 十̂

を使えば,本理論の最も基本的な式

dse(i-S)̂7,AesQ̂

F(i)≡et̂QV(X)-R(tト
Lミ
dsT(S)A(i-S)

を与える･ここで,揺動力 R(i),Rと記憶関数 Il(i)

R(i) ≡ etQ̂QV(X),R≡QAA,

T(i) ≡ (R(i)舟)(AAl)-1

(16)

(17)

を定義した･R(i)のpropagatoretQ̂ の射影演算子 Qは,F(i)から時間スケール TM の線形長

時間運動を排除し, (17)の第2項のように,それをA(i)の線形発展にくり込むものである.こ

の第2項が,カオス ･乱流による線形輸送項を与えることになるのである.

(17)を (15)の第2項に入れ,この (15)を (14)に入れれば,カオス ･乱流の式

孟A(i)-VO(A(i))-inA(i)+Lids,(S)A(i-S)-瑚 +K(X(i)) (20)

が得られる.ここで (R(i)Af)-Oであり,(5)や (9)のようにVO(A)-(inO-TO)Aであれば,

この (20)は緩和関数 (3)の時間発展に対して線形方程式を与え,そのラプラス変換は

=(I)≡./二一二die-zt=(i)-I-i(nO+I?)+Ilo+T(I)(1+L(I)) (21)

となる.ここで L(I)は (K(X(i))Al)(AAI)~1のラプラス変換である･Il(I)は (19)の Il(i)の
ラプラス変換であり,

T(ilo)主四idte~iwt(R(i)舟)(AAI)-1 (22)

が振動数 山の弱い外力に対する線形輸送係数を与える･(19)と(22)が,カオス ･乱流に対する

揺動散逸定理を与える.

Du氏ng振動子 (5)にこの方法を適用すれば, (20)から,カオスの式

孟p･70p･ no2q+LtdsT(S)p(i-S)-棉 +bcos(wo

が得られる.ここで,no2三 一(V(q)q)/(q2),

7(i)≡ (r(i)i)/匝2),

r(i) ≡ etQ̂Qv(q),戸≡Qb
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とした･更に (r(i)q)-(r(i)p)-0である･式 (23)の線形輸送項の記憶関数 7(S)は,(19)と

(22)に対応して,カオス誘導摩擦係数として

梱 )-Lndte-iutT(i)-去Lndte-iut(r(i)i)
を与える.

Navier-Stokes方程式 (9)に (20)式を適用すれば,乱流の式

孟uα踊 +レOk2uah(i,ILtdsTαh(S)uah(i-S)-rαh(i)
が得られる･ここで,揺動力 rαh(i)と記憶関数 7αh(i)

rαh(i) ≡ etQ̂QVah(u),

7αh(i) ≡ (rαh(i)r£h)/(luαkI2)

dsTαh(S)uαh(i-S)-rαh(i)+Kαh

(26)

(27)

を定義した･更に (r｡h(i)uょh)-0,(KQhuとゐ)-0と考えられるので,流速 u｡h(i)の緩和関数

Eαh(i)は (21)から

Eαh(I)≡Lndte-zt(uαh(i)uth)/(転 hI2),
1

Z+(i,0+Z/I(k,2:/i))k2

と求まる.ここで,波数 k,振動数 LJの乱流粘性は

I/I(k,LJ)I
Tah(I-ilo) 1

k2 k2(lu αh J2)Ludte-iut(rαh(i)rth) (32)

によって与えられる.なお, (22), (26), (32)がカオス ･乱流に対する揺動散逸定理を与える･
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